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I3er  größere  und  wichtigste  Th«il  des.  WerlfeSj 
welches  ich  hier  bekannt  mache  ^  ist  eineUeber-j 

*  * 

V 

V^  «etzung  von  4  Abhandlung^iai ^    Welche  Euler 

'x  i0^i3.^  i4.>  i5,  iiMi4  i6ten  Bande  4er.  Neuen 

^  Connnentariea  der  Pet^rsb^uy^ischen  Acad^nie 

y^  der  Welt  mittheilte*  *    Ich  lioffe«    d^  die  Ben 

^  mühuj^gy    dieses  Eulersche  Werk   durch  eiiij»  ^ 

I   Uebersptzung  allgemeiner  bekannt  zu  macfa|enf 

"^  keiner  Entschuldigung  bedarf,    zumal,    da  die 

in  demselben   vorgetragenen  Leh]:en   noch  in 

keinem  mir  bekannten  deutschen  Buche  so  volU 

ständig  und  zygleich  so  gründlich  vorgetragen 

sind,  als  man  sie  hier  findet.      Ob  abe^  meine 

Bearbeitung  dieses  Werkes  nicht  eine  Hecht- 

fertigung  nöthig  hat^  das  ist  wohl  eine  andere 

Frage«     Ich  wiJU  es  nur  geradezu  gestehen,  daft 
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ich  an  manchen  Stellen  mit  dem  Vortrage  iin« 
sers  großen  Lehrers  etwas  willkürlich  verfahren 
bin  j  und  dafs  der  Titel  dieses  Buches  ganz  ge^ 
naü  richtige  ^es  eine  Uebersetzung  m-it 
Abänderungen  nennte  Was  mich  dazu  be- 
rechtigte oder  mich  dazu  verleitete?  -*-  um 
das  vollkommen  anzugeben  ^  nnißte  ich  die 
einzelnen  Sätze  durchgehen  uiid  die  Gründe 
Hier  mittheilen  j  welche  mich  bewogen ,  hie* 
^twas  wegzulassen,  dort  mehrere  ^  J^  zusam-i» 
riietizuzieben^  und  ain  andern  Stellen  die  Fblgtf 
d«r  Sätze  BOgar  ganz  abzuändern :  ^^  da  dieseif 
.  nicht  möglich  ist ,  so  bin  ich  genöthi^etr^  es  dem 
JLieser  zu  überlassen ,   zu  beurtheilen,  wiefern 

« 

ich  hieran  Hecht  getlian  habe  oder  nicht«  Meine 
Absteht  ging  dahin  ^  nur  das  wegzulassen ,  wan 
läXlet  Wahrscheinlichkeit  nach  Euler  selbst  in 
einer  jetzt  erscheinenden  zweiten  Auflage  weg-^ 
'  gelassen  hätte  ^  oder  was  von  keiner  erheblicheti 
Wichtigkeit  war,  und  nur  da  abztikürzen,'^6 
Eulers  zu  oft  wiederholte  Darstellung  eines 
und  desselben  Satzes^ehr  die  Geduld  des  Liesers 
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SU  ermüden ,  als  die  Deutlichkeit  des  Vortraget 
zu  befördern  schien:  —  ob  ich  hierin  immei^ 
lix^htig  geurtheilt  babe^  darüber  kaiin  ich  nicht 
entscheiden« 

Die  wichtigste  Unannehmlichkeit ,  welche 
für  den  bequemen  Leser^  ich  meine  forden^ 
"vrelchem  die  Prüfung  des  (gelesenen  zu'milhsaiu 
ist,  aus  dieser  Mischung  der  Arbeiten  des  Lehi» 

9 

irers   und  des  Schülers  entsjMingt)  ist,    daOs  €^r 
3Eiun.  nicht  mit  so  ruhiger  Glaubensfireudigkeit 
alles  als  Worte  des  grofsen  Mannas  annehmc^i 
4arf,  als. in  einer  ganz  getreuen Uebersetzung^ 
denn  er  ist  nirgends  sicher  ^  dafs  nicht  hie  und 
da  ein  Gedanke  des  Schülers  mit  eingemischt 
ist^  auch  da  I  wo  der  Haupttheil  der  Ge4an«o 
kenreihe   dem  Lehrer   angehört*      Indeß,    in 
«ineln  mathematischen  Werke  ^    'wo  man  alles 
strenge  zu  isarweisen  verspricht^  hat  es  hiemit 
weniger  zu  bedeuten  y  weil  man  ddch  im  Gan« 
^en  annehmen  darf,  dais  hier  weniger  als  in  an<» 
dem  Wissenschaften  etwas  auf  Auctorität  ange- 
nosimen  wird;  und  es  ist  diaher  vielleicht  gai^ 


unnöthig^  noch  besonders  die  Regel  zu  geben, 
daft  man  alles  mit  der  prüfenden  Aufmerksam- 
keit  lesen  mög*,     ivelclie    man    Einern   Buche* 
,  widmet , ,  in  dem  man  Irrthümer  verAiiithet.       ^ 
Das  Bisherige  betraf  nur  die  kleinen  Ab- 
änderungen Und  Zusätze  in*  denjenigen  Sätzen, 
tjeren  Hauptinhalt  E  ul  e  r  s  Eigenthum  ist ,    es 
sind  aber  aufserdem  noch  einige  Zusätze  voii 
erheblicherer  Gröfse  hinzugekommen,    welche 
ich  in  dem   —    aus  diesem  Grunde  etwas  ins 
Einzelne  gehend'en  •«•-  Inhaltsverzeichnisse  mit 
einem  B.  bezeichnet  habe/     Sie  enthalten  xaxi^  " 

t 

Btändlicbere  Untersuchungen  über  einige  von 
Eulern  nur  kurz  oder  gar  nicht  erwähnte 
Ciehren ,  die  gleichwohl ,  nach  dem  Zwecke  des 
Buclis ,  hier  vollständiger  dargestellt  zu  werden 
verdienten ,  tmd  ich  hoffe ,  dafs  die  Leser  we« 
nigstens  über  die^Wichtigkeit  der  darfai  abge<* 
iiandelt^  Lehren  mit  mir  eines  Sinnes  seyn 
*%Verden,  selbst  wenn  ihr  Urtheil  über  den 
•Werth  der  hier  mitgetheilten  Untersuchung 
^en  weniger  günstig  ausfedlen  ßoUte^    als  ich 


•wünschte.  —    Wo  ich  bei  diesen  eigenen  Zu« 

■  • 

Sätzen  andere  Schriftsteller  benutzt  habe,  da 
Iiabe  leh  es  angeführt;  soUten  die  übrigen Un« 
tersuchungen ,  welche  ich  für  neu  gehalteä^ 
schon  anderswo  vorkommen  ^  so  mufs  ich  wegen 
j&einer  Unkunde  der  Literatur  um  Yerzeibung 
bitten. 

Dafs  übrigens  dieses  Buch  blos  Theorie 
enthält^  und  fast  nichts  von  practischen  An« 
"Wendungen^  wird  bei  Manchem  keine  Empfeli- 
lung  für  dasselbe  seyn.  Wirklich  werden  die^ 
fenigen^  denen  die  Wissenschaft  blofr  — - 

sine  trächtige  Kuh^  die  sie  mit  Butter  versorgt  f 
— »  ist,  hier  wenig  finden ,  was  in  ihre  Scheure» 
au  sammeln  der--Mühe  werdi  wäre»  Aber  dieses 
liegt  zu  sehr  in  der  Natur  der  Sache,  als  dab 
W  einer  Entschuldigung  bedürfte.  Die  wahre 
strenge  Theorie  der  Bewegungen  des  Wasser« 
ist  noch  viel  zu  unvollkommen ,  als  dafs  man  ßu» 
auf  die—  meistens  sehr  ver  wickelten  F&Ue  an-» 
wenden  könnte,  die  bei  Maschinen  etc.  vor* 
kommen:    ja  selbgt  sehr  einfache  Fälle ^  z«  B* 


daä  Ausfliefsen  des  "^ässeris  aus  sehr  weifen  Ge** 
föfsen  durch  enge  Oefnungen ,  lassen  sich  noch 
nicht  einmal  einer  in  jeder  Rücksicht  voUköm« 
menen  theoretischen  Berechnung  unterwerfen^ 
So  wenig  Zweifel  00  nun  auch  leidet ,  da(s  die^ 
jenigen  Schriftsteller  allen  Dank  verdienen^ 
"welche  empirisch  gefundene »  aus  einzelnen  Er?« 
&hrungen  abgeleitete  Formeln  2um  practischen 
Gebrauch' bekannt  machen ,  so  lä&t  sich  doch  ^ 
von  der  andern  Seite  auch  nicht  läugnen,  dafis 
biebei  stehen  zu  bleiben^  sich  gänzliob  dabei  zu  ^ 
beruhigen  ^  nicht  rathsan^  ist,  YieUnelu'  -schien 
es,  sehr  d^r  Mühe  werth^  einmal  den  Wahren 
Bestand  unserer  hydraulischen  Kenntnisse  klac 
vor  Augen  zu  legen ,  das  Ungernsse  y  'das  Halb? 
wahre  y  das  auf  illegitimen  Wiegen  mehr  Erra* 
thene  als  Entdeckte  zu  sondern  von  dem^  wag 
auf  eichern  Gründen  beruht :  — *  und  diesei 
war ^  dünkt ^michy  einer  der  Zwecke,  den  Eu-» 
)  er  bei  Abfassung  dieser  Abhandlungen  vor  Au« 
gen  hatte«  Woher  rühren  die  häufigen,  oft 
iftit  Bitterkeit  erhobenen  Kl^gtn  über  die  Fehl«- 


sctüüsse,  wof*auf  die  Theorie  fuhren  sollte,  al» 
vorziüglich  dafaer^  weil  man  für  strenge  erwie«» 
«en  und  für  allgemein  wahr  luelt^  was  nur  in 
'beschränkten  FäHen  geris^u  richtig,  und  allen^» 
falls  in  andern  halb  oder  beinahe  richtig  war. 

Es  ist  schon  oft  gesagt  worden,  dafs  di^ 
Astronomie  andern  Wissenschaften  zum  Vor^ 
bilde  dienen  kann,  und  wann  fing  diese  an^ 
groüse  Fortschritte  zu  machen?  -—  Erst  da, 
als  man  das  Gewirre  der  Ptplon^äischen  Epicy-« 
den  bei  Seite  legte,  und  einen  festen  Grund 
gewann,  auf  dem  man  weiter  fortbaüen  konnte, 
..—  Die  hydraulischen  Formeln  mancher  unsrer 
jetzigen  Schriftsteller  gleichen  noch  zu  sehr  den 
Epicyclen  der  Ptolomä^r,  denen  man  bei  jeder 
neuen  Entdeckung  einen  neuen  Kreis  —  oder 
ein  neues  GUed  der  Gleichung  fainzu2;ufügen 
genöthigt  ist,  um  sie  nur  für  cfinige  wenige  / 
Erfahrungen  passend  zu  mächen«  --*  Etwas 
von  diesen  empirischen  Correctionen  wird  zWai* 
in  einer  jbo  schwierigen  Wissenschaft,  wie  die 
von  der  Bewegung  des  Wassers  ist,  immer  Be* 


dürfhifs  bleiben,    aber  es  wäre  zu  -wünschen, 

'daß  nur  Männer ,  auf  denen  Tobias  Mayers 

I 

oder  L  a  mTb  eres  Geist  ruht ,  die  Formeln  für 

diese  Correctionen  entwerfen  möchten  —  und. 

aolehe  Männer  würden  auch  nie  mit  Bitterkeit 

darüber  klagen,  dafst  die  Theorie  der  Hydraulik, 

'so  wie  alle  menschlichen  Kenntnisse ,    langsam 

zum  Ziele  fortschreitet,    und  erst  spät  zu*  der 

Vollkommenheit  gelangen  kann,    zu  welcher 

alleufalls  unsre  Wünsche  sich  aufzuschwingen, 

> 
aber  welche  herbeizuführen  ui^sere  Kräfte  nicht 

vermögen,. 

'   Eckharden,  im  Herzogthum  Oldenburg « 

< 

im  Februar  a8o5« 


H^     VT.    Brandes. 
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Erster  ThciK 

Di6  0e&etze  d^«s  Gleichgewichts  f^usaiger 

Kor  per.  , 

Erster  Abschnitt. 

yoit  def%  wes€nlUchen  Eigemchafun  ßüssiger  Körper    und  den 
besondem  Eigenschaften  der  beiden  Hauptarteiu  S*  t  —  2 1  • 

j^  X.  2.    Von  der  gleichförmigen,  Verl^reituug  des  Druckes  in  fiUisigen 

Körpern  bc^m  Glefchgewichte.  ^ 

9i    AbmoMong  des  Druckes  durch   das  Gewicht  einer   Säule ,  deroa 

Basis  der  gedrückten  Fläche  gleich  ist. 
4.    Der  flüssige  Körper  .wir4  hier  als  der.  Schwere  nicht  nnterwoHen 

betrachttct. 
'5.  6.    Fernere  Erläuterungen«  — •    Erklärung  'einiger  fuisdieinend  para- 
doxen Folgerungen. 
7.  8.    Diese  gleichföruiige  Verbrehnng  des  Drucks  ist  die  charakteri- 
stische Eigenschaft  flüssiger  Körper,    und   es  lassen' sich  aus  der* 
settien  alle  Gesetze  des  Gleichgewichta  und  dep  Bewegung  flusai« 
ger  Körper  herlei^, 
9.    Eintheilung  der  flüssigen  Körper  in   solche,    die  sich  zusammen- 
passen lassen,  und  solche,  bei  deneq  dieses  nic^it  Si,tatt  findet. 
ja  —  i4.    ]Vie  Dichtigkeit  und  Drudk  bei  4er  Luft  von  einander  al>- 
hängen?     Hypothese  für  die  Abhängigkeit    der  Oichtifkeit    Yom 
Drucke,  und  daraus  hergeleitete  Erläuterungen. 
i5»  16.    Ueber  die  Gränsen  der  Dichtigkeit  der  Luft. 
17.    Von  dem  Qrucke;  -welchen  gänslich  eingeschlossei^  Luft  ^uslQiC 
tS.   .Wirkung  der  Wärme  auf 'flüssige  Körper. 
19  «—31.    IKe  Diehtlgkeft  ab  Function  der  Wärme  und  des  Drucket 

dargestdh. 
as.    BescfaränkuQlf  der  Formel  auf  die  gewöhnlich  rerkommeq4eii  FaDe« 
(4Bn.    Wiefem  die  Formel  der  Eiftihrung  gmnäla  ist?  ^  B.) 


Zweiter  Abtchnitt. 

.  Vom  GUichgewichu  fiussigir  Körper  y  welche  der  Schwere  und 
4finUchen  Kräften  nicht  unterworfen  sind,  S.  M^^^t* 

%/i     Lchrs.    Em  Körper,    desien  Oberfläche  ia  allen  ihren  Pankteii 

ron  gleich  groOsen  I^äften  senkrecht  gechrückt  wird,    bleibt  im 

Gleichgewichte. 
^.    Erläuterung  (B.). 
ay.  aS.    Anwendung  des  Saties  $.  a4.  auf  daa  Gleichgewicht  flüssiger 

Körper  und  der  darin  eingetauchten  festan^  Köcper  etc. 
39«    Wirkung    der  auf  den  Kolben  wirkende!^  Kraft  auf  das  gänae 

Gefafs.  » 

3o.     Unterschied  innerer  und  änfsen^  Kräfte.  ^ 

5i.    Betrachtung   des    Falles,     da    das   Fluidum   gar    keinen    Druck 

leidet. 
93^    ProhL  1.     Eni   anelastisches  Flnidum    wird    durch    eine   ändere 

Kraft  gedrückt;    man  sucht  den  Druck,   den  die  Wände  des  Ge- 

fäises  leiden  etc 
53.  34.    Folgerungen.  —    Warum  die  Er&hrung  diesei^  Sätzen  zu  wi- 

dersptect^en  scheint, 
55*    Probl.  a.    Bin  elastisches  Flnidum    leidet    einen  auisem   Druck, 

man  soll  )edes  Theilchens  Dichtigkeit  und  den  Druck,    den   jsa 

aufhält,  bestimmen.  ' 

5y.    Bestimmung  der  ^anaen  Masse  des  flüssigen  Körpers. 
38.    lieber  die  Abmessung  der  Dichtigkeiten  ulid  der  Wänpe;^ 


9 

Dritter   Abschnitt, 

Allgemeine   Gesetze  der  Gleichgewichts  flüssiger  RSrper^,  auf 
welche  beschleunigende  Kräfu  wirken.  S.  58 — 45, 

Sg.    Frobl.  3«    Die  allgemeinen  Bedingungen  des  Gleichgewichta,  wenn 

bes>  hleunigende  Kräfte  auf  das  Fluidum  wirken. 
4o— «43.  Folgerungen.  —  Begrif  der  auf s ersten  oder  freien  Ober^ 

flächen. 
14.    Ob  der  Druck  negativ  werden  kann? 
45.    Kräfte,  für  welche  die  Int^gralfomiel  möglich  wird. 
45b.    Aligemeinnre  Bestimmung  ron  Fällen,    wo   diese  Integrabilität 

Statt  findet  (B.). 
45  c    Vergleichung  unserer  Formel  mit  Hanpertuia  Wirkung  der 


\ 


4$.     Fktibl.  4.     Bestiaunttng  4et  Dnielnt   «ttf  dtt€ll   untwrgcUnchtttt^ 

festen  KoTpcsr. 
60b     ProbL  5.    Bettimmnng  dei  DnickeB    auf  einen*  Um  anm   TheÜ 

eiftgetiuchten  fetten  Körper. 
Sa.     Wie  man  die  Kräfte  ^stiniint)    welche  engebracht  werden  müsr 

3en,  um  den  eingetauchten  Körper  in  Ruhe  zu  erhalten. 
59w    Prob!.  6.*  'Bestimmung  des  Druckes ,    welches  das  ganze  Gcfafe 

leidet*  .  *- 

65.    Wie  dieser  Druck  sich  ändert,  tr.wenn  daa  6efä£l^«ne  taiit  einen 

Kolben  Venchlossene  Oefiiung  hat? 


Vierter  Abscl^nitt. 

Vom  Gleichgewichu  flüssiger  Körper  ^  auf  weiche  Hos  die 

Schwere  wirkt.  S*  45''~~^9* 

BS,    ProbL  7*    Die  Bedingungen  des  Gleichgewichts  ^    Wenn  blos   die 

Schwere  auf  den  flüssigen  Körper  wirkt. 
67.   .Allgeineine  Bedingung  iiir  die  Dichtigkeit^  wenn  da»  Gleichge* 

witht  bestehen  sofl.  ' ' 

59.  ProbL  Ö^^  Bestimmung  des  Dilickt  |  welchen  ein  homogenes  un«« 
elastisches  Fluidum  ausübt. 

60.  611  Folgerungen.  '      > 

65.  ProbL  9.  iBestimmung  des  Druckea  fUr  ein  gemiaditee  nnelasti« 
aches  Fluidum. 

64.    Nothwendige  Bedingung  fH|r  das  Gleichgewicht« 

65;  66.  Unmögüchk^eit  des  Gleichgewichts ,  wenn  ein  hiomogenes  Flui«» 
dum  an  rerschiedenen  Stellen  dietselben  horizontalen  Schichte  un- 
gleich erwärmt  ist*  ' 

67.  ProbL  10.  Den  Druck  tu,  bestimmen^  Welchen  ein  homogenea, 
überall  gleich  erwärmtes  elastisches  Fluidum  ausübt. 

68.  Wie  hoch,  die  Atmosphäre  sich  nach  diesen  Voraussetzungen'  er* 
streckt. 

70.  ProbL  11.  Das  Torige  Problem  unter  der  Voraussetzung  einer 
ungleichen  Temperatur  aufgelöst ,  wenn  die^  Warme  eine  gegebene 
Fnneticm  der  H^Öhe  ist.  ^ 

71.  Wie  die  Warme  auch  bei  einer  gleichförmigen  Temperatur  in  den 
Formeln  vorkommt  (B.).  ^ 

73.  AuAöaung  des  Falles,  de  die  WSrmescale  eine  gerade  Linie  ist«' 
Brlätttemng  einiger  aufitdlend  scheinender  Polgerungen  (B.). 

75.    Der  Fall,    dafs  wenig^^ens   ein  Theil  der  WSrmescale  ah  bei-? 
'    nahe  gerade  kann  betrachtet  werden  (B.). 

74.  Formeln  für  «ine  logarithmiache  Warmescale« 


'  / 


75.  Anwendaag  auf  «tia  btrometrischcv  H6]»B«fti«Uige»  Iffm  dj» 
Formel  DeluC«  mit  den  ResulUtea  dieaer  UuteMacJuttlgiSii  uiier- 
einttlmmt  (B.)« 

.  (Hier  sind  einige  Untermchungen ,  welche  £ul«r  ansteUt»  w^g^ 
lassen ,  wo  dt  nämlich.  Formeln  Tür  di6  Dichtigkeit  der  Luft  an«-> 
nimmt,  welche  endliche  Oränsen  der  Dichtigkeit  angeben,  und 
.';  SHgleich  VOR  der  Wärme  abhängen.  Man  hat  im  67.  und  68.  §m 
gesehen,  dais  diese  Voraussetanngen  au  keinen  sichern  Resnltaten 
fülu'ea.) 

76.  Probl.  12.    Ungefähre  Bestmimung   der  Bewegung,    welcihe  ent« 
.    steht ,  wenn  die  Wärme  in  einerlei  Hohe  ungleich  ist« 

77  -  79.  Ericlärung  einiger  bekannten  Ersclieinungen  aui  diefer  ub-> 
gleichen  firwärnung  der  LxifL 


Fiintter  Abtclinitt% 

Vom  ai^chgewichte  ßüssigcr  Körper  ^    wot'ouf  CefUräBwäftt 

wirliCH^  S.  0^9-*- 95. 

8e.  i^ro))l.  i3.  Bedingungen  des  Gleichgewichts,  wenn  das  Flnidna 
durch  beschleiqiigeiide  KräAe  gegen  einen  Mittelpunkt  an  getrje«^ 
ben  wird. 

61.    Figur  der  äquilibrirenden  Schichten. 

to.  Vei^leidiung  des, Druckes,  den  jedes  Th^lchen  leidet,  mit^deaa 
Gewichte  der  darilber  stehenden  Säule  des  Flüssigen* 

85.  Ueber  den  Druck,  welchen  eingewebte  Körper  leiden. 

4^  Bestimmung  der  Bewegung^  nelt^  entsteht,  weun  in  deiraeU>e% 
concentrischen  Schichte  die  Dichtigkeit  ungleich  ist. 

86.  Probl.  i4.  Bedingungen  des  Gleichgewichts,  wenn  mdirere  Cen- 
tralkräRe  gegen  yerschiedcme  Mittelpunkte  an  wirken. 

87.  88.    Bestimmung  der  äquilibrirenden  Schichten« 
^    Ueber  die  Wirkung  der  Kräftew 

91.    Was  für  beschleunigende  Kräfte  auf  die  flüssigen  Körper  auf  der 

-Erde  whrken. 
90.    FrobL  i5.    Aufser  der  Centripetalkraft  wirkt  auf  jedes  Theikhen 

eine  Yon  einer  festen  Aze   senkrecht   surückstöisende  Kraft,    man 

sucht  die  Bedingungen  des  Gleichgewiohts, 
93.  94.    Bestimmung  der  Figur  der  Erde. 
94  k    Ob  diese  Bestitnmttng  anders  ansfalk,    wenn  man  auf  die  Ab«- 

nahme>der  Schwere  in  gröfsem  Entferanngen  rem  Centro  Rück-«  ' 
*    aicht  nimmt?   (B.) 
3J^.  95  b.    Bestimaiing  des  Drackei  der  Luft  in  Terschiedemen  H^- 

heii  (B.y  ^  ,  •  / 


XV 


9$  c.  tAi»  Ob  4i<ii  furoaetriaoheii  Höhezitnessting«Q  wegen  der  splia- 
Atdaecfaeo  Oftuilt  der  Luf^schiditen  eine  Correction  erfordern?  (Q.) 

^  Gründe,  mnim  die  hier  mit^ethei^e  Bestimmung  der  Figur  der 
Bxde  niclit' genau  iet 

97.  ProbL  i6,  Bedingungen  des  .Gleichgewidita  des  Meers  und  der 
Atmosphäre,  wenn'  )nn  an<ierer  WeFÜEÖrper  ansiehend  auf  diesel- 
ben "fnkL 

98.  Berechnung  der  atoa  der  Attraction  des  Mondes  nnd  der  Sonnt 
entspringenden  FJnthen  des  Oceans. 

99»  Binflofs  der  Sonne  und  des  Mtondes  auf  den  Onick,  welcSien  die 
Luft  ausübt.  y 

^09»  Einflois  auf  den  Barometersfand ,  wenn  man  die  Verminderung 
der  Schwere  des  Quecksilbers  durch  jtoe  Attraotien  m  BetFCdp* 
Cnng  lieht  (B.)« 

Sechster  Abschnitt. 

I^mn  GleuhgewidUe  ßüssiger  Körper^  deren  Tlieilcheiik  nch 
gegenseitig  anziehen  j  und  auf  welche  aufserdem  anders, 
heuhUunigehde  Kräfte  wirken*  &  93— -114» 

"I^GrÖfsWthefls  nacjfi  Laplace  (B.)]. 

aoi,  10&    Difibrantiatformeln  für  die  Attraction  eines  solehen  Körpers« 

S06— 108.    Umformung  und  erste  Integration  derselbenw 

ao9b    Anwendung  auf  ^'n  durch  Umdrehung  entstandnes  Sphäroid% 

110.  111.  113^    Fernere  Integration  der  auf  das  Sphäroid  angewandten 
Cleichuqgen«  ^  '        .     t 

Ij5.    Gröfse  der  Attraction .  am  Pole  des  Sphäroidsk 

ii4»    Anwetadung  auf  die  Kugel, 

l\S,  Probl.  17.  Ein  flüssiges  Sphäroid  dreht  sich  mit  gegebner  Ge-^ 
schwindigkeit  um  seine  geometrische  Umdrehungsaxe ,  man  soll 
bestimmen,  ob  das  Gleichgewicht  bestehen  kann, 

la^    Bestimmung  der  Abplattung  der  Erde  nach  dieser  Hjpotheee. 

117»    In  welchem  Falle  die  Kugelgestalt  bestehen  kann« 

11&    Form  der  übrigen  aqujlibnrenden  Schichten» 

119»    Bestimmung  des  leckes. 

ISO,  121.  Ob  dieser  Druck  sich  mit  dem  Gewichte  der  oberhalb  ste- 
henden Säule  vergleichen  lä&t? 

Sfta.     Gteichttug  fUr  die  Trajectorie  aller  eUipti^hen  Schichten. 

-ta3.  Der  Druck  in  jedem  Punkte  ist  gleich  dem  Gewichte  der  dariiber 
stehenden,  nach  der  Richtung  der  l'raje.ctorie  gekrümmten 
Säule. 

1»^  Wie  weit  die  wirkliche  Gesti^t  der  Erde  diesen  Thtoiien  ge- 
mäü  ist.' 


—         XVI         — ' 

Zweiter    Theil.  % 

Die  Gesetse  der  Bewegung  flüssiger  Körpet^^ 

Erste  AbtJheilung^ 

Allgemeine  Gesetze  der  Bevrpgang  flüssiger  Körper. 

\ 
Erster  Abscbnitt. 

•  « 

Betfadoutig,  der  Bewegung  ß&tnger  KSrpar  im  AUgemeinetu 

S.  ii4  — 134-' 

xa5.    ProbL  l8.    Man  soll  diejenigen  GröfAen  angeben,    welche  nir 

Kenntniia    ^ei  Zustandea    eiuea    bewegten   flü&aigen'  Körpera    für 

jeden  Zeitpunltt  notbwendig  sindw 
136*    Die   beschleunigenden  Kräfte  und  das   (res^ta,.   wie  Dichtigkeit 

lind  Druck  ron  einander  abhängen,  sind  gew^öhnlich  gegeben.' 
137.    Bedeutung  der  partiellen  Differentiale  jener  Grofiien. 
ta8.    Bedingung^  welche  bei  der  Bewegung  ilüasiger  Körper  Statt  fcndeC; 
139.    Wiefern  es  wahr  ist,    dafs   die  angegebnel^G^Öiäett   aur  fiestim« 

mung  der  Bewegung  hinreichon? 
iSo,    CroU.  19.    Allgemeine  Ausdrücke  für  das  Fortriicken  einea  klei« 

nen  Theilckena  des  Flüssigen.  ,  '      »   ' ' 

l3i.  i52.    Nähere  Bettimmung  der  Figur,    n^lch«   dieses  Theilchat 

während  der  Bewegung  erlangt  hat,  in  allgenneinen  ^on^eln. 
i55.    Anwendung  der  Differentialformeln  auf  feste  Körper. 
l34.'    FrobL  ao.    Bestimmung  der  Diohtigkeit  aus  der  Aenderung  der 

Volumens  jedes  Theilchens. 
li6.    ProbL  31.    Formefai  für  die  Beschleunigung  jedes  TheikhenA.^    - 
iSS.    Warum  die  Formeln  hi^r  weniger  ein&di  sind,    als   bei  festen 

K6rpeni. 
139.    Frobl.  33.     Eine  Gleichung  swischen   der  Dichtigkeit  und  des 

drei  Geschwindigkeiten  au  finden. 
]4i— 145.    Integrale,  welche  jenw  DifierentialgTeichung  Genüge  tfanSk' 

Zweiter  Abschaitt«  ^ 

Aügemebie  Gesetze  der  Bewegung  flussiger  Körper^  auf  weiche 
hescUeunigende  Kräfte  wirken,  S»  154—- 149« 

i44.  ProbL  33.  Aus  den  beschleunigenden  Kräften,  welche  auf  das 
Fhiidum  wirken,  und  dem  Drucke,  den  jedes  Theilchen  leidet, 
die  Kr«ft  su  finden »  welche  dasselbe  sur  Bewegnog  antreibt 


.      V 
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l46.     Ob  clie  Betrachtnng  eiiiiM  panUelepipediscIien  Tlieilchens    hier 

zureichend  sey?  ^ 

äAf^    Probl.  i4»     Die  Hatt^j^chungen   £Ur    die  Bewegung  flüssiger 

Körper.  "    ■  •       *     . 

i4&-^i5o.     Ob  diese  Gleichungen  hinreichen  ^    um   alle  unbekannten 

Gröfsen  zu  bestimn^en?  u.  s.  w. 
i5t.     Probl.  ä5.  ,  Elniächere  Darstellung  jeher  Gleichungen.      _ 
i52.     piö   beiden   Hauptpleichiingen,    welche    die   ganze   Theorie,  def^ 

Hydraulik  in  sich  Fassen.  ^       * 

l54.  i55.    Bedingungen,  welche  jene  Gleichungen  bisschränken» 
1^66.    ProbL  26,     Integration  der  ersten  Hauptgleichung.       \ 
157.    BeWei«  für  die  Richtigkeit  dieses  Integrals. 

\ 

*  I 

Dritter  Abschnitt» 

Anwendung  der  Formeln  auf  den  Fally  da  die  Dichtigkeit  ein$ 

beständig  Gröfseisu  S*  i49-^i<^v5* 

iSg.  Probl.  27.    Bestimmung  der  allgeiUeinen  Formeln  für  diesen  FalL 

261.     Ein  besonderer  Fall,  wo  die  Gleichungen  intt^grabel  »ind. 

a62.    Probh  3U,     Wenn    die  Geschwindigkeit   JQdes  Theilöhens    s=  o . 

ist,  den  Druck  xu  bestimmen. 
|63.     Warum  hier  eine  unbestimmte  Function  der  Zeit  vorkommt? 
l64b    Di«se  Function  ist  nicht  an  das  Gesetz  der  Stetigkeit  gebunden» 
166.     Anwendung  dieses  Problems  auf  Fluida  y   deren  Bichtigküit  nicht 

Überali  und  immer  gleich  ist  (B.)« 
i68»    Probi.  29.    Alle  Theilchen    des   flüssigen  Kölners    gehen    nach 

parallelen    Richtungen    mit    gleicher    Geschwindigkeit    fort  ^     man 

sucht  den' Druck,  den  jedes  Theilchen  Teidet 

169.  -Wann  eine  solche  Bewegung  möglich  ist, 

170.  probl.  5ok  Die  Geschwindigkeit«!  «^  v,  ta  siu^  blos  yon  der 
Ze^i  abhängig,   man  soll  den  Druck  bestimmen. 

172.  Der  Druck  ist  hier  wegen  der  Un^leichförmigkeit  der  Bewegung 
Tf randerlich ,  wenn  auch  die  beschleunigenden  l^afte  und  der 
Druck  von  aufsen  derselbe  bleihti  ' 

174.  Probl.  3i.  Wenn  die  drei  Geschwindigkeiten  immerfort  Tur 
jedes  llieildien  ein  l>e3Üindiges  Verbal tnifs  haben,  die .fiedinguu'' 
gen  der  Bewegung  su  bestimmen ,  wenn  zugleich  beschleunigend« 
Kräfte  auf  das  Fluidum  wirken 

175.  176.     lieber  did  Bewegung  der  FItlsse« 

177.  Probl.  32.  Wenn  •=s««4"r:^,  vsa/Sa+Arf  Und  nr=ay«4'^*' 

die  Bedingungen  der  Bewegung  aniugebeU  etc. 
17g.    Anwendung  «auf  horizoatal  fortströtaeude  Flttsse« 
179  b.    Anmerkungeii  (B.) 

\ 


~     xrin     — •     '    •  -       ^ 

Vierter  Abschpitt^  ' 

yon  der  Ümdrehungsbewegung  ßufsiger  Körper ^    deren  JDicfcs» 
tigkeit   unveränderlich  isu     S,  1Ö5  -r-  179« 

j8o..  ProbL  33.  Ein  flüssiger  Körper  iLreht  sicli  um  eine  feste  Axe^ 
so  cbfs  die  Bewegung'  jedes  TheilchenS  gleichförmig  und  die  Ge* 
schwindigkeit  eine  Function  des  Abstandes  von  der  Axe  ist,  man 
fra^t ,  ob  diese  Bewegung  bestehen  könne.  ^ 

i8i-    Anwendnng  auf  bestimmte  Fälle. 

i85.  Nähere  Betrachtung  einzelner  FiiHe)  wenn  blos  die  Scliwe^a 
\rirkt,  und  die  Ümdl-ehungsaxe  Yerticai  ist.  .i.-.  ^  {.  186.  w^na 
die  Axe  horizontal  ist. 

186  b.  Bestimmung  der  beständigen  Gröfse,  und  der  Gestalt  der 
Schichten,  Jh  welchen  der  Druck  gleich  grofs  i^  (B.). 

187.  Anwendung  auf  den  Fall,  dafs  gar  keine  beschleunigende  Kräfte 
auf  den  flüssigen  Körper  wirken.  Bestimmung  der  beständigen 
Gröfse  (B.). 

188.  Probi.'  34.    Allgemeinere  Darstellung  des  vorigen  Problems» 

« 

Fünfter    Abschnittb 

t 

Von  denjenigen  FdUeh  der  Bewegung  flüssiger  Körper^  tvo  dh 
Formel'  udx  +  vdy  +  wdz    integrabel   isU 

191»    Vorermnemngeilk 

192*    IProbl.  35.    Die  Gleic^iung  tüi  den  Druck  an2ugeben^    iresüt  di« 

Formel»  4  X  ^-  vdy  4"  wd%  iur  sich  integrabel  ist 
:i94.     Ob  die  Voraussetzung  nothwendig  ist,  dais  udx  ^vdy'^wi» 

Tiir  sich  integrabel  sey? 
195I    Probt.  36.    Die  FäUe  zu  besttnamien  ^    da  bei  der  Integrabilität 

jener  Formel  auch  der  ersten  Gleichung  für  die  Bewegung  £üs&i- 

ger  Körper  Genüge  geschieht. 
196.    Eine  Integralforme],    welch«  beiden n Gleichungen  Geniige  thu^ 

abe]^  von  sehr  beschränktem  Umfimge  ist. 
'  197.    Anfiallende  Resultate,  auf  welche  die  Anwendung  dieser  Formel 

führen  kann.  —  Ob  dieses  der  Formel  zum  Vorwurf  gereicht  ?  (B.) 
19g.    Lehrs.  ProbL    Das  vollständige  Integral  der  Gleichung 

zu  bestinimon  (B.) ;  (nach  d'Alembsrt  imdCousin). 


« 

# 


aoo» .  ProbL  5y,    Formeln  fiir  die  Bewegung  eines  flüetigen  Körpers^ 

wenn  f^  =  o  wt  (B.)l 
aoi.    Anwendung  dieser  Formeln  auf  den  Fall,  da  angleicJi  n/x-^wis 

ein  Tollsüindiges  Differential  ist  (B.^. 
ao2.     Probi.  38.    Integratio;i     der    Gleichung    des    vorigen    Problemt, 

wenn  zugleich  hAx  -{-  v/äz  ein  vollständiges  Differential  ist  (B.). 
ao3.  .  VerTollständigung  dieser  Integral wertbe  (ß.). 
Ao5.     Probl.  59.    Aus  der  Gestalt  des  Gemsen  zu  bestimmen,  wie  dlm 

beiden  unbestimmten  Fanctionen ,     durch  welche  u  und  w  ausge-* 

drückt  sind,    von  einander  abhängen  (B.}« 
306.    1.  £xemp.    Das  Fhiidum  bewegt  sich  über  einen    ebenen  hori<- 

soi^talen  Boden  (B.). 
2o8.    a.Bxemp.     Der  Boden  ist  eben  und  gegen   den  Horiaont  ge« 

neigt  (B.). 
30^     5.  Bxenp.    Der  flUssige  Körper  bewegt  sich  in  einem  horizon* 

talen  C3'lindrischen  Canale,     so^dafs  jedes  Theilcheu  in  einer  mit 

der  Axe  parallelen  Ebene  fortrückt  (B.). 
3IO.    4.  Exemp.     Der  flüssige  bewegt  sieh  in  einem  cylindrischen  Ge- 

faise;  jedes  Theüchen  bewegt  sich*  in  einer  auf  die  Axe  senkrech- 
ten Ebene  (B.). 
211.     Verwandlnng  der  Functionen  in  Reihen  (B.).    ' 
aia.     Piobi.  4o.     Die ,  Gleichungen  für  die  Bewegung  eines  Fluidi  zu 

bestimmen,  welches  in  einem  cyli ndrischen  Gefäfse  emgesch lassen 

isty  wenn  die  Theüchen  in  Ebeneu  fortgehen,   die  auf  des  Cyiin— 

ders  Axe  senkreeht  sind,     und  zugleich  jedes  Theüchen  immer  ia 

einerlei  Entiernung  Ton  der  Axe  bleibt  (B.). 
ai5.     Probl.  4i.     Wenn  das  Fluidum   über,  einen   ebenen  horizontalea 

Boden  hinfliefst,  a^s  der  Gestalt  der  Obei-fla'che  die  Form  der  un«- 

bestimmten  Fanctionen  zu  bestimmen  (B.). 
ai5b.    Wenn  die  Oberfläche  eine  freie  Oberfläche  seyn  kann?  (B.) 

ai3c  Eine  Reihe,  welche  auidrückt,  wie  die  Function  F:x  ron  k 
abhängt  (B.). 

ai3d.     »tes  Exemp.     Die  Oberfläche  «ey  eine  horizontale  Ebene  (B«}. 

3i3  e.  f.  ates  Exemp.  Die  ^Oberfläche  sey  eine  gleichseitige  Hyper* 
bei  (B.). 

2i5g.  Wie  auch  andre  Utastande  2u  näherer,  wenn  auch  iücht  töUI- 
ger  Bestimihung  der  Function  F  dienen  (B»]. 

aiSk.    Einleitung  x^m  Folgenden. 

31^  Probl.  43.  Die  Umstände  der  Bewegung  zu  bestimmen,  v^enn 
alle  Theüchen  auf  denjenigen  Linien  fortrücken,  in  weichen  der 
Druck  gleich  grols  ist  (B.}^ 

ai4b.  c.  Erläuterungen.  —  Die  cydoidisehe  Bewegung  ist  die  ein* 
■Ige,  wo  dieie  Vorauisetzung  Statt  £udet  (B.}. 

b  2 
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l^i4d.  Bestimmung  der  Zeit,  in  welcher  die  Watsertheilchen  über  ein* 
Welle  hinfliefcen  etc.  (R). 

3i4e.    Ob  diese  Theorie  der  Wellen  röUig  befriedigend  ist?  .  ^ 

ai 5  — 31 5)1.    Ueber  die  Integration  der  Gleichung  ' 

ai5e.  Die  Formel  ndx  -i-  vdy  -^  islfd%  ist  während  der  ganzen  Be- 
wegung für  sich  integtabel,  wenn  sie  es  in  ein«m  jgegebn^n  Au- 
genblicke ist  (B.). 


Sechster    Abschkiitt^ 

yhit  ier  Bestimmung^  der  BewegtiHg  ßüssiger  Körper  tmr  ihrem 
anfänglichen  2MStande»  S*  235  """^5$^ 

2i6.  Probl.  4$.  bie  veränderlichen  Gröfken  aA^ng^ben,  von  denen 
hier  die  Bestimmung  der  Bewegung  alihängt. 

31 8.  Frobl.  44w  Aus  der  anifängh'chen  Dichtigkeit  m  bestimmen,  wel^ 
che  Dichtigkeit  dasselbe  Theilchen  erlang  hat^  Wenn  da  bis  au 
einem  gegebnen  Punkte  fortgerückt  ist. 

335.  Probl.  45.  Die  Lage  zweier  sehr  nahe  bei  einander  befindlicher 
Theilchen  .ist  für  das  £nde  der  Zeit  r  gegeben ,  nebst  der  anfäng- 
lichen Lage  des  einen  —^  au  bestimmen  ^  wo  das  tndre  sich  an- 
fangs  befand. 

335.  Probl.  46.  Wenn  beschleunigende  Kräfte  auf  das  Fluidnm  Wir* 
ken ,  eine  Gleichung  für  den  Druck  «a  fincieUk 

327.  Leichtere  Auflösung.  ' 

(Die  $.  318:^-237.  sind  findera  geordnet,  als  jbei  Euler»  woku  fi li- 
ier selbst  Anleitung  gibt)  ,      -  ' 

328.  Probl.  47.  Der  anfangliche  Zustand  des  flüssigen  Körpen  und 
die  auf  ihn  wirkenden  Kräfte  sind  gegeben:  man. sucht  alle  ÜOf« 
stände  der  Bewegung  "^u  bestimmen« 

232.    Anwendung  auf  die  parallele  Bew'egimgi 

252b.  In  welchen  Fällen  die  parallele  Bewegung,  auch  wenn  (7  Ter- 
änderlich  ist,  bestehen  kann?  (B.) 

353.  Anwendung  auf  den  Fall ,  da  die  drei  Geschwindigkeiten  ein  he^ 
ständiges  Verhältnifs  haben  (B.). 

334.  Anwendung  auf  die  drehende  Bewegung.  —^  Wie  hier  bei  hfte« 
rogenen  Fluidia  die  Schichten  aich  ordnen  {B,). 


.    I 
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Zweite     AbtheiluHg. 

Anwendung  -der  allgemeinen  Formeln    auf  die  llneariftclie 
Bewegung  flüssiger  Körper ^  besondert  de»' Waasei*«. 

■ 

Er&ter     Abikchnitt^ 

ycn  den  PrincipUn  der  Unearucken  Bewegung  flüssiger  ISiorper. 

'     &  Ä59  —  «78- 

»36.  2^.    Wm  man  unter  linear!  sc  her  Bewegnng  rerstebt.    ' 

^41.    ProVL  48.    Die  Glcdchungen  für  die  Bewegung  in  eioer  |[eraden 
.   Röhre  nach  der  ersteig  JMethode  der  rorigeu  Abtheüuijg  anzugeben* 

^.    Vergleichong  mit^  den  allgemeuien  Formelo* 

ai45.    Pro|»L  49.    In  ebasa  dem  FaHe  die  Bewegong  iqM  dem  aaßulg« 
liakea  Ziutande  sa  beatimmeD.  ^ 

«47.    FrobL  So.    Die  Bewegung  des  flüssigen  {Cörpers  in  einer  eisftch 
gekriimmten  Röhre,  nach  der  ertten  Methode  bestimmt 

^»48.    Erläuterungen  (B.).  I     , 

:|5:».    Frc^l.  5i,    Qa»  vorig«  Problem  sach  der  »weiten  Methode  «a£r 
gelöst 

^54.  355.    Prob].  53.  53.    Bestimmimg  der  Befwegoog  in  einer  doppelt 
HBkrämmtea  Rähr«  nach  :Wide4  Methodeiv 


Zweiter    Abscbnitl.  - 

Von  der  Bewegung  des  Wassers  in  Röhren  ^     welche  v^eroU 

gleich  weit  sind,    S,  27Q  —  309, 


V 


957.  PrebV  $4.  AI]gemehie  Formeln  für  did  Bewegung  deil  Wi^aser« 
in  Röhren,  die  überall  gleich  weit  s^nd. 

a6i..  Probt.  55.  Nifhere  Bestimmung  dieser  Gleichungen  durch  die 
Kräfte y  welche  auF  beide  Süden  der  W'>«*«rmasse  drück«Ei  t  Vfen^ 
diese,  ohne  auszuflielsen ,  in  der  Röhre  fortrückt. 

afe.    Wetia  die<e  Kräfte  Terschwindeui  oder  beide  gleidd  sind* 


'     I 


«  « 

a6S.    ite«  Exemp.    Bewegung  m  einer  gei^üden  Röhre  i  wenn  die  At- 
mosphäre auf  die  Wassermasse  drückt. 

a64.  2tes  Exemp.  Da«  Wasser  bewegt  sich  osclllirend  in  einer  Röhre 
mit  geraden  cyljndrischea  Schenkeln ,  und  der  Druok  M^  N  i«t 
unveränderlich. 
(Die  $§.  264  — a68.  siqd  etwas  verändert,  weil  die  beiden  Exempet» 
die  Eule r  angibt,  sich  in  diesem  allgemeinem  vereinigen  lassen:  . 
bei  Eulers  Beispielen  ist  auch  das  anangenehm,  'dafs  er  Röhreu 
mit  winklichten  Beugungen  annimmt,  da  man  doch  alle  Differenj- 
tialformeln  nur  da  anwenden  kann,  wo  das  GesdU  der  Stetigkeit 
Statt  findet.)  ' 

afe?  b.  3tea  Exemp,  Da»  Waaaer  tewegt  sich  in  einer  RöAre  nrit  g^* 
raden  verUcalen  Schenkeln,  der  äufsert?  Druck  ist  ▼.«ränder- 
lieh  (B.)- 

^68  d.    4tes  Exemp.    Bestimmung  1er  OadJationAi  in  einer  cycloidi- 

-        sehen.  Röhre  ^Ö*).  .   i 

ftSg.  Problem  56. -  Bestimmung  der  Bewegung,  Wenn  das  Wasser  an 
einem  Ende  ausfliefst,  und  kein  neuer  Zufiufs  Statt  findet. 

.  tyi.  37a*  Beispiele  a^  einer  geraden  Röhre.  273,  an  einer  recht- 
witA licht  gebogenen  Röhre.  374.  an  einer  geraden,  oben  lufUeor 
ren  Rohre. 

•  • 

»75."  trobl.  67.  Bestimmung  der  Bewegung,  wenn,  das  ausüiefsonda 
Wasser  durch  immer  neuen  Zufiixis  ersetzt  wird. 

977.*  Wie  hier  die  Kraft,  welche  das  Wasser  in  die  Röhre  treibt ,  aua 
andern  Umständen  bestimmt  wird. 

378.  279.  Bestimmung  de«  EfiTects  und  des  gröOsten  Effecte  einer  be^ 
.wegenden  Kraft. 

380.  Probl.  ^.  Wie  eine  Maschine  eingerichtet  seyn  mufii,  um  die 
gröfste  Quantität  Wasser  zu  heben?  —  die  Wirkungttrt  der  an- 
gebrachten Kraft  wird  als  bekannt  angenommen* 


Dritter    Abschnitt. 

Von  der  Bewegung  des  Wassers  in  Röhren  von  unglndter 

Weitem     S.  "309  —  349. 

a85^  Probl.  59.  Gesetae  dieser  Bewegung,  wenn  das  Wasser  bloa  in 
der  Röhre  fortfliegt,  ohne  au«Aiflief«en|  und  ^uf  beide  Enden  ge- 
gebne £jräfte  driickelx«  ■  / 


/ 


»85.     Integralformel  Air  «. ' 

;»B6.    Wie  dieser  Ausdruck  xüit  4er  lebendigen  KraCt  der  Wassorm^tM 
»isammenhängt.  .    * 

387^  .  ite«  Exemp,    Das  Wasser  bewegt  sicji  in   öhier , Terticalen  coni-* 
sehen  KÖbr^ :  auf  beide  J^nd^n  drückt  .  die  Atmosphäre. 

388.     2tes  E^eoip,     Die  Bewegung  Andet   iu   eben   der  Röhre    Statt, 
^l>er  der  obere  Raum  ist 'luftleer  (mit  einigen  ^us.  BX 

389^    3tes  Esemp,    Das  Wasser  bew.egt  619^  qscillirend  in  einer  Röhrd 
mit  vQfrticalen  Schenkeln  (Zus.  B.), 

990.    Probl.  60.    GtfseUe  der  Bewegung,    wenn  die  Röhre  sich  aaa<« 
leert^ 

394.  ites  Exemp.    IXie  Richtungslmie  der  Rohre  ist  rertical, 

395.  Formeln  £\ii  deik  Ausfluls  des  Walsers*  aus  einem  cylindrischcn 
Gelaise. 

996.  Verbesseruag  dieser  Formeln ,  wena  man  auf  den  Strudel  Rück- 
sicht nimmt  (B.]f 

^97.  afes  Exemp.  Das  Wasser  flieOit'aas  einem  Tei;ticalen  Cy linder 
durch  eine  wUIk^r^'ch  gekrümmte  Rohre  «usr 

398.  29^,    Betrachtujig  des  Falles  ^^  da  die  Oe^ong  sehr  klein  ist. 

Soi.  lieber  die  Vergleichung  der  Theorie  mit  Versuchen«  —  Con-^ 
traction  des  Stmhifft  ^ 

5o2.  ProbL  61.  Bewegung  des  Wassers,  wenn  es  aus  einem  Gef«Üse| 
das  hnmer  voH  erhalten  wird,  ausiSieist, 

3o4.  'Woher  hier  die  paradoxen  Resultat)  entspringen? 

^06.  Anm.  Widerlegung  der  Baaderschen  "Grundrormel  fUr  die 
Bewegung  des  aus  Ocfdrse»n  aosflielsendta  Wasser^  (80-^ 

5o8-  Probl.  63.  Die  Einrichtuns  dor  Maschine  zu  bcstimmm,  ver- 
mittelst weichet;  eine  mit  gegebner  Geschwindij^kcit  wirkende  l^ft 
da«, Wasser  cuf  W'^  be^timm^  Hohe  heben  kann  ^t(v 


Vierl'W    Abschniti« 
_.  Von  EWi^^ung;  da  Walsers  dmcji  Saug'  und  jy^uckwerkex 

3li.  Probl.  63.  Die  Bewegung  des  Wassers  in  einer  yerticaleu  Säug- 
röhre zu  bestimmen,  wemi  die  dea  Kolben  Ijtew^geAd^  I^a&  ge-r 
giobea  ist» 


K 

5i2«— 5i5«    Erlaotorungen  und  Foigeran^eiu 

5i6.    Prabl.  64.    Die  Bewegung  dei  .Wassers  in  einem  Omckwerk«^. 
wenn  die  Steigrohre  schon  g^ns  angefüllt  ist,  su  bestimmen« 

320.     Probl.  65.    Aus    der    gegebenen  Kraf^,    welche    ein    vereinigte« 
Sang-  und  Druckwerk  treibt,  4^  Bewegung  des  Wassers  in  dem* 
•^  selben  zu  bestim^ien. 

323.  Probl.  66,  Der  Hebel,  welcher  die  Kolben  des  rereinigten  Saug»- 
und  Druekwerks  treibt ,  wird  durch  die  gleichförmige  (Jnidrehui\g 
eines  Kri^mmzapfens  bewegt,  man  sucht  die  Kraft,  welche  zur 
Bewegung  des  Krummaapfens  erforderlich  ist, 

326.  £^  ist  Tortheilhaft^  mehrere  Krummxapfen  an  einer  Axe  anm- 
bringen. 

So^b,  Anmerkt  Ein  Zweliel  gegen  ^ie  F(ut«eb  des  letrtea  J^^ 
blems  ^fl.)n 


9 

Fünfter    Abschnitt, 

4 

% 

Von  der  Bewegung  des-  Wassers  in  Röhren^    wenn   es  einigem 
IViders^nd  an  den  Röhrenwänd^n  leidet^   S^  569  —  4^^«   ' 

'  (Der  ganze  Abschnitt  ist  neu  hinzu  gekommen,  B.) 

928.  Probl.  67.  Allgemeine  Formeln  für  die  Bewegung  des  .Waasera 
in  gleich  weiten  Rohren,  weim  der  Widerstand  irgend  eine  Fun-«» 
ction.  der  Geschwindigkeit  oder  des  iDruckes  ist. 

32g  — 33 1.    Hypothese  für  das  Gesets  des  Widerstandes,  r-  Exponent 
'  des  Widerj^tandes. 

332.  Prob).  68.  Allgemeine  Formeln  für  die  Bewegung,  wenn  daa 
Gesetz  dcfs  Widerstandes  nach  $•  33|.  angenommen  wird,  und  die 
Röhre  Überall  gleich  weit  ist. 

334  —  336,  ites  Exemp,  Das  Wassev  bewegt  sich  in  einer  geraden 
Röhre,  und  der  Widerstand  verhält  «ich  wie  die  Potenz  k  der 
Geschwindigkeit, 

337,  2tes  Exemp.  Dieselbe  Röhre  yrird  beständige  gleieh  T6ll  eihal«» 
ten,  während  das  Wasser  an  einem  Snde  ausilieist. 

339«  3tes  Exemp.  Alle  Umstände  sihd  wie  im  iten  Exempeli  «bc^ 
der  Widerstand  itt  ss^-~ — •** , 

€•  +  AC  t 


; 


\ 


.> 


54o,    4tes  Bzemp.    Zks  Wasaer  bewegt  sloh  oddOiraid  in  •IneirRöhjr» 

mit  verticirlen  Schenkeln,     ^vc-  Wicierstand  ist  dem  Quadrate  dcr^ 

Geschwindigkeit  proportional, 

'  '  '    . 

345.  546,    Regeln, rUr  die  Gröfse  der  0$cill«tian  und  für  die  Zeit  det> 

Oscillation. 

347%    Bestimmong  der  Oscilktionsseit. 

Stig,    5tes  Exemp.    Alles  bleibt  yrie  im  4ten  Stempel,  aber  der  W^ 
,     derstand  ist  der  ersten  Potens  der  Geacbwindigkeit  proportionaL 

353.    Auffallende  Erscheinung  bei  diesem  Gesetze  des  Widerstandet^ 

fl^-  ProbL  69«  Formefai  für  die  Gesetze  der  Bewegung,  weiUi  da« 
Wasser  aus  einer  nicht  iiberall  gleich  weiten  Röhre  ausflieüst,  tuvl 
das  Gesetz  d»  Widerstandes  wie  im  Torigen  Problem  ist. 

3$4.  Exempel.  Das  Wasser  ütefst  aus  einem  sehr  weiten  C^faü^i^ 
durch  eine  Röhre  aus^  Weiche  überall  gleich  weit  isL 

%S6«  367,    Yergleichtmg  der  Theorie  mit  Versuchen. 


Sechster    Abschnittst 

Fon  der  Bewegung  des  Wassers  in  Röhren  y  wenn  du  JVßrm^ 
nicht  überall  gleich  ist.     S.  406  —  445- 

3So.  -Prohl.  70.    Allgemeine  Gesetee  dieser  Bewegung,  wenn,  dieDicW 
tigkeit  (oder  Wärme)  blo»  eine  Function  des  Orts  ist. 

964.    Pr«bl.  fi.     Formehl  fiir,  die  Bewegung  in   einer  kreisföm»igeiv 
Überdll  gleich  weiten  Röhre,  welche  ganz   mit  Wasser  gefüllt  ist^ 
und  wo  der  wärmste  und  kälteste  Punkt  im'  Horizontaldurchmpssti?- 
'  einander  gegenüber  Uegen. 

365.    Nadi  welcher  Richtung  das  Fluidum  sich  bewegt?  (B.) 

369.  'Probl.  72,  Das  vorige  Problem  auf  Röhren  ron  imgle»h«iÄ 
Querschnittea  fngewä&dt.  '  '  - 

37!  Probl;  73.  Formehl  fUr  die  Bewegung ,  wenn  die  kwisförmiga 
Röhre  überall  gleidi.weit  ist,'  aber  die  gröfste  Wäirnto  und  Kälte 
im  den  Endpunkten  eines  gegen  den  Horizont  geneigten  Dnrd^- 
messers  Sutt  an*let,  und  die  Rehre  ganz  gefüllt  ist. 

474.    Wia  ntf«  die^  Richtung  der  B^we^mSl  hoifti«nen  kanA?  (B.) 


*—   '     XXVI   '.    *^ 

577.  Probl.  T'^'  Wenn  die  Röhre  Bicbt  ganz  mil  Walser  gelulli, 
^ber  sonst  alles  wie  $.  364.  ist,  zu  bestimmen,  ob  eine  Bewegung 
entstehen  werde? 

B80,  Frobl.  75.  '  Allgemeine  Formelit  fiir  eine  in  sich  furückkehrende 
Röhre  ron  wilikmiicher  Gestalt. 

58 1.    Exempel.    Die  Röhre  sej  kreisförmig  etc, 

584,  Probl.  76.    Eine  gerade  Röhre  ist  vertieal  in  ein  grofses,  mit 
.  Wasser  gefiilltes  Cefäfs  untergetancht ,  das  in  der  Röhre  enthaltne 

Wasser  ist  wärmer,   als    das  umgebende:     man  sucJ^t  Formeln  figr 
die  entstehende  Bewegung,  wenn  der  I)ruck  an  beiden  Enden  der  ^ 
{löhrc  bekannt  ist  (B.).      '  • 

585.  Ej^empel.    Die  Rohre  sey  prismatisch  (B.). 

587.    Probl.  77.    Das  Torige  Problem  so*  auf];elöst,  ^ia  man  nur  einen 
Theil  der  Röhre  als  erwärmt  betrachtet  (B.), 

888. .  ites  Exemp.    Die  Röhre  sey  überall  gleich  weit  (R.). 

590.  »3tos  Exemp.    Der  erwärmte  Thc^  der  Rölure    sey    cylindriscü^ 
aber  es  sey  unten  oder  oben  oiii  couischcr  Theil  an^?setzt  (B.)» 

393.    Wie  die  Bewegung  in  geneigte  Röhren  bestimmt  wird  (R.). 


Dritte     jibtheilung. 
Von  der  Bewegung  d^r  Luft  in  Röhren, 


Erster     Abschnitt« 

.  Von  den  kUinen  Schwingungen   der  Luft  in   Röhren ,     welche 
überall  gleich  weit  sind.     S,  445*^475^ 

.  .594'  '  Fiobl,  7^.    Allgemeine  Formeln  für  die  Bewegong  der  Lu&  ip 
«iner  horiiontalen ,  überall  gleich  weiten  Röhre.: 

r397.    Auflösung  diea.s  Problems  nach  der  ersten  Methode, 

598.  Probl,  79«  Anwendung  des  vorigen  Probleme  «uf  solche  Bewe« 
gungen,  wo  jedes  I^ufttheilchen  seine  Lage  nur  unendlich  wenif 
ändert. 

4oo'.    Dais  es  nicht  nothwendig  ist^  «  ^hr  klein  wiinnithmem 


4oi .    Ueber  die  Bestimmung  der  ^willkUrlicIien  Funetioneo  m  der  Itt^ 
gralgleichiing. 

403.  Probl.  80.  Allg^r^e  Bestimmung  diea^  Functionen  durch  dön 
gegebenen  anfänglichen  Zustand. 

404.  Erläuterungen  über  die  Bedeutung  der  durch  Linien  und  FK- 
eben  ausgedracl:ten  Gröfsen. 

406.  Schwierigkeit  bei  Röhren,  die  nidit  nnendlieh  lang  sfnd.' 

407.  Probl.  Ol.    Regeln  für  die  Fortsetzung  der  Scalen  über  das  En-  ' 
de  der  Röhre  hinaus,  wenn  die  Röhre  offen  ist, 

4io.  Bemerkungen  über  die  Abwendbarkeit  solcher  Functionen,  di» 
dem.  Gesetse  der  Stt;tigkeit  nicht  unterworfen  sind, 

4ii.  Prahl.  8:^.  Regeln  für  die  Fortsetzung  der  Scal«n,  wem»  die 
Röhre  geschlossen  ist,  ^ 

4i4.    TtohL  83.      Wie  die  Fortsetzung  der'  Scalen  bei  einer  in  sich 

jBurückkehrenden  Rohre  bastimmt  wird?  ¥ 

4i6."  417.  Probl.  84.  Formeln  für  Vibrationen,  welche  nicht  unend- 
lich klein  sind  (B.). 

419.  Beweis,  dafs  die  unbestimmten  Functionen  nhr  da  reelle  \Verthe 
erhalten,  wo  eine  anfängliche  Geschwindigkeit  und  Aenderung  der 
Dichtigkeit  i^Xkti  fand  (6.}. 


r 

Zweiter    Abschnitt« 

Von  der  Fortpflanzung  der  Schwingungen  in  der  Luju    ' 

A  475  —  5^"- 


430«  Probl.  85,  Fortpflanzmng  einer  in  einem  kleinen  Räume  erreg- 
ten Schwingung  in  einer  unendlich  langen  Röhre. 

424.  Beschaffenheit  dei»  förtgepflanaten  Schwingungen  «—  worin*  diese 
«ich  Ton  den  aa^glichen  onterscheiden? 

436.  PrObl.  86.  Zu  bestimmen ,  ob  Schwingungen ,  wobei  die  anHuig- 
liohs  Geschwindigkeit  nicnt  unendlich  klein,  die  Aenderung  der 
Dichtigkeit  aber  =30  ist ,  schneller  fortgepflanzt  werden ,  als  na« 
endlich  kleine  Schwingungen  (B.). 

437.  Wie  die  Geschwindigkeit  des   Schalles  sich  ändert ,    wenn  de«     ' 
Mariottische  Geseta  nicht  genau  richtig  ist  {Ji,). 

4^9.  Eine  Erfahrunf ,  welche  zeigt,  daia  im  ersten  Momente  der  Com* 
preseion  dieses  Uesetx  nicht  gelten  könne  (B.), 


•  « 


•—    xxviii    — 

iSii«  Pro1>K  ft7.  Formeln  ftv?-  die  GreadSiwmdigfeeit -de«  Schalle«,  woim 
Didu  auf  die  bei  der  Comfiyressioii  frei  werdeilde  Warme  Rück«ickt 
nimmt  (£i-)%  * 

452.  453.    Bestimnumg  des  Coefiicieileii  y  (B.)« 

45«.  Ueber  di^  A,enderuiigen  der  Temperatur  bei  erheblicbem  Aen^ 
dertmgea  der  Dichtigkeit  laüsk  «ich  bioraus.  aicbts  schliefaen  (^.). 

455.  Wie  hier  die  JMeu^uag  der  Scalen  geändert  ^d  (B.). 

/ 

456.  Mehrere  sogleich  erregte  Sdcwingangen  rermischen  «ich  nicht. 

458:..  Probl.  88^  Fortpflanzung  einer'  Schwingon^  14  einer  Röhre^ 
trelche  an  einem  Ende  offen  iat. 

438  c.    Wie  Rjeaonana  und  Echo  entsteh(0n  kanQ,^ 

458  d.    Bemerkung  iibec  Sprachrohre. 

458  e.  Probl.  89.  Fortpflanzung  der  Schwingungen  ia  einAr  an  eineni 
Cnde  rertchloasenen  Röhre. 

^  458  f.    Wie  man  sich  die  j^ntstehimg  des  Echo  vorstellen  muls  (B^). 

458  g.  Verschiedenheit  des  ursprüngHohen  Schalls  und  seines  Wieder- 
hfills  (mit  Berichtigungen  B.). 

458  h.  Ob  die  gefundene  ungleiche  BeschafTenhut  des  nacK  Terschie» 
denen  Seiten  fortgepflanzton  Schalles  der  Erfahrung  gemäfs  sey. 

,  458  i.    Probl*  90.    Biestimmung  der  FortpflanBunig  des  Schalles  in  Röhi 
ren,  die  an  beiden  Enden  ofiea  sind. 

44i,.  Erklärung  rielfacher  Echo.  -^^  Bemerkung  Über  die  Töne  det 
Pauke. 

44^1  Probt  91.  Fortpflanzung  der  Schwin^ngen  in  Röjiren,  die  an 
einem  Ende  offen,  am  andern  geschloss«}n  sind. 

446.  Wie-  die  Scalen  beschaflea  seyn  müssen  ,•  wenn  die  loifttheilchen 
nachw  der  Schwin^nng  au  ihrer  anläqgliche^  Stelle  ^UrUckkeh^A 
•ollca^  ' 


Dritter    Abschnitt. 
Von  den  OseiUaiionen  der  %Mft  in  gleich  weiten  RBhren» 


4       447.    proM.  91»    Wenn  in  «mer  an  beiden  Bnden  offenen  Rohre  daa 
Gleichgewicht  der  Luft  |Mtört  iat,  die  .eatitehe&dea  OaoUUtionMi 
"lu  bestimmen* 


r 


I 


\ 


449.     Ghmritos  «mar  Flöte,  imd  fieftimaiiitig  der  übii^ii  Töne,  wal« 
ehr  sie  angeben  kann. 

4io.  45i.    Vergleichung  der  Theorie  mit  der  Et&hrmt^ 

4<^5.     Probl.  9$.    Bestimmang  der  OtcäUtionen  der  Luft  iti^nerKölirt| 
welcke  an  emein  Ende  offen  ut. 

455.  Was  flit  Töne  eine  solche  Röhre  angaben  kann?  -  ^ 

456.  Vergleichung  mit  der  Erfahrung. 

467.    I'robl.  94.    Be^vmun^  der  Oscillatioaen  in  einer  gani  geschlop* 
•eaea  Röhre. 

■ 

Vierter    Absclinitt* 

ybn  Jm  ^Sdwnnpingen  der  Laft  iti  Röhren  vöH  ungteichei^ 

,  Weite.     Ä  5Ä3  —  546. 

46 1.    Prohl.  gS,    Allgemeine  Formeln   lUr   die  Bewegung  in  toltheu 
Röhren.      .    ' 

465.    ProBl.  9&    Anwenduxfg  auf  unendlich  kleine  Schwingungen» 

465.  Yociäufige  Bemerkungen   über   die   Integration    der  >  Hauptglei* 
chung. 

466.  Probl.  97.     Bestimmung  der  Fäye^    wo  die  Integralformel  nnr 
ein  einziges  Glied  enthält. 

467^469.    bje«es  Problem  umfalst  die  cylhidnschett  Und  die  hyper» 
bolisch- conoidiscben  Röhren.  1  ' 

470.  Probl.  98.    Die  FäQe  su  bestimmen,  wo  zwei  Gh'eddr  ^tt  Inte* 
gr^lfomiei  rorkomraen. 

471.  47a.    Die  einfachsten  Fälle,  welche  hier  Torkommen. 

476.  ProbL  99.    Bestimmung  der  Fälle ,    wo  v    duroh  drei  Glieder 
ansgedrückt  wird^ 

477.  Einfachste  Falle. 

478.  Allgemeine  Bemerkung  Über  die  ein&chsien  Form^^    wobei  di« 
Auflösung  möglich  ist«  ' 

fünfter    Abtchnitt. 

Von  den  Schwingungen  der  Ij^ft  üi   hypei  bolisch  -  conqidischen 

Röhren.  .  S,  54^  "^  5^Ö» 

48i.    Probl.  100«    Allgemeine  Formehl   für  die  Fortscts^Bf  einer  in 
,  tolchea  Röhren  oä^regteo  Schwingung. 


Ab 


433  —  485.    Abänderungen  der  Formeln  und  Scalen. 

'  486.  Probl.  loi.  Die  Fortseteung  der  Scalen  über  das  gegen  den 
Mittelpunkt  der  Hyperbel  gekehrte  Ende  der  Röhre  hinau«  zu  be~ 
atiäsmen. 

idq.  Probl.  103.  Bestimmung  der  Fortsetzung  der  Scalen  über  den 
andern  Endpunkt  hinaus. 

.4g !•  Ein  sehr  beschrankter  Fall ,  für  weichen  -  die  Fortsetzung  der 
Scalen  eln&cher  wiWL 

« 

492.  Probl.  io5.  .Zu  bestimmen,  wie  eine  in  ^iner  cönoidisclien 
Röhre  erregte  Schwingung  sich  in  derselben  fortpflanzt 

'  493.  Die  Schnelligkeit  der  Fortpflanzung  hangt  nicht  Ton  der  Gestalt 
der  Röhre  aU 

495.  Erklärung  der  W^irkung  des  Sprachrohrs. 

496.  Bemerkungen  über  die  Tönt  der  Trompete. 

497.  Probl.  io4«  Die  oscillirende  Bewegung  zu  bestimmen,  welche 
die  in  Schwingung  gesetzte  Luft  in  einer  an  beiden  Enden  ofieuen 
hyi^erbolischen  Röhre  annimmt,  wenn  anfangs  blos  die  Dichtig- 
keit eine  Aenderung  litt. 

499.  Unter  welchen  Umstanden  alle  Schwingungen  isochronisch  sind? 

500.  Probl.  iö5.    Die  Oscillationen  der  Luffc  in  einer  hyperbolischen 
Röhre  lu  bestimmen,    wenn  bei  der  anfänglichen  Schwingung  die  ' 
DichLigkoit  ungeändert  hlieb. , 

5oa.  5o3.  Die  Oscillationen  fallen  kier  ganz  unregelmäfsig  aut^  ond 
der  Ton  wird  daher  nicht  wohlklingend. 


Sechster    Abschnitt», 

Von  den  hUinen  Schwingungen  der  Luft  in  conischen  Röhren^ 

S.  5<58  — 588* 

« 

äo4.  FrobK  io6.  Wenn  in  einer  conischen  Röhre  in  der  Luft  eine 
Schwingung  erregt  wird,  di^  Scalen  anzugeben,  weche  zur  Be- 
stimmung des  Zustandes  der  Luft  im  Fortgänge  der  Zeit  dienen* 

505.  Anwendung  auf  cylindrische  Röhren. 

506.  507.    Bequemere  Einrichtung  der  Scalen. 

5o8.    Probl.  107,      Die    Fortpflanzung    einer   klejpen   Schwingung   i«. 
einer  conl«clien  Röhre  £u  bestimmen. 


I 


5ii*  ProU.  108.  Wenn  die  RÖlire  conisch  ist,  aber  nicht  hü  an  dio 
Spitze  de«  KegeU  voUsÜindig,  die  Fortsetzungen  der  Scalen  za 
bestinmen* 

5 12.  61 3.    Ueber  die  Töne»  welche  eine  conizi^he  Röhre  gibt* 

5i4.     Anwendung  auf  cylindrische  Röhren. 

61 5.  Prohl.  109.    Vollständige  Bestimmung  der  Fortpflanzung  einer  an 
der  Spitze  des  Kegels  erregten  Schwingung» 

61 6.  Abnahme  der  Stärke  des  Schalles  m  gröfsern  Entfernungen. 
{jyio  letzten  Probleme  sind  etwa«  anders  vorgetragen,  alz  bei  Eul  er.) 


Siebenter     Abschnitt. 

Darstellung  vofi  Lagrange* s  Methode ,  diese  Untersuchungen 
über  die  Natur  und  Fortpßanzung  des  Schalles  so  anzu" 
stellen^  dafs  dabei  das  Gesetz' der  Stetigkeit  für  den  anr 
fänglichen  Zustand  nicht  'Vorausgesetzt  wird^  S^  50g  —  65g. 

(Dieser  Abschnitt  ist- neu  hinzugekommen,    und   nach  Lagrange'a 
f*      erster  Abhandlung  in  den  Miscellaneis  socieU  Taurineoaia 

bearbeitet.  B.) 

520./  Probl.  110.  Eine  gegebene  Anzahl  ron  Körpern,  welche  mit 
abstoisender  Kraft  auf  einander  wirken ,  befindet  sich  auf  einer  ge- 
raden Linie:  einige  derselben  oder  alle  (blos  die  beiden  äufs^^rsten 
ausgenommen)  werden  in  Bewegung  gesetzt,  man  sucht  die  Oifie« 
rentialformeln  fUr  die  Bewegung  irgend  eines  dieser  Körper. 

SaS.  Probl.  11t.  Die  Integralgleichungen  au  finden  ^  welche  die  Be» 
wegung  dieser  Körper  bestimmen. 

5a4.  biS,    Veränderungen  der  AuaÜriicIe* 

526.  5^7.    Erläuterungen. 

539.  Probl.  112«  Aus  den  gefundenen  Cleichnngen  tu.  bestimmen, 
wie  jeder  Körper  sich  am  Ende  der  Zeit  sz  $  bewegt* 

63o.  55  u    Vollständigere  Darstellung  der  Formeln. 

&33.    Beweis  fiir  die  Gültigkeit  der  bei  der  Aoflösung  des  Problema 

angewandten  Verfahrens« 

535.  Probl.  11 3.  Anwendung  dieser  Lohren  auf  den  Fall,  da  die 
Anzahl  der  Körper  unendlich  ist. 


636.    B«weii  für  die  gegebne  Aoflöning« 

538.    Eca&chere  Fälle. 

^39.    Vcirerümerungen  ilum  Folgendem 

64o.    Fr<3bl.  11 4.      Vollständige  Bestimmung  des  Werthe»  ton  y  tdt 
den  Fall ,  dafs  T  =  o  ist. 

642.  543.     Nähere  Brl^uterong,  wie  liienus  die  Bewegung  jedes  Theil«* 
chens  bestimmt  wird, 

645*    Frobl.  11 5.     Wenn    anfangs   nur    «in  einsiges  Luftlheilchen  in 
Bewcigung  gesetat  ist,  die  FortpÜansung  dieser  Schwingung  au  be-^ 

stimmen. 

•  '  « 

547.    Besitimmung  der  Gdichwindigkeit  des  Schalles,    Entstehung  der 
Echo  etc. 


/ 


Mm«w^ 


Erster     Thcil. 


Diö    Gesetze    des    Gleichsewicht» 


flüssiger    Körpei^r. 


'  y 


\ 


\ 


*        \ 


\ 


\ 


II  !!■  «fc  i^^a— — Xi 


£  r  s  t^e  r    Abschnitt. 

P^on  den  lüesentlichen  Eigenschaften  flüssiger  Körper^ 
und  den  besondern  Eigenschaften  der  beiden 
Hauptarten^ 


S 


t\  ISrfährongssatt« 

Wenn  ein  fiüsslget  Körper  bei  dem  Drucke  einer  auf  ihn 
wiihcnden  'Kiaft  im  Gleichgewichte  bleibt,  so  verbreitet 
«ich  der  Drtick  gleichförmig  durch  die  gante  flüssige  Masse, 
so  dafs  jedes  Theilchen  einen  gleichen  Druck  l^det« 

Dieser  Satz  bedarf  noch  -elneif  etwas  umständlichem 
Erläutei-ung,  Er  beruht  auf  der  Voraussetzung ,  dafs, 
während  jener  Druck  wirkt,  das  Gleichgewicht  fortdaure, 
oder  der  flüssige  Körper  in  Ruhe  bleibe ,  i&nd  wir  stellen 
uns  daher  am  bequemsten  ' die  Sache  so  vor,  als  ob  der 
flüssige  Körper  in  das  Gefafs  ABCDEF  C^ig.  i«)  einge- 
schlossen würe,  und  durch  eine  auf  den  Kolben  pO  wir^ 
kende  Kraft  einen  gewissen  Druck  litte«  dessen  Richtiing 
auf  seine  O  bei  fläche  in  O  senkrecht  ist«  Dem  Einwurfe« 
ob  der  flüssige  Körper  alsdann  im  ^Gleichgewichte  bleibeni 
und  nicht  etwa  eine  Zusammendrückung  zulassen  werde, 
brauche  ich  hier  nicht  zu  begegnen,  denn,  gesetzt  dieses 
wäre  der  Fall,  so  würde  diese  ^usammendrückung  doch 
ihre  Gränzen  haben  ,'*  und  wenn  der  Kolben  bis  zu  einer 
gewissen  Tiefe  in  der  Rohre  AB  ha  fortgerückt  wäre,  so 
würde  er  zur  Ruhe  kommen ,  und  nur  \o^  diesem  Zustand« 
der  Ruhe  ist  bi^r  die  Red«. 

A  ?? 


4  L  TL  Gesetze  des  6l4chgewickts  ßüssiger  Körper^ 

liit  Behauptung,  dafs  sich  der  Di'uck  durchs  die  ganze 
flüssige  Masse  gleichförmig  verbreite ,  läfst  sich  nun  theils 
auf  den  Druck,  welchen  die  Wände  des  Gcfafses  leiden, 
theils  auf  den,  welchen  irgend  ein  andre«  Theilchen  des 
piissigen  Körpers  aushält,  anwenden.  In  Rücksicht  der 
Wände  nämlich  ist  dieselbe  so  zu  verstehen,  dafs  jedes 
Stück  der  Wand ,  dessen  Fläche  so  grofs  ist ,  als  die  Grund- 
fläche des  Kolbens,  einen  eben  so  grofsen  J^ruck  leidet, 
als  der  ist,  welcher  auf  den  Kolben  wirkt;  oder,  wenn 
irgendwo  das  Gefafs  eine  Oefnung  hätte ,  die  der  Grund- 
fläche des  Kolbens  an  ,Gröf$e  gleich  und  mit  dem  Deckel 
CD  verscldossen  wärej  so  vnirde,  um  den  Deckel  gegeiv 
den  Druck  di^s  flüssigen  Körpers  zu  erhalten,  eine  Ktäft 
nach  der  Richtung  ^n  erfordcit,  die  .eben  so  grofs  seyn 
niüfste,  als  die  auf  den  Kolben  wirkende.  Wäre  cd  ein 
lihnlicher  Deckel ,  aber  gröfser  oder  kleiner  als  die  Gi*und- 
-fläche  dc^s  Kolbens  O,  so  Würde  auch  der  i>onkrechte.Dru4^k, 
•den  derselbe  leidet,  in  eben  dem  Verhältnisse  gröfser  odct' 
kleiner-  seyn,  als  die  auf  den  Kolben  wirkende  Kraft. 
dieser  Druck  ist  immer  auf  diejenige  Stelle  der  Wand  des 
G^fäis(.'S,  auf  welche  er  wirkt,  senkrecht,  wie  auch  schon 
d^r  Begriff  des  Druckes  es  mit  sich  bringt.        '     ^ 

Aber  nicht  bios  die  Wände  des  Gefafses  sind  cliesem 
Dfudte  unterworfen,  sondern,  wenn  z.  lA,-  fgh  ein  in  der 
Mitte  befindliches  Theilcheii  bedeutet,  so  wird  auch  dieses 
von  allön  Seiten  gleich  stark  gedrückt,  und  da  das  Gleich* 
.gewicht  fortdauern  soll ,  so  mufs  das  Theilchen  fg  h  diesen 
Druck  aushalten  können ,  ohne  sich  in  einen  engern  Raum 
.  pressen  zu  lassen.*  Uebrigens  ist  auch  hier  der  Druck  im- 
mer auf  diejenige  Stelle  der  Oberfläche  ,  wo  er  wirkt,  senk- 
recht, und  es  ist  einerlei,  oh  fgh  ein  fremder  Körper  oder 
•in  Theil  des  flüssigen  selbst  ist. 

2.  Diese  Sätze  lassen  sich  nun  auch  so  darstellend 
'Des  Kolbens  O  Grundfläche  sey=y/,  die  auf  ihn  drückende 
Kraft  =  p ;  so  wird ,   weuu  auch  d«!"  Raum  CD  =;  ff  Ut, 


I.  Jbschiu   Wesentliche  Eigemchaftenfiuis.  Köf-per^         5 

diesem  Dtück  der  Wand  mit  einer  Kraft  =  p  nacIi^suCitzi 
gedrückt.  Nimmt  m^h  hingegen  ein  andres  Stück  cd  der 
Wand  des  Gefäfses  y  dessen  GröTse  =s  ^^  ist,   so  leidet  die^ 

gff  '      . 
ses  einen  Druck  =  -77  p^   indcin  derselbe  steh  %u  p  ver*. 

Jialten  mnls,  wie  ^5*  zu  ff.  , 

5.     Da  man  die  Gröfse  eines  Druckes  am  vorthcllhaf-r 
testen  durch  Gewichte  angibt,    so  ist   es  hier  am  bequem- 
sten,  den  Druck,   den  eine  gewisse  Fläche  leidet,   durch 
das  Gewicht  einer    Säule   aus   bekannter   Materie,    deren 
Basis  diese  Fläche  ist,  zu  bestimmen;    die  Höhe  der  Säule 
.wird  dann  der  Gröfse  des  Druckes  gemäfs  bestimmt,    und 
der  Inhalt  der  Säule  dient  zur  Abmessung  des 'Druckes,    da 
man  die  specifische  Schwere  der  Materie,    aus  welcher  die 
Säule  besteben  soll ,  =  1  sctsen  kann.     Stellt  man  sich  so 
den  Druck  =  p>,  den  die  Fläche  = /y  leidc't,   als  ^em  Ge- 
wichte einer*  Säule   glcicii  vor,     deren  Basis  =  ff^    ihre 
Höhe  =  a;    so  wird  der  Druck  durch  =  äff  dargestellt, 
und  eben  so  der  Druck,  den  eine  andre  Fläche,    oder  z.  B. 
ein  andrer  Theil  =^'^  der  Wand  des  Gefafses  leidet,  durch 
T=agSj  so  dafs  also  diese  Darstellui^gsart  hier  den  Vor- 
theil  gewährt,    dafs  einerlei.  Höhe  =  a  hinreicht,  um  den   ' 
Druck  zu  bezeichnen ,   den  in  dem  hier  betrachteten  Falle 
irgend  ein  Theil  der  Wand  des  Gefäfses,  oder  irgend  eiii 
innerhalb   abgesonderter  Theil   leidet ;    denn   hier   ist  det , 
DiTu:k  'der  gedrückten  Fläche  proportional,^  und  also  die 
Höhe  jeuer  Säule,  deren  Gewicht  dem  Drucke  gleich  ist, 
überall  z^  <i.    . 


\ 


4.  OiFenbar  wird  hier  vorausgesetat,  dafs  keine  andre 
Kraft,  äufter  der  auf  den  Kolben  brückenden,  auf  den 
flüssigen*  Körper  wirke«  Wir  entfernen  die  Betrachtung 
der  Schwere  und  andrer  ähnlicher  Kräfte ,  welche  unmittel- 
bar auf  jedes  Theilchen  des  Körpers  wirken ,  oder  6ehea, 
denselben  sb  an,  als  ob  er  gar  nicht  der  Schwere  unter« 
worfcQ  wärep"  dena  nur  unter  dieser  Bedingung  sind  die 
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atifgestellteu  Behauptungen  wahr,  indem ,  Vfie  Simon  hei 
einer  oherflächlichen  Ueherlegung  erhellt,  in  einem  schwe* 
ren  Fluido  das  Gewicht  der  höher  liegenden  Theile  auf  die 
untern  drücken,  und' mithin  die  ^Gleichheit  des  Dnickd  auf 
Stellen  der  Wand ,  die  ungleich'  hoch  liegen ,  nicht  mehr 
Statt  finden  würde.  Genauere  Untersuchungen  über  dia 
Wirkung  solcher  Kräfte  kommen  nachher  vor,  hier  ist  es 
genug ,  nur  auf  den  Unterschied  zwischen  ä  uls  e  r  n  Kr  ä  f- 
ten,  wie  die  hier  vermittelst  des  Kolbens  auf  den  flüssigen  . 
Körper  drückende  ist,  uiid  den  der  Schwere  ähnlichen, 
welche  auf  jedes  Theilchen  des  flüssigen  Körpers  ihre  Wir«» 
kung  äuf^eni)  aufmerksam  zu  machen. 

5,     Bei  der  Betrachtung  der  Wirkung   dieser   äufsern 
Kraft  scheint  es  anfangs  auffallend ,  dafs  von  einer  einzigen 
Kraft,    die  noch  dazu  sehr  klein  seyn  kann,  gleiclisam  un«' 
asählige  neue  und  grofse  Kräfte  entstehen,      Deim    sobald 
der  Kolben  auf  die  Oberfläche  djes  flüssigen  Körpers  in  O 
drückt,  so  leidet  die  ganze  Oberflache  des  Gefäfses,   wenn 
sie  auch  npch  so  grofs  ist,  an  jeder  mit  der  Grundfläche  de» 
Kolbens  gleich  grofsen  Stellfc,  rinen  khfAi  so  grofsen  Druck, 
als  der  in  O  ist ;    und   die  Summo  dieser  drückenden  liräfte 
kann  mit  der  Vergröfserung  der  innern  Oberfläche  des  Ge- 
fafses  ins  Unendliche  vermehit  werden.      Von  der  andern 
Seite  kann  auch  d^r  gesammte  Druck,  den  die  Wände  des 
Gefäfses  leiden,    derselbe  bleiben,    während   die   auf  den 
Kolben  wirkende  Kraft  kleiner  wird ,    wofern  jnan  nur  die 
Gmndfläche  des  Kolbens  in  eben  dein  Verhältnisse  kleiner . 
annimmt;  denn  die  Kraft  =  j^^ts  P  bringt  auf  eine  Fläche 
=  Ts'o-j //  eben  so  grofse  Wirkung  hervor,    als  die  Kraft p 
auf  die  Fläche  =  ff,     Indefs,  so  auffallend  dies  auch  heim 
ersten  Aiiblicke  scheinen  mag,   so  streitet^»  dodi  mit  den 
•  Naturgesetzen  eben  so  wenig  als  die  Lehren  der  Statik, 
welche  von' einem  durch  Maschinen   bewirkten   Gleichge« 
Wichte  ungleicher  Kräfte  reden ;  denn  die  eben  betrachteten, 
ins  Unendliche    vermehrten   Kräfte  bringen   während   des 
Gleichgewichts  gar  keine  Wirküqg  hervor  t  nach  aufgehoh* 
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neni<Jleichjgewichte  alier  i»t  djc  Wirkuno;  aller  jener  KrJfte 
Tiicht  gröfser,  als  es  der  einzige»  ajn  Keilben  angebrachten' 
Kraft  gemäfs  ist, 

'«  ••  .  / 

6,     Eines  Fehl  Schlusses,    zu  wclclicin  der  Satz,    dafs- 

eine  dopi^elt  sd^  grofse  Kraft  auch  doppelt  ^o  grofse  A^  ir- 
kung  hervorbringe,  verleiten  konntq,  brauclio  ich  nach 
den  bisherigen  Erläuterungen  wohl  h^juin  zu  onvulincn.. 
IVIan  könnte  nämlich'  denken,  der  Druck  auf  die  Wunde 
des  Cefafses  werde  verdoppelt,  wenn  aufser  der  auf  den, 
Kolben  AB  wirkenden  Kraft  noch  eine  zweite  gleich  grolle 
auf  einen  anderswo  angebrachten  eben  so  grofsen  Kolben 
wirkte.  Aber  es  ist  schon  bemerkt,  dafs  eine  doppelt  ^o 
grofse  Kraft  auf  eine  doj)pelt  so  grofse  Flache  kei;ie  gröfsere 
Wirkung  hervorbringt,  als  die  einfache  lü-aft  bei  dem  / 
X)n]cke  auf  eine. in  eben  .dem  Verhältnilä  kleinere  Fläche. 
Auch  ist  es  ja  aus  dem  vorigen  klar,  dafs  eine  eben  so 
grofse  Kraft,  als  die  auf  den  Kolben  AB  drückende  nothig 
ist,  uin  den  Deckel  CD,  oder  einen  stattdessen  angebrach- 
ten Kolben  I  der  dem  ^i?*gleich  ist,  gegen  den  Druck  von 
innen  im  Gleichgewichte  zu  erhalten :  dies^  kann  also  kei- 
nen neuen  Druck  in  Hern  flüssigen  Körper  hervorbringen^ 
Wurde  aber  ^der  zweite  Kolben  von  einer  gröfsern  oder 
kleinern  Kraft  gedrückt,  so  könnte  das  Gleichgewicht  nicht 
mehr  bestehen  «^-^  ein  Fall  j  dessen  Betrachtung  nicht  bie- 
her  gehört. 


• 

7.     Diese  eben  erläuterte    gleichförmige   Verbreitung 

des  Druckes  durch  die  ganze  Masse  des  flüssigen  Körpers, 
vermöge  welcher  alle  Theilchen,  während  das  Gleichge- 
wicht besteht,  einen  gleich' grofsen  Druck  leiden,  ist  nun 
aber  nicht  blos  eine  bemerk enswerthe  Erscheinung,  son- 
dern Ae  enthält  die  .charakteristische  Eigenschaft  flüssiger 
Körper,  welche  hei  vollkommen  flüssigen  Körpern  alle- 
mal Statt  findet,  und  dagegen  kein6m  nicht  f^üssigea.. 
Köfper^kommt* 
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.  Festen  Körpern  f^hlt  diese  EigenscLaft  gänzlicli ,  deaa 
wenn  xnau  eineo  festen,  harten  Körper  gegen  eine  Ebene 
drückt,  so  leidet  diese  nach  derselben  Richtung  den  ganzen 
Druck ,  und  es  entsteht  in  dem  Körper  gar  kein  Seiteudruck. 
Wäre  z.  B.  in  dem  vorhin  betrachteten  Gcfäfse  ein  fester 
Körper  enthalten  gewesen,  so  Tiwde  der  Druck  ii\  0  nur  auf 
den  entgegengesetzten  Boden  des  Grfdfses  Ed^  nicht  aber 
auf  die  Wände  bei  ^  odter  B  wirken.  Bei  einer  Sammlung 
fester  Körper,  z.  B.  wenn  das  Gefafs  mit  Sand  gefüllt  wäre, 
würde  der  Erfolg  etwas  anders  seyn,  dean  allerdings  wür- 
den bei. einem  Drucke  auf  den  Kolben  in  O  alle  Wände  des 
Gefäfses  einigen  Druck  leiden,  aber  doch  keinen  allenthal- 
ben gleich  grofsen  Druck ,  sondern  der  dem  Kolben  entge-  . 
gengesetzte  Boden  würde  mehr  auszuhalten  haben ,  als*  dia 
Seiteiiwände  des  Gefnfses,  und  auch  diese  würden  nicht  on 
allen  Stellen  gleich  stark  gedrückt  werden,  sondern  in  der 
Kähe  von  j4  und  B  würde  der  Druck  am  schwächsrca  seyn, 
T^nd  aus  einer  in  dieser  Gegend  angebrachten  Oefnung 
möchte  vielleicht  nur  wenig  Saud  hervordringen. 

Ob   diese   gleichförmige  Vcrbrollung    des  Drucks  bei 
der»  flüssigen  Körpern,    die  wir  kennen,    im  vollkommen- 
sten. Sinne  Statt   finde,    läfst  srch  zwar  nicht  mit 'völliger 
Sicherheit  behaupten,  indcfs  leidet  es  keinen  Zweifel,  dals 
Wasser,  Liuft  und  andre  Materien  diese  Eigenschaft  in  sol- 
cher Vollkommenheit  besitzen,    dafs  die  -  Schlüsse ,    welche 
ich   aus    derselben  herleiten  vi'crdo,    o^hne   merklichen  Irr- 
thum  auf  sie  können  angew^andt  werden.    Und  gesetzt  auch, 
es  gäbe  keinen  Körper  in  der  IS-ainr,    von   dem  sich  eine 
ganz   gleichförmige   Verbreitung    des  pruckes    behaupten 
liefse,    so  wäre  darum  die  Betrachtung  der  Eigenschaften 
solcher  Körper ,    \ie'i  welchenNsle  Statt  faüde ,   nicht  .ohne 
Mutzen.      Setzen  wir  in  diese  Eigenschaft  das  Wesen  der 
Flüssigkeit,  so  könnten  Untersuchungen,  die  aus  derselben 
hergeleitet  wütden,     als    für    vollkommen  'flüssige 
Körper  geltend,   eben  so  anwendbare  Folgernngeu  geben, 
'   iils  die  mechanischen  Untersuchungen  über  den  Stof%  Tpll- 
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kommen  harter  oder  Tollkomxnen  nlastischer  Korper ,    die 
sich  ebenfalls  in  der  wirklichen  Welt  nicht  finden. 

■ 
Ö-  Ein  Hauptgrund  aber,  weswegen  diese  Eigenschaft 
uns  so  wichtig  wird,  ist  der,  dafa  sich  aus  ihr  alle  Gesetze 
des  Gleichgewichts  und  der  Bewegung  flnssigcr  lioiper 
suis  überzeugendste  ableiten  lassen  >  so  dafs  man  behaupten 
.darf,  jede  Materie,  welcbe  jene  Eigenschaft  besitzt,  müsse 
uothweudig  bei  ihrem  Gleichgewichte  und  uhrer  Bewe- 
gung diese  Gesetze  befolgen«  Und  .eben  dieses ,  dals  sich 
die  ganze  Statik  und  Mechanik  flüssiger  Kürj^er  so 'sicher 
auf  jene  Eigenschaft  gründen  läfst,  berechtigt  uns,  in  sie 
das  Wesen  der  Flüssigkeit  zu  Setzen.  * 

Andre  Erklärungen,  die  man  über  die  Natur  flüssiger 
Körper  aufgestellt  hat ,  z.  B. -dafs  ihre  Thcilchen  sehr  fein 
"Wären,  tmd  wegen  weniger  Cohäsion  einander  leicht  aus- 
wichen, waren  doch  immer  nur  Hypothesen,  über  deren 
Wahrheit,  da  sie  das  innere  Wesen  der  Körper  betreficn, 
keine  Erfahrung  entscheiden  konnte ;  überdies  leiteten  sie 
nicht,  ^e  die  Eigenschaft,  welche  hier  als  Charakter  der 
Flüssigkeit  aiif^estellt  ist,  zur  Begründung  der  Gesetze  des 
Gleichgewichts  und  der  Bewegung  flüssiger  Körper;,  und 
endlich  ward  jene  aufserste  Feinheit  und  Beweglichkeit  der 
einzelnen  Theilchen  Ja  nur  deswegen  angenomnicn,  uin 
diese  bisher  betrachtete  Haupteigen  sehn  ft  iiüssiger  Körper 
begteiflich  zu  machen  —  ein  Zweck,  der  gleicjivvohl  nicht» 
völlig  dadurch  erreicht  ward. 

XJnsre  folgenden  Untersuchungen  betreffen  also  solche 
Körper,  bei  denen  es  vollkommen  wahr  Ist,  \lafs  ein  auf 
sie  wirkender  Druck  sich,  wenn  das  Gleich- 
gewicht fortdauert,  so  durch  die  ganze  Masse 
vei^hreitet,  dafs  alle  Theilchen  gleichen  Dru  ch 
leiden.  •—*  Und  solcher  Körper  gibt  es  nun  verschieden« 
Arten«' 
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9.  Erfahrungssat«.  Einige  flüssige  Körper  behal- 
ten bei  jedem  Drucke  einerlei  Volumen,  andre  hingegen 
haben  die  Eigenschaft,  dafs  sie  durch  einen  gröfsern  Druck 
in  einen  kleinern  Raum  geprcfst  Werden ,  ehe  das  Gleichge- 
wicht wieder  eintritt ;  aber  dieser  Verschiedenheit  ungcach-- 
tet ,  findet  die  wesentliche  Eigenschaft  flüssiger  Körper  bei 
beiden  Arten  St^t. 

Zu  dererÄtcnArt  flüssiger  Körper,  welche  ihr  Volumen 
nicht  ändern,  gehört  das  Wasser  und  andre  ähnliche  Mate-. 
rien;  zur  zweiten  gehören  die  Luftarten.  Wenn  nämlich  das 
Gefäfs-^liCDEF  (Fig.  2.)  Wasse^  enthält,  welches  ver- 
'.mittelst  des  Kolbens  O  gedrückt  wird^  so  nimmt  dieses  fast 
genau  denselben  Raum  ein,  die  auf  den  Kolben  drück^.nde 
KrsÖFt  mag  grofs  oder  klein  seyn.  Neuere  Versuche  haben 
zwar  gelehrt,  dafs  diese  Gleichheit  des  Volumens  nicht  bei 
jedem  Drucke  in  völliger  Schärfe  fortdauert ,  sondern  dafs 
aiich  das  Wasser  und  ähnliche  Materien  durch  einen  sehr 
grofsen  Druck  in  einen  etwas  kleinem  Raum  geprefst  wer- 
den; aber  dieses  ist  doch  Immer  so  wenig,  dafs  man  darauf 
bei  den  folgenden  Untersuchungen  keine  Rücksicht  zu  neh- 
men braucht,  sondern  das  Wasser  so  betrachten  darf,  als 
ob  selbst  der  gröfste  Druck  sein  Volumen  nicht  änderte. 

Gan2  anders  verhält  es  sich  mit  der  Luft.  Gesetzt,  das 
Gefafs  sey  mit  Luft  angefüllt,  welche  bei  einem  gewissen 
Drucke  auf  den  Kolben,  nachdem,  das  Gleichgewicht  her- 
gestellt ist,  den  Raum  bis  an  des  Kolbens  Grundfläche  in  O 
einnehme;  so  wird  in  diesem  Zustande  der  Druck,  den 
das  Gefäfs ,  oder  den  jedes  Lufttheilchen  selbst  leidet,  dem 
Gesetze  gemäfs  seyn,  mit  dessen  Betrachtung  wir  uns  vor* 
hin  beschäftigt  ha1)pn.  Aber  nun  vermehre  man  den  Druck 
auf  den  Kolben ,  so  wird  dieser  nicht  mehr  an  seiner  vori- 
gen Stelle  in  Ruhe  bleiben ,  sondern  weiter  in  das  G^fs 
hineirrdringen ,  und  erst,  nachdem  das  Volum^i 'der  Luft 
um  etwas  vermindert  ist,  wird  das  Gl«ichgjtwicht  wieder 
eintreten;    und  je  mehr  man  den  Druck   auf  den  Kolben 
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Tcrgröfsert,  'desto  kleiner  wird  der  Raum ,  in  welchen  diw 
Luft  sich  zusamm^drücken  läfst^  ehe  dßs^  GlcioLgevHucht 
hergestellt  wird.  Weiin  man  hingegen  den  Druck  auf  don 
Kolben  vermindert,  so  reicht  der  geringere  Driick  nicht 
mehr  hin  ^  um  die  Luft  in  dem  Lisherigen  Zustairdo  zu  er- 
halten, sondern  diese  treibt  den  Kolben  zunick,  und  breitet 
steh  in  einen  gröfsern  Raum  aus, .  bis  sie  in  einen  Zustand 
kommt,  wo  dieser  geringere  Druck  das  Gleichge"vvicht  er- 
hallen kann. 

10.  Diese  Verschiedenheit  ist  sehr  mcrk'wmTag ,  und 
lafst  sich  kurz  unter  den  Begriff  fassen ,  dafs^das  Was^yor 
hei  jedem  Drucke  einerlei  Dichtigkeit  behalte,  nämlich 
dieselbe  Dichtigkeit ,  welche  es  auch  haben  würde  ,*  wenn 
es  gar  keinen  Druck  litte;  dafs  hingegeti  die  Dichtigkeit 
der  Luft  veränderlich  sc 5^  und  mit  dem  Drucke  zunehme, 
so  dafs  jedem  bestimmten  Drucke  eine'  bestimmte  Dichtig- 
keit entsprteche,  und  jeder  gegebene  Grad  der  Dichtigkeit 
eine  bestimmte  zusammcudrücliendc  Kraft  voraussetze. 
Bezeichnet  daher  p  die  Kraft,  welche  a^if  einen  flüssigen 
Körper  drückt,  und  ^  die  Dichtigkeit  des  flüssigen  Kör- 
pers, bei  welcher  das  Glöichgewicht  mit  dieser. Kraft  Statt 
findet:  so  ist  beimWasser^  eine  von  p  unabhängige Gröfsc; 
hei  der  Luft  hingegen  ist  qr  eine  Function  von  ^,  und  eine 
dieser  Groben  läfjst  sich  aus  dem  Werthe  der  andern  be- 
stimmen,  * 

'  11,  ,  Wegen  dieser  Eigenschaft  der  Luft,  dafs  sie  eine 
Zusammendruckung  zuläfst,  und,'  bei  vermindertem  Drucke 
von  aufsen,'  sich  wieder  ausdehnt,  schreibt'  man  ihr  Ela- 
fiticität  zu;  3enn  so  grofs  die  Kraft  ist,  welche  erfordert 
wird,  um  sie  zu  einer  gewissen  Dichtigkeit  zu  bringen, 
ehen  so  grofs  ist  auch  die  Kraft,  mit  welcher  sie  sich  wie- 
der auszudehnen  strebt,  wie  dieses  die  Gleichheit  zwischen 
Wirkung  und  Gegenwirkung  Erfordert.  Diese  Wirkung 
der  Elasticität  der  Luft  ist  also  von  dem  durch  die  ganze 
flussige  Masse  Statt  findenden  Drucke ,  welchen  wir  vorhin 
betri^chtet  haben,  oicht  unterschieden;  denn  vermöge  die^- 
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seft  Druckes  leiden  die  Wände  des  Gcfäfses  und  jedes 
Thellclien  des  flüssige^  Körpers  selbst  eben  das,  was  man 
bei  der  Luft  als  Wirkung  dei!  Elasticität  ansiebt.  Da  aber 
•dieser  Druck  aucb  beim  Wasser  eben  so  Statt  findec,  sq 
kann  man  die  verschiedene  N/itur  der  Luft  uud  des  Wassera 
am  besten  dadurch  ausdrücken ,  dafs  die  Dichtigkeit  der 
Luft  vom  Drucke  abhängt,  welches  beim  Wasser  nicht  der 
Fall  ist. 

12.  Man  pflegt  durch  Experimente  zu  beweisen,  /dafi 
die  Dichtigkeit  der  Luft  sehr  nahe  der  drückcaden  Krafi 
proportional  sey:  indefs  ist  es  einleuchtend,  dafs  diesea 
Verhältnifs  nur  bis  zvl  gewissen  Granztsn  Statt  finden  kann. 
Denn ,  Wenn  das  Geseta  allgemein  richtig  wäre ,  dafs  dl«, 
plchtigkelt  a  1 1  e m a  1  dem  Drucke  proportional  bliebe:  so 
mijXste,  wenn  gar  kein  Dmck  Statt  findet,  auch  die  Dich- 
tigkeit =  o  werden,  das  heilst,  eine  noch  so  kleine  Luft* 
xnasse  müfste  sich  ins  Unendliche  ausdehnen,  sobald  keine 
Kraft  da  wäre,  welche  sie  zusammenhielte  ,  was  sich  doch 
nicht  annehmen  Isfst.  Und  eben  so  web  ig  kann  bei  einem 
unendlich  vermehrten  Drucke  auch  die  Dichtip,Ueit  ins  Un- 
endliche zunehmen,  denn  daraus  würde  folgen ,  dafs  eine 
Luftmasse  von  jeder  Gröfse  fähig  sey,  in  einen  unendlich 
Meinen  Raum  zusammengedrückt  zu  werden.  Diesen  der 
Natur  der  Sache' unangemessenen  Folgerungen  weicht  man 
aus,  wenn  man  annimmt,  dafs  es  für  die  Luft  eine  gröfste* 
endliche  DIclitigkeit  gebe,  zu  welcher  sie  erst  bei  unendlich 
vermehrtem  Druclte  gelangt,  uud  eben  so  eine  kleinste 
gleichfalls  endliche  Dichtigl^elt ,  die  nur  dann  eintritt,  wenn 
gar  kein  Druck  auf  dieselbe  wirkt.  Fs  lafst  .sich  alsdann 
ein  Gesetz  denken,  nach  welchem  Druck  und  Dichtigkeit 
so.  von  einander  abhängen,  dafs  in  einem  mittlem  Zustande 
der  Dichtigkeit  diese  beynahe*  im  Yerhältnlfs  des  Druckes 
^u  -  oder  abnimmt* 

Drückt  zum  Beispiel  (Flg.  5.)  die  Linie  AB  die  klein- 
ste, ^  edle  gröfste  Dichtigkeit,  welche  die  Luft  erlangen 
kaui,  aiU,   wo  also  die  erste  hei  gar  keinem  Drucke  ^  die 
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letzte  aber  bei  einem  ins  Unendliche  verxüebrten  Dhy^lce 
Statt  findet,  so  läfst  flicii  das  Verhältnifs  des  Druckes >,  wel- 
cher irgend  einer  mittlem  Diclitigkeityi P  entspricht,  durch, 
die  Ordinalen  PM  einer  Curve BMV  darstellen,  welche  in B 
die  Axe  >fC  berührt,  und  sich  nicht  weiter  nach  ^  zu  er- 
streckt, ^'von  £an  aber  sicli  von  der  Axe  entfernt,  und  die 
durch  C  senkrecht  auf  die  As^e  gesetste  Linie  CD  sur  Asym* 
tote  hat»  .über  welche  hinaus  sie  sich  ebenfalls  nich|:  er- 
atreckt.  Um  die  Gestalt  dieser  CurVe  näher  zu  bestimmen, 
jnü£bte  man  für  sehr  verschiedene  'Dichtigkeiten  der  Li^ft 
den  zugehörigen  Druck  kennen,  und  dann  die  Abscisse« 
AP  den  Dichtigkeiten,  die  zugehörigen  Ordinalen  PM 
aber  dem  Drucke  proportional  annehmen,  welcher  der 
durch  die  Abacisse  ausgedrückten  Dichtigkeit  entspricht«'  ' 
Da  aber  die  Versuche,  die  mau  über  die  ^usammendrük* 
kung  und  Ausdehnung  der  Luft  angestellt  hat,  nicht  wdit 
genug  reichen,  um  das  Gesjetz,  wodurch  die  Dichtigkeit 
aus  dem  Drucke  bestimmt  wird,  anzugeben,  odei  um  die 
Gestalt  der  Curve  BMV  aus  der  l£rfahrung  zu  bestimmen, 
ao  können  wir  zur  Erläuterung  nur  eine  willkürliche  For* 
mel  für  die&e  Linie  annehmen ,  welche  den  angeführten  Be« 
dingungen  Genüge  leistet.  Wird  z.  B.  die  kleinste  Dich* 
tigkeit  ABz=.ly  die  grölste  AC=^c  gesetzt,  und  maa 
nimmt  an,  dafs  mit  deim  Drucke  PMz=z  y,  die  Dichtigkeit 
AP  sc:^  »  zusammen  gehöre,    so  ];Ji>unte  die  Gleichung 

y*  r±: n* oder  y  =  n  (ar—  J)  y        '  ♦ 

das  Gesetz  ausdrücken,  wodurch  der  cu  einer  gegebenen 
Dichtigkeit  gehörende  Druck  bestimmt  wird.  Denu  diese 
Gleichung  gibt  für.  a;  =:  i,  y.!=  o ;  und  für  x  =  c,  y  =  «w. 
Zugleich  aber  wird  für  Werthe  von  it,  die  aufserhalb  dieser 
'  Grunzen  liegen,  der  Werth  von  y  unmöglich,  wie  es  dea 
allgemeinen  Bedingungen  für  dieses  Gesetz  gcm'äfs  ist  ^). 


9 

^  Wenn   n  s:  ) ,    so  ist   dl«  tlwntk  dieie  GltlcKuiif  aasg^drüolt» 
Lini»  4ia  CiitaiiT«. 


\ 


\ 


x4         i.  TA.   Gesetze  dä$  Gleichgewichts  ßässiger  Körper^ 

13.  Obgleich  nun  diese  Forjnel  «Len  nicht  als  wirk- 
licher Ausdruck  des  Gesetzes,  %yelches  die  Luft  bei  den 
Zusammendrückungen,    die  sie  leidet,   befolgt,  angesehen 

«werden  kann,  so  lassen  sich  doch  noch  verschiedene  Erlau* 

terungeu  auf  dieselbe  gründen,     und  sie  ist  um  desto  merk«» 

Tv;ürdiger,    weil  sie  selbst  auf  Wassar  Anwendung   leidet. 

.Setzen  wir  nämlich   die  gröfste  und  kleinste  Dichtigkeit, 

deren  der  flüssige  Körper  fähig  ist,   gleich    groß,    i  =  c, 

so  fiiljlt  sbhou  von  selbst^  in  die  Augen,    dafs  auch  x  keinen 

andern  Wcrth  haben  könne»  als  x  z:^b.       Unsre  Gleichung 

würde  aber  alsdann 

l     '  x—b 

r  —  ni^x—h)  V    J3-» 

Welche   immer,    wenn   a:  t>  &.  oder  x  -^b  ist,  unmögliche 
•  Werthe  für  y  gibt,  in  dem  Falle  aber,   da  .r  =  i  ist,  y  uu* 
bestimmt  läfst,  wodurch  angezeigt  wird,    dals  die  Dichtig- 
keit bei  jedem  Drucke  ungeänclert  bleibe. 

Man  kann  also  hiernach  auch  sagen ,  die  liuft  untet- 
Bcheide  sich  nur  darin  vom  Wasser,  dafs  bei  jener  dift 
gröfste  und  kleinste  Dichtigkeit  weit  von  einander  ab  lie*- 
gen ,  statt  dafs  sie  bei  diesem  nahe  oder  fast  völlig  2usam^ 
menfallen.  Es  könnte  flüssige  Körper  geben ,  deren  gröfste 
und  kleinste  Dichtigkeit  weniger  verschieden  wäre,  als  e% 
hei  der  Luft  der  Fall  ist,  oder  für  die  man  den  Abstand  EC 
kleiner  annehmen  müfste :  solche  Körper  würden  der  Natur 
des  Wassers  näher  kommen ,  und  da  man  sich  mehrere  KÖr« 
per  denken  könnte,  bei  denen  BC  immer  kleinere  Wertho 
erhielte ,  so  erhellt ,  dafs  man  auch  Luft  und  ^Vasser  nicht 
als  der  Art,  sondern  nur  als  dem  Grade  nach  verschieden^ 
betrachten  dürf| ,  und  dafs  Sätze ,  die  von  einem  flüssigen 
Körper  im  Allgemeinen  gelten,  seine  gröfste  Dichtigkeit 
mag.  von  der  hlciiisten  um  wenig  oder  um  viel  verschieden 
seyn  y  Anwendung  auf  beide  zulassen«    '  ,   f 

14.  Die  Behauptung,  dafs  die  oben  angegebene  For* 
mel  J^uch  auf  V.  asser  anwendbar  sey,  bedarf  vielleicht  noch 
einiger  Erläuterung ,   da  did  FormeLfür  x  =  i,  y  s=  o  «u 


h 


• 
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geben  scbeiat.  Ich'  will  dalier  den  Fall  noch  ettras  nähe^ 
betrachten,,  wo  h  und  c  nur  um  gana  wenig  verschieden 
sind,  wenn  z.  B.  b  •=:  loooooo  und  c  z:sz  xpoöoio  wäre. 
Un^c  Formel  "wird  dann 

/x — xoooooo 
— , 
10000*0  —  X 

und  wenn  ich  /t  =r  100  setze,,  so  geliören "folgende  Werthe 
Yon  X  und  y  zusammen ; 

Dichtigkeit  AT.  /  Druck  7. 
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XOOOOOi 
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1000003 
1000004 

1000005 
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1000009 
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wotSkViS  erhellt,  .dafs  bei  dem  veiscluedensten  Drucke  die 
iDichtigkeit  beinahe  gleich  bleiben  kann:  und  man  über- 
sieht, dafs  der  -Unterschied  der  Dichtigkeiten  ganz  yei- 
fichmndeu  könnte«  ' 

.  1^.  Bei  diesen  Betrachtungen  nimmt  man  den  fliissi* 
gen  Körper  als  gleichartig  an ,  wo  sich  dann  die  Dichtig- 
keit ^us  dem  Räume,  den  eine  gewisse  Masse  einnimmt, 
bestimmen  läl^t,  weil  bei  gleicher  Masse  die  Dichtigkeit 
mit  dem  Volumen  im  umgekchiten  Verhältnisse  steht. 
AVare  das  Fluidum  aus  verschiedenen  Materien  gemischt, 
•o  müirste  man  die  Dichtigkeit  jedes  Theilchens,  oder  jedes 
verschiedenartigen  Fluid!  besonders  beurtheilen,  wenn  z.B. 
<lic  gcmisciiten*Fluida  sich  durch  einerlei  Druck  nicht  gleich 
stark  comprlinijen  hülicn. 
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16.  Um  das  Yerhältnifs  der  gröfsten  und  kleinsten 
Dichtigkeit,  deren  ein  homogener  flüssiger  Körper  fähig  ist, 
kennen  zulernen,    müfste  man  also  den  Raum  bestimmen 

.können,  in  welchen  er  sich  bei  einem  unendlich  vermehr- 
ten X)rucke  zusammenpressen  läfst,  und  den  Raum,  ia 
vrelchen  ersieh  «usdehnt,  wenn  gar  keine  Kraft  .auf  ihn 
drückt;  aber  beides  läfst  sich,  wenigstens  bei  der  Luft, 
nicjit  bestimmen,  und  wir  sind  daher  über  die  Gränzen  der 
Dichtigkeit,  welche  sie  erlangen  kann,  noch  sehr  wenig 
gcwifs.  Indefs  darf  ipan  annehmen,  dafs  ihre  kleinste 
Dichtigkeit  wenigstens  mehrere  tausendmal  kleiner  sey,  als 
die  Dichtigkeit  der  freien  Ijuft  nahe  an  der  Oberfläche  der 
Erde,  welche  dem  Drucke  der  Atmosphjire  unterworfen  ijt. 
Von  der  gröfsten  Dichtigkeit,  welche  sie  erlangen  kann, 
wissen  wir  noch  weniger,  da  wirkliche  Compressionen 
sich  nicht  sehr  weit  treiben  lassen,  und  alles,  was  man 
sonst  von  ungeheuer  grollen  Verdichtungen  annimmt,  nicht 
auf  ganz  sichern  Schlüssen  beruht  *). 

Da  wir  jetzt  mehrere  LuftJirten  kennen,  so  liefse  sich 
auch  fragen ,  ob  alle  einer  gleichen  Verdichtung  und  Ver- 
dünnung fähig  sind ,  und  ob  bei  allen  die  Aenderungen  dec 
Dichti^eit  nach  einerlei  Gesetze  vom  Drucke  abhängen  ? 

17.  Es  ist  nicht  immer  eine  wirkliche  Kraft,  wie  vor- 
.  hin  die  auf  den  Kolben  drückende  nöthig ,    um  Luft  und 


*)  Klarsten  führt  Im  6.  Bande  seines  Lehrbe^^ifs  S.  Syi,  «n,  dad 
sich  in  Windbüchsen  die  Luft  wohl  100  mal  dichter  *  alt  im  ge^ 
wöhnlicheii  Zustap/lo  machen  las3e.   . 

Euler  sagt,  die  giÖlste  Dichtigkert  der  ^ufl  könne  wohl 
der  des  Goldes  gleich  sejn;  aber  da  die  Gründe,  welche  man 
sonst  in  den  Liiftentwickclungen ,  der  Explosion  des  Schiefspul-' 
Tera  mid  ÜJinlicheu  Phänomenen  hi^r  su  finden  glaubte,  nidiu 
))eweisen,  weil  im  unentzüudetcn  Schieispulver  nicht  comp^mirte 
Luft  Torhandeu  ist,  sondern  blos  Materie,  aus  welcher  Luft  wer- 
den kann^  so  UTst  »ich  hierüber  gar  nichts  mit  WahrscheiaHcUcei^ 
sagcN. 
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ämliche  Fluida  in  einem. gewissen  Zustande  der  Zusammen* 
pressung  su  erhalten.  Denn  wenn  die  Luft  im  Gefälse  ' 
ABCDE^FretaniteAst  einer  auf  d/en  Kolben  O  drückenden 
Kraft  zum  Gleichgewichte  gebracht  ist ,  so  könnte  nun  der 
KoIt»en  an  das  Gefafs  angelöthet  werden,  und  die  einge* 
schlossene  Luft  würde  fortfiahren ,  denselben  Druc^L  aitf  die 
Wände  des  Gefäfses  auszuüben ,  d^n  sie  vorhin ,  ^  der  drük*  . 
kenden  Kraft,  gemäfs,  ausübte,  obgleich  jetzt  diese  Kraft 
xiicfat  mehr  fort  zu  wirken  braucht.  In  sofern  also  darf 
man.  nicht  mehr  sagen,  die  Luft  übe  auf  die  Wände  des 
Gefäfses  einen  so  grofsen  Druck  aus,  als  der  ist,  den  sie 
fortdauernd  durch  eine  äufsere  Kraft  leidet,  sonderrn  einen 
so  gTofs4n  Druck,  als  nothwendig  war,  lim  sie  zu  der 
Dichtigkeit  zu  hringen,.  welche  sie  gegenwärtig  besitzt« 

Für  Wasser  scheinjt  diese  Behauptung  nicht  zu  galten ; 
denn'da  würde  der  Druck  auf  die  Wände  des  Gefäfses  so- 
gleich aufhören,  wenn-  der  Kolben  mit  dem  Gefäfse  verbün- 
den würde.  *  Indefs  sieht  man,  dafs  auch  für  Wasser  die 
Behauptung  gelte,  sobald  man  demselben  nur  die  geringste  ' 
Compressibilität  zuschreibt  —  und  so'  möchte  sie  wohl 
auch  für  die  wahre  Natur  desselben  passend  gefunden  wer- 
den., weiin  nicht  ein  andrer  Umstand  den  Druck  auf  die 
Wäüde  aufhöbe;  Dehnen  sich  nämlich,  nach  der  Befesti- 
gung des  Kolbens  an  das  Gefüfs ,  die  Wände  auch  nur  im 
allermindesten  aus ,   so  hört  sogleich  aller  DrucK  auf. 

iQ.  Erfahrungssat 21.  Alle  flüssige  Körper  dehnen 
sich  bei  vermehrter  Warme  aus ,  und  zäehen  sich  bei  ver- 
minderter Wärme  in  einen  engern  Kaum  zusammen-,  sofern 
aamlich  die  auf  ^ie  drückenden  Kräfte  dieses  erlauben. 

< 

Die  Erfahrung-  zeigt  dieses  an  allen  flüssigen  Körpern, 
Diejenigen,  Heren  Dichtigkeit. hei  jedem  Ditu^ke  ungeän- 
dert  bleibt,  dehnen  sich  gleichwohl  aus,  wenn  ihve  Wär^ 
sne^unimmt,  und  keine  Kraft  ist  im  Stax)4e,, diese  Aus«> 
dehnuifg  zu  hii^dern:   bei  verniin/l^tcr  Wärme  nimmt  da- 

♦         B         ' 
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g^gen  Ihr  Yohinien  wieder'  ab.  Ihre  Dichtigkeit  nimmt 
also  eu,  wenn  die  Wärme  ahuimmt*  Bei  den  der  Luft 
ähnlichen  Fl uld is  *  verhält  es  sich  etwas  anders.  Auch  sie 
zeigen  bei  zunehmender  Wärme  ein  Bestreben,  .sich  auszu- 
dehiten;  ober  diese  Ausdehnung  erfolgt  nur  dann  wii'Mlcli, 
•vreni}  die  auf  sie  drückenden.  Kräfte  es  .erlauben.  Die  va- 
rige' Behauptung,  dafs  bei  der  Luft  jeder  Grad  der  Dich- 
tigkeit einem  gewissen  Drucke  entspreche,  i^t:  also  nur 
dann  wahr,  wenn  man  eine  bestimmte,  unveränderliche 
Temperatur  voraussetzt;  denn  bei  vermeinter  Wärme  nimmt 
^er  Druck  zu,  wenn  die. Dichtigkeit  dieieihe  bleibt;  mijl 
dagegen  inürste,die  Dichtigkeit  abnehmen,  «wenn  der  Dinick 
ungeändert  bleiben  sollte:  eben  so  nimmt. bei  verminderter 
Wärme  der  Druck  ab,  wenn  gleiche  Dichtigkeit  fortdauert, 
und  wenn  derselbe  Druck  bei  verminderter  Wärme  fortdau- 
ern soll,  so  mufs  die  Dichtigkeit  zunehmen. 
• 

Dieses  stimmt  mit  ^en  bekannten  Lehren  der  Physik 
überein,  nur  dafs  man  gewöhnlich  sagt,  die  Elasticität 
-der  Luft  nehme  bei  vermehrter  Wärme,  so  wie  bei  vor* 
mehrter  Dichtigkeit,  zu.-  Ich  vermelde  hier  den  Ausdmrk 
Elasticität,  weil  sie  mit  in  dem  Begriffe  defe  Druckes,  wo- 
von umständlich  die  Hede  gewesen,  enthalten  ist,  imu^  da 
tlieser  auch  bei  Wasser  Sta*tt  findet,  einerlei  Grundsätze  auf 
Wasaerund  Luft  anzuwenden. 

19,  Als  völlig  unveränderlich  kann  also  jetzt  die  Dich- 
tigkeit des  Wassers  nicht  mehr  augesehen  werden)  denn, 
obgleich  sie  vom  Drucke  unabhängig  ist,  so  ändert  sie  sich 
doch  bei  rferänderter  Temperatur.  Di>5  Dichtigkeit  der 
Luft  aber>  die  wir  vorhin  nur  als  Function  des  Druckes 
ansahen,  mufs  nun  als  von  ewey  veränderlichen  Gröfsen, 
vom  Drucke  und  von  der  Wärme«  abhängig  betrachtet  wer- 
den; und  so  ist  ebenfalls  der  Drubk,  fien  die  Luft  ausübt, 
•ine  Fimction  ihrer  Dichtigkeit  und  der  Wärme ,  und  zwac 
'eine  Function,  die  mit  der  Dichtig^it  und  mit  der  Wärm« 
zugleich  wächst. 
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20.  Ei  sey  ,namlich,die  Dichtigkeit  der  Luft  =2  y, 
die  Wärme  =»r,  und  y  i>ezeichne  die  Höhe  einer  SäuJe  aus 
bekannter  Materie,  deren  wir  uns  zur  Abnjessung  des 
Druckes  bedienen  (§.  5.),  so  ist  nun  p  eine  Function  von  ^ 
und  r,  und  so  heschailen,  dafs  sie  mit  diesen  GrÖfscn  zu- 
gleich  wächst  und  abnimmt.  Sie  ]äfst  sich  allemal,  wie  sie 
auch  Von  a  und*  r  abhängen  mag.,  als  Ordinate  einer  Fläche 
voistellcn.  ,  •  / 

Alan  nehme  nämlich  auf  der  geraden  Linie /^D  (I^^ig.  4.) 
die  Absclsse  -^  R  =;=  r,  und  in  der  Ebene  der  Tafel  die  senk"-* 
rechte  Ordinate  H  O  =:  ^;  aus  Q  aber  ziehe  man  senkrecht« 
auf  diese  EHVnc  die  Linie  QPz=:  p^  Als  Ordinate  einer  Flä- 
che, welche,  wenn  Ihre  Nutur'hcKannt  wäre ,  für  jede  an- 
dre Wärme  Ar  und  Dichtigkeit  r^,  durch  die  bis  an  si« 
gezogene  Ordinate  (jp  den  zugehörigen  Druck  angeben 
ivürde.  ■  Für  Tede 'Wärme  .-^H  =  r  kann  man  in  der  Ordi* 
nate  R^eiue  kTelnste  Dichtigkeit  JIM  annehmen;  welche 
dib  Luft  erlangt,  wfcnn  sie  gar  keinen  Druck  leidet,  und 
eine  grofste  Dichtigkeit  R  N,  welche  sie  erst  bei  unendlich 
TCrmcbrtem  Drucke  erreichen  würde:  d|i  würde  dann  bei 
37  die  Ordinate  Q  P:=z  p  verschwinden  und  bei  N  unendlich 
werden.  Sind  m  und  n  ähnliche  'Punkte  in  der  Ordinate  ry, 
so  Trird  die  krumme  Fläche  in  2l^m  die  Abscissenebene  be- 
rühren ,  von  <J*a  gegen  N  n  sich  immer  mehr  erheben  und  in 
T^fi  eine  unendliche  Höhe  erreichen:  über  Mm  und  Nn 
hinaus  aber  sich  nicht  erstrecken,  , 

Ohne  Zweifel  gibt  es  auch  in  der  Axe  AD  zwei  Grän- 
»cn ,     deren    eine    der   kleinsten,     die    andere  der  gröfsten- 
Warme  entspricht,  welche  die  Luft  anzunehmen  fähig  ist, 
tind  durch  diese  würde  dann  ein  Raum  bcgränzt,  über  wel- 
chem die  ganze  krumme  Flache  läge. 

21.  Auch  hier  läfst  sich  eine  Formel  angeben  |  welche 

die  Abhängigkeit  der  Giöfse  p  von  9  und  r  einigermaften 

der  Natur  gemäfs  ausdrückt,  indem  man 

ar—A 
p^nCrci~J)./j—^^ 

B   2 
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$etzt,  wo  dann  A<,  JB,  beständige  Gröfsen  sind,  und  B>- A. 

Hier  wird  der  Druck  allemal  =  o,  wenn  9..=;  —  ist,- und 

,   ^    .  ...  ^ 

dieses  wäre  fölglicli  die  keinste  Dichtigkeit,  weliche  bei  der 

>    ■  » 

Wärme  = /"  Statt  finden  kann.      Hingegen   wird  pt=zf\j^ 

B  '    ,  \ 

wenn  ^  ==  -r-,     daher   dieses    die  gröfste  DicbtigkHt  ist, 

welche  die  Ijuft  bei  der  Wärme  =  r  annehmen  kann. 
Diese  Formel  gibt  gleich  grofsc  Werthe  für  p ,-  wenn  die 
Dichtigkeit  der  Wärme  umgekehrt  proportional  ist,  oder 
wenn  ^r  einerlei  Gröfse  behalte  und  zwischen  A  und  B 
fällt ,  und  dieses  scheint  iiuch  der  Erfahrung  gemäfs  zu 
«eyn.  * 

Dieselbe  Formel  1ä£st  sich  auch  auf  Wasser  abwenden» 
wenn  man  nur  1?=^,  folglich  auch  ijrz^iA  setzt.  Da 
miifste  also  allemal  die  Dichtigkeit  /umgekehrt  der  Wärme 
proportional  seyn,  und  der  Druck  bliebe  unbestimmt.  Eine 
ähnliche  Anwendung  leidet  auch  die  allgemeine  Betrach* 
tung  des  vorigen  §.,  wenn  man  für- jede  Wäime  die  Gran- 
nen der  Dichtigkeit  M^-N  zusammen  fallen  läfst:  .  dann 
wird  die  krumme  Flache  eine  auf  die  Abscissenebene  senk- 
rechte  cylindrischc  Fläche ,  und  dadurch  wird  angezeigt, 
dafs  jeder  Wärme  eine  bestimmte  Dichtigkeit  zugehört,  bei 
welcher  jeder  Druck  vom  kleinsten  bis  zum  unendlichen 
Statt  finden  kann,   ' 

22.  In,  d<fn  gewöhnlich  nur  vorkommenden  Fällen» 
wo  die  Dichtigkeit  der  Luft  weder  sehr  grofs,  .noch  sehr 
klein  ist^  kann  man  p-i=  n(jr  setzen,  oder  annehmen  ,  dafs 
der  Druck  im  zusammengesetzten  Verhältnisse  der  Dichtig- 
keit und  der  Wärme  wachse ,  weil  bekanntlich  bei  gleicher 
Wärme  der  Drack  fast  genau  der  Dichtigkeit  proportional 
ist,  und  man  bei  gleicher  Dichtigkeit  wenigstens  für  jetzt, 
da  uns  ein  eigentliches  Wärmeillafs  noch  fehlt ,  den  Druck 
als  der  Wärme  pro^rtional  annehmen  kann.  . 


I.  Msckfu,  H'£S^fuliclie  Eigemch^ften.ßiiss,  Körper,         ^ 

Um  indefs  eine  anch  auf  Wasser  anwendbare  Formel  zu 
crlialten,  ^aiide  man  besser  p  r=z  A  "^  m  (jiqr  — A)  setzen, 
tvoraus  für  mssiv  /»ssrn^rwird,  als  ein  dcrNatur  der  Luft 
ziemlich  angemessener  Wertb.  Für  «Wasser  mirfste  man 
m  =r/x;  setzen,  woraus  dann  erbcUr,  dafs,  wofern  nicht  p=5:r>y 
•eyn  soll ,  nt^r  z=z  A  seyn  müss^ ,  oder,  wie  voihin ,  durch 
die  Wärme  blos  die  Dichtigkeit  bestimmit  werde,  der  Druck 
aber  gänzlich  unbestimmt  «bleibe  *). 

a3»  Aus  allen  diesen  Betrachtungen  erhellet,  dafs 
jnan^  so  verschieden  Luft  und  Wasser  auch  ihrer  Natur 
nach  sind,  gleichwohl  die  Gesetze,  welche  für  das  Gleich* 
gewicht  und  die  Bewegung  flüssiger  Köiper  im  Allgemeinen 
gelten,  sehr  wohl  auf  beide  anwenden  könne.  Gäbe  es 
flüss'ige  Körper,  die  zwischen  Luft  und  Wasser  in  der  Mitte 
lägen ,  so  liefsen  sich  auch^  auf  diese  die  folgenden  Unter- 
suchungen anwenden,  wenn' sie  nur,  wie  hier  überhai^t 
angenommen  wird,  vollkommen  flüssige  Köi-per 
ifirären,  oder  die  oben  erklärte  gleichförmige  A'crbreitung 
des  Druckes  nach  allen  *  Seiten  vollkommen  hei  ihnen 
Statt  fände.      Denn  nur  auf  solche  Körper  ist  die  ganze 


.  •)  Da  die^e  Formeln  mehr  zw\  EvlH'utening  der  hier  vorgekommenen 

Behauptungen  bestimmt  «ind ,   als  gerade ,  um  auf  tle  Folgei-ungen 

zu  gründen,    £0  ist  es  hier  von  k^ncr  grofscn  Bedeutimg,    wenn 

sre,    neuern   Beobachtungen   zufolge,    auch  nicht  gnn»  der  Natur 

gernäfs  gefunden  sind,       Indefs   ist   es  immer  mehr  wahrscheinlich 

geworden,     dafs    die  aSlaaticJtät  der  Luft   bei   gleicher  Dichtigkeit 

wohl  wiryich    als  Mafs    der. Warme   dienen  kann;     vom  Wasser 

hingegen  und  andern  tropfbar  flüssigen  AJaterien   kann   man  nicht 

'  A 

annehmen ,  dafs  f  =s  —   sey,    denn,    wäre   dioses\    so    mUfsten 

t 
gleiche  Aenderungen  der  Wärme  auch  gleich'e  Aendenmgen 
des  Thermometerstandes  bewirken  ,•  das  Thermometer  möchte ,  au» 
welcher  tropfbar  flüssigen  Materie  mmi  wollte,  veifertigt  seyn. 
Wenn  s.  B,-  bei  der  Wärme  =^  r  dai^^Flui,dum  den  R  .um  =  A 
einnähme ,  und  bei  der  Wärme  =  r  -4*  j  ^^^^  Raum  =  a  -f-  « ,  «o 
müfste  der  Wärme  r+2p  der  Raum  a-^^iu  entsprechen,  welche^ 
sich  nicht  genau  richtig  gefunden  hat.  (B.) 
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Untersuchung igerichtet ,  und,  sofern  etwa  selbst  Wasser 
und  Luft  nach  dieser  Erklärung  aicht  als  vollkonunen 
flüssige  Kö.r  per  zu  betrachten  wären,  so  würden  auch 
auf  sie  die  Gesetze,  w'elchc  sich  uns  ent^ecken^w^rdeiii  nur 
mit  Einschräukung  anwendbar  seyn« 


Zweiter     Absclmitt* 

f^ovi  Gleichgewichte  flüssiger^  Körper  ^  welche  der 
Schwere  und  ähnlichen  Kräften  nicht  unterw'or'^ 
fensind.  • 

\ 

24.  Lehrsatz.  Wenn  auf  eines  Körpers  Oberfläclie 
Allenthalben  Kräfte  nach  der  auf  sie  senkrechten  Richtung 
wiiken,  und  zwar  so,  dafs  auf  gleiche  Stücke  der  Ober- 
fläche gleiche  Kräfte  drücken ;  sq  heben  alle  diese  Kraft© 
ihreWirkurtg  gcgeuseitlg  auf. 

Beweis.  Man  bestimme  (Fig.  '5.)  die  Lage  jedes 
Punktes  der  OberQache  durch  drei  auf  einander  senkrechte 
Coordhiatcn,  welche,  z.B.  für  den  Punkt  p,  die  Xiinien 
AM  =  Xy  MP=:y,  Vp  =  z  seyn  mögen,-  und  nehme  die 
Elemente  MN=Pp  =  J.t,  PA  =  06==£iy;  so  be- 
stimmen diese  in  der  Ab»cis$enebeiie  jiMP  ein  Rechteck 
PÜRSy  über  welchem  sich  d*8  Element  der  Oberfläche 
pfjrs  befindet.  Die  Grofse  dieses  Rechtecks  ist  =  dx  .  dy* 
Auf  das  Stück  der  Oberfläche  pcffs  sey  die  gerade  Linie 
p  O  senkrecht,  und  diese  Linie  schneide  die  Abscissenebene 
in  O:  sie  bezeichnet  die  Richtung  der  auf  p(}rs  wirkenden 
Kraft,  welche  der  Flache,  'worauf  sie  dwLickt,  proportional 
c=  p.pijrf  gesetzt  worden  ist-  Aber  die  Fläche  pfjrs  ver- 
hält sich  zu  PpR«S  wie  pO  zu  pP^  das  heifst  ptjrsidx^dy 

czrpO  t  z ,   und  •  folglich  ist  jene  Kraft  ^=:p  .  dx  .  dy  ,  — • 


: 


\ 
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//•  Absckiu  Körper^  dU  der  Schwere  etc^  nicht  untcruforfcn^     Z$ 

Oitfse  Krajt  lä£ftt  sich  nun  in  dm  gleichgeltende  nach  der 
Richtung  der  drei  Coordlnaten  zerlegen ;  und  so  findet  man 
den- aus  derselben  entspringenden  Druck  nach  der  Richtung 

pP  =  — 7. .  ;?•  d^i^.dy« — «  das  ist  =  pJa-^r«     Man.wür- 

de«  eben  so  den  Druck  nach  der  Richtung  y/iVIs  pdycl 2, 

nach  der  Richtung  MP  3=  p<2a;ds 
finden;  al^r^da  alles,  \ra5  von  der  einen  dieser  drei  Kräfte 
^ilc,  sidh  leicht  au<i  auf  die  übrigen  anwenden  läfst,  so 
bleibe  ich  bei  der  nach'  der  Richtung  p  P  wirkendes  Kx\tt 
•tehen,  welche  s=  pdxfiy  ist« 

Da  der  Körper  rund  um  begriinzt  i^t,  so  treffen  die  Li- 
Bien.pP,  tjOy  rß,  sS  seine  Oberfläche  nothwendig  noch 
einmal,  und  schneiden  ein  3s weites  Stück  der  Oberfläche  ab, 
auf  welches  Kräfte  wirken,  die  nach  d^r  Richtung  Pp  einen 
'  Druck  zzz  pdxdy  hervorbringen,  welcher  dem  Torigen  ge- 
rade entgegengesetzt  ist.  Diese  Kräfte  zerstören  also  ein- 
ander gänzlich,  und  da,  was  hier  von  einem  Stücke  der 
Obcrflaglie  erwiesen  ist,  von  jede^n  andern  auch  gilt,  so 
erhellt,  dafs  alle  nach  der  Richtung  der  Ordinate  z  wirken- 
den Kräfte  einander  aufliehen« 

I  Aber,  so  wie  es  ein  zweites  Stück  der  Oberfläche  gab, 
das  nach  der  Richtung  Pp  einon  eben  so  grofsen  Druck- 
leidet, olspc^rs  nach  der  gerade  entgegengesetzten  Richtung; 
so  gibt  CS  auch  eins,  welches  nach  der  Richtung  MA  einen 
eben  so  grofsen  Druck  Ic'idet,  als  das  Stück  pqrSy  nach  der 
Richtung  y/Af,  und  folglich  heben  sich  auch  die  n«ch  der 
Richtung  der  Ordinalen  x  wirkenden  Kräfte  auf,  und  e» 
erhellt  von  selbst,  Üafs  eben  das  von  den  nach  der  Richtung 
d-3r  Ordinalen  y  wirkenden  Kräften  gilt,  und  dafs  mithin 
'  alle  Kräfte  zusanimengenonimeu,  sich  einander  im  Gleich- 
^     gewichte  erhalten. 

25.  Der  Beweis  dieses  Satzes  läfst  sith  kurz  so  über- 
sehen. Man  stelle  sich  die  Projectionen  des  Stückes  p  9 ri 
auf  die  drei  d\irch  die  Coordinaten  gelegten  Ebenen  vor> 


1 
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deren  eine  PQRS  in  der  Figur  dargestellt  ist;  so  gehört  jede 
'  dieser  Projectionen  noch  einem  zweiten  Stücke  der  Oberfläche 
an .  weil  der  Körper  ringsum  begranzt  ist.  Nun  aber  läfst 
sich  beweisen  ^  dafs  die  auf  das  Stuckeben  p<irs  wirkenden 
Kräfte  nach  der  Richtung  pP  pinen  Druck  -hervorbringen^ 
welcher  ^er  Gröfse  der  Projection  P'Q  R  S  proportional  ist, 
und  dafs  es  dabei  auf  die  Gröfse  'und  Lage  des  Theilchens 
p<jrs  weiter  nicht  ankomme,  foli^lich  be^virken  die  Kräfte, 
welche  auf  das  zweite  zu  derselben  Frojection  gehörende 
Stück  der  Oberfläche  drücken ,  senkrecht  auf  die  Ebene 
PQRS  einen  eben  so  grofsen  Dru^,  der  aber  dem  ersten' 
.  entgegengesetzt  ist,  weil  alle  Kräfte  .senkrecht  auf  die 
Oberfläche,  und  zwar  entwerler  alle  von  innen,  oder  alle 
von  aufsen  drücken.  —  '  Ofi'enbar  gilt , eben  das  auch  für 
die  Projectionen  auf  die  beiden  andern  durch  die  Ordinalen 
gelegten  Ebenen,  und  auch  für  jedes  andre  Stück  der  Ober« 
£äche,  und  der  Satz  ist  bewiesen. 

26.  Von  solchen  Kräften  wird  also  ((in  Körper  n\cht 
in  Bewegung  gesetzt,  er  mag  fest  oder  flüssig  seyn;  nur 
wird  vorausgesetzt,  dafs  er  sie  auszn halten  in)  Stande  sey, 
dafs  nämlich  diese  Kräfte ,  ivenu  sie  von  aufsen  auf  seine' 
Oberfläche  drücken,  ihn  nicht  in  einen  engern  Raum  zu« 
sammenpressen,  und  wenn  sie  von  innen  auf  dieselbe  wir- 
ken, ihn  nicht  in  einen  gröEsern  Raum  ausdehnen  können. 
Wenn  dies  der  Fall  ist,  so  bringen  «diese  Kräfte  gar  keine 
Wirkung  hervor;  und  der  Körper  bleibt  daher  in  Ruhe, 
ohne  dafs  eine  neue  Kraft,  um  ihn  zuhalten,  erforderlich 
wäre. 

27.  Lehrsatz.  Da  ein  äufserer  Druck,  welcheii 
ein  flüssiger  Körper  leidet,  mit  gleicher  Kraft  auf  jedes 
Theilchen  der  ganzen  Masse  wirkt,  so  bleiben  alle  Theile 
dfs  flüssigen  Körpers,  und,  sofern  nlan  blo^  auf  den/Dtiick 
des  flüssigen  Körpers  gegen  die  Wände  des  Gefafse»  Rück« 
sieht  nimmt,  auch  das  Gefafs,  worin  sich  derselbe  befUi* 
det.  in  Ruhe«       * 


IL  Abschiu  KSqfm-i  die  4er  Schwere  €tc.  meht  untenuorfen»      &5 

Beweis.  Da,  Termöge  der  Natur  dea. flüssiges  Kör* 
pers,'der  Druck  si^h  gjelchloriiiig  durch  dce  ganse  Maas^e 
verbreitet,  so  leiden  die  Wände  des  Gefafses  gerade  einen 
solchen  Druck ,  wie  der  im  Torigen  Lehrsatze  betrachtete 
'WBx ;  diese  drückenden  Kräfte  heben  also  einander  auf. 
Aber  auf  ähnliche  Weise  wird  jedetf  Theilchen  des  flüsngen 
Korpers  selbst  von  allen  Seiten  gedrückt ,  und  es  bleibt 
folglich  in  Ruhe«  wenn  es  ziur  der  Zusammendrückung  za 
widerstehen  im  Staude  ist,  und.  dieses  £aidet  Statt,  wenq 
^es  diejenige^  Dichtigkeit  besitzt.  Welche  diesem  drucke 
und  der  Temperatur  angemessen  ist. 

&0.  Ein  in  dieses  ^luidum  eingetauchter  Körper  wird 
eben  s6  von  ^Ilcm -Seiten  gedrückt  und  bleibt  in  Ruhe,  und 
dieses  findet  Statt,  seine  Dichtigkeit  mag  grösser  oder  klei^ 
ner  seyn,  als  die  des  umgebenden  flüssigen  Körpers. 

29.  Wenn  der  flüssige  Körper  in  ein  Gefafs  einge* 
schlössen  ist,  und  vermittelst  eines  Kolbens  gedrückt  wird; 
so  halten  die  von  dem  Drucke  des  flüssigen  Körperis  her* 
*  rührenden  Kräfte  einandcfr  im  Gleichgewichte  i  aber  die  auf 
den  Kolben  drückende  Kraft  bringt  auf  das  ganze  Gefafs 
eitie  eben  solche  Wirkung  hervor,  wie  auf  einen  festei^ 
Körger,  und  würde  dasselt)e  mit  dfem.  eingeschloffineu 
Fluido  fortbewegen,  wenn  keine  entgegengesetzte  Kraft  e^ 
unterstützte.^         '  •  ,  '     * 

Aus  diesem  Grunde  mufste  auch  in  dem  Lehrsatze,  in 
Rücksicht  des  Druckes,  den  das  .Gefafs  leidet,  bemerkt 
werden ,  dafi  nur  die  Wirkung  des  Druckes ,  den  das  Flui« 
dum  selbst  darauf  ausübt ,  aufgehoben  werde:  Wäre ,  wie 
wir  im  17.  Q.  annahmen,  das  Gefiifs  mit  iein^m  Fluido*  ge- 
füllt, das  der  Zusammendrücküng  fähig  ist,  und  das  Ge« 
fä£i,  nachdem  der  flüssige  Körper  zu.  einer  gewissen  Dich* 
tigkeit  gebracht  worden ,  fest  verschlossen,  so  \vürde  der 
Druck  auf  die  Wände  des  GefaCses  fortdauern,  wenn  auch 
die  Kraft,  welche  vorhin,  etwa  vdrmittelst  eines* Kolbens, 
die  Zusammendrücküng  bewirkte,  zu  wirken  aufhörte»  Und 
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dieser  Druch  Ist  es  ^  von  dem  die  Behauptung  gilt,  dafs  er 
das  Gefäfs^nicht  aus  diem  Zustande  der  Rulie  bringe,  \yenia 
aber  eine  äufsere  Kraft  auf  den  Kolben  fortwirkt,  so  ist 
diese  allerdings^  im  Staude,  das  GefHfs  mit  dem  darin  ent* 
haltenen  Körper  fortaurücken ,  und  es  '  ist  eine  besondre 
Kiaft  erforderlich ,  um  diese  Bewegung  zu  hindern. 

50.     Da  wir  hier  den  flüssigen  Körper,  als  der. Schwere 
und  ähnllclien  Krfiften ,    welche  die  Körper  mit  ihrer  Wir- 
kung  gleichsam  durchdringen,  nicht  unterworfen  ansehen, 
sondern    hlos    die   Wirkung    äufserer    Kräfte    lintersuclicn, 
welche  auf  einen  bestimmten  Th(ul  seiner  Oberfläche  drük» 
kenj    so   verdient  die  Verschiedenheit  ^lieser  Kräfte  hier 
»ipch  einmal  bemerkt  zu  werden.      Nämlich  dafs  jene  in« 
iiern  Kräfte  sich  ganz  so  verhalten,    als  ob  sie  jedem 
Theilcjien  eigen  wären,    welches  von  den  üufsern  Kväftea 
nicht  gesagt  werden  kann.      Indefs  mufs  man  ja  nicht  den 
inRern  Dnicl;,    den  jedes  Theilchen   wegen  einer   äursern 
Kraft  leidet,  mit  diesen  der  Schwere  ähnlichen  Kräfteh  ver- 
wechseln, so  wie  denn  auch  die  Art,  wie  wir  diesen  Druck 
in  dcr'Rechnnng  darstellen,  von  den  aus  der  Mechanik  be- 
kantiten  Ausdrücken   für   die  "Wirkung   der  Schwere   ver- 
schieden ist.      Denn  zur  Abmessung  des  Druckes  gebrau- v 
eben  wir  das  Gewicht  einer  Säule  aus  bekannter  Materie, 
d^ren  Basis  der  F!:iche,   welche  den  Druck  leidet,   glgifjj 
ist  —   eine  Vorstcllungsart,    welche  fiir  die  Wirkung  der 
Schwere  nicht  brauchbar  ist. 

31,  Litte  der  flüssige  Körper,  auf  den  die  Schwere 
nicht  wirkt,  auch  keinen  äufseru  Druck;  so  würden  seine 
Theile  gar  nicht  aufeinander  drücken,  und  dieses  Fluidum 
bliebe  im  Gleichgewichte,  ohne  einmal  eines  Gefafses  zu 
bedürfen ,  das  seine  Theile  zusammenhielte. 

In  diesem  Falle  ist  also  der  Druck  =0,  oder  wenn 
man  ihn  duixh  das  Gewicht  einer  Säule  darstellt,  so  ist  die 
Höhe  derselben  =  o ;  und'  wenn  ein  Gefafs  den  flüssigen 
Körper  einschliefst,  so  leiden  dessen  Wände  gar  keinen 
Druck 


s 
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Dieses  bleibt' währ,  der  flüssige  Körper  mag  homogeh 
vider  aus  ungleicbartegen  Materien  gemischt ,  er  Jiiag.  einer 
ZusammendnickuDg  fähig  seyn  .oder  nicht ;  nur  ßndet  in 
Kücksicht  der  letztern  Eigenschaft  die  Yerschie'denheit 
Statt,  dafs  Körper,  welche  sich  nicht  zusaaimendn'icken 
lassen,  die  der  Temperatur  angemessene  Dichtigkeit  behaK 
tru,  diejenigen  aber  j  -welche  einer  Gompression  fähig  ^sind^ 
die  kleinste  bei  dieser  Temperatur  mö<^liche  Dichtigkeit 
annehmen;  und  damit  nichts  sie  hin/lcre,  diese  zu  erreicheii, 
so  ist  es  am  besten,  hier  die  Vorstellung  eines  einschlicfscu* 
den  Gefäfses  gänzlich  zu  entfernen. 

Sobald,  aller  der  flüssige  Körper  einen  Druck  von 
«üben  leidet,  so^mufs  er  in  ein  Gefäis  eingeschlossen  seyn» 
-welches  diesen  Druck  aushält,  und  das  Zerfliefseu,  hindert. 
Wir  wollen  diesen  Fall  jetzt  noch  etwas  näher  betrachten. 

m 

32.  Problem  1.  Wenn  auf  einen  flüssigen  Küirp er, 
der  sich  nicht  zusammendrücken  läfst,  aber  in  ein  Gefäfs 
angeschlossen  ist,  irgend  eine  äussere  Kraft  wirkt,  deti 
Druck  zu  bestimmen,  der  daraus  in  jedem  Theile  der  flüs- 
sigen Masse  entsteht. 

» 
Auflösung.  Die  Grundfläche  0  (Fig.  1^)'  des  Kol- 
bens ,  auf  -welche  senkrecht  die  Kraft  drückt ,  sey  =  ff; 
die  Kraft  selbst  sey  einem  Gewichte  P  gleich:- denn  jeder 
Druck  läfst  sich  mit  einem  Gewichte  vergleichen.  Nimmt 
man  nun  eine  liomogene  Materie  an,  deren  Dichtigkeit 
=  I  ist,  und' stellt  sich  eine  aus  derselben  bestehende  Säule 
über  der  Grundfläche  ss  ff  vor  ^  so  mufs,  wenn  ihre  Masse 
oder  Gewicht  =:  P  seyn  soll ,  die  Höhe  der  Säule »  welche 

P 

ich  p  nenne,  =  -77  seyn;  oder  man  kann,  um  die  Höhe  p 

in  die  Rechnung  zu  bringen,  statt  F  seinen  WerthPrsrpff 
'  setzen.  Nach  den  vorigen  Sätzen  bleibt  der  Druck,  den 
die  Theile  des  flüssigen  Körpers  leiden ,  einerlei  ^  wenn  die 
auf  das  Fluidum  drückende  Kraft  in  gleichem  Verhältnifs 
mit   der   gedrückten  Fläche  zu-^  oder  abnimmt »   oddr  "sie 


\ 


t 


I 


•itj         I.  Th,  Gesetze  dei 'GhicTigewiihts  flüssiger  Körper,' ^ 

bleibt  ällettial   einelie^,'  so  lange'  die  Höhe  p  densclbea 
•Werth  behält,  und  diese  dient  also  als  Mafs  des  Druckes.' 

Stacht  man  nun  den  hieraus  entstehenden  Druck  auf 
die  Wände  des^  Gefäfses;  so  inufs  man  sich  diese  in  kleine 
The lle  zerlegt  denken,  weil  der  Dri^ck  auf  jede  Stelle  senk- 
recht ist,  und  man  eine  unrichtige  Bestimmung  erhielte, 
wenn  man^ein  Stück  der  Wand  so  grofs  nähme,  dafs  diese 
Richtungen  nicht  als  pairallel  anzusehen  wären.  Es  sey 
also  in  der  innern  HÖlung  des  Gefäfses  c  d  ein  solches  Stück- 
der  Wand,  das  man  als  eben  betrachten  darf,  und  die 
GröCse  seiner  Fläche  =::  kk;  so  wird  der  senkrechte  Druck, 
flen  es  leidet,  zsikk.p^  und  man  Rndet  hieraus  den  Druck, 
welchen  irgend  ein  gegebener  Theil  der  Wand  aushält. 

Auch  jedes  Theilchen  des  flüssigen  Körpers  leidet  einen 
Druck;  aber  da  dieser  von  allen  Seiten  gleich  grofs  ist, 
und  der  flüssige  Körper  keine  Zusammendrückung  zuläfst, 
ao  bringt  derselbe  gar  keine  Wirkung  hervor.  AVäre  ein 
lindrer  fester  Körper  in  das  Fluidum  eingetaucht,  »o  lit{e 
auch  er  diesen  Druck,  und  bliebe  in  Ruhe. 

Ob  der  flüssige  Körper  aus  einerlei  oder  aus  verschie- 
denen Materien  besteht,  darauf  kommt  hier  nichts  an, 
wenn  nur  alle  diese  Materien  keine  Zusammendrückung 
erlauben;  denn  alsdann  behalten  alle  die  Dichtigkeit,  wel- 
che der  Temperatur  angemessen  ist. 

53.  Wie  auch  immer  die  ungleichartigen  Materien 
hier  gemischt  seyn  mögen,  so  findet  in  jedeij  Falle  das 
Gleithgewicht  Statt,  und  es  ist  hier  nichts,  was  die  ^ine 
Materie  \ot^  der  andern  abzusondern  strebte,  .sondern  die 
Mischung  bleibt  fortdauernd  in  dem  Zustande ,  worin  sie 
sich  einmal  befindet.  Auch  hängt  der  Druck,  den  die 
Wände  des  GefäCses  leiden ,  nicht  von  der  Dichtigkeit  des 
flüssigen  ab,  und  ist  gleich  grols,  es  mag  eine  dichtere 
oder  dünnere  Materie  irgend  eine  Stelle  der  Wand  berühren. 

Eben  dieses  wurde  S^att  finden,  wenn  die  ungleiche 
Dichtigkeit  eine  Folge   der  ungleichen  Temperatur  wäre. 


IL  Absfih*  Körp^^  dit  iiir  Schwere  €U*  nicht  unUrworfeUt       ig 

Befände  sich  in  dem  Ce^fse  •Was$er ,  das  zum  Tbeü  ^acinp 
«ujjirTbeil  kalt. wäre;  so  würde  |edes  Theilchen  die. seiner 
Temperatur  geinäi^e  ipiehti^keit  habeu;  .aber  Betn^egong 
würde  nicbt  entstehen.  -<—  Denn  ^ .  was  .  etwa .  die  Mittbei* 
lung  der  Wärme  für  Wirkungen  hervorbringe ,  davon  kann 
hier  nicht  die  Rede  seyrn,  weil  blos  der  JDrvck  des  Kolbena 
in  Betrachtung  gesogen  wird,  und  die  Temperatur  jedte 
Theilchens^als  unveränderllcb  betrachtet  wird. 

54*  Die  Erfahrung  können  wir  zur  Bestätigung  dieses 
Satzes  nicht  zu  Rathe  ziehen.  Bekanntlich  lehrt  sie^  dafs 
bei  einer  solchen  Mischung  Verschiedener  Materien  aller* 
dings  der  dichtere  sich  von  dem  weniger  dichten  absondevt, 
indem  jener  sich  zu  Boden  senkt,  dieser  aber  sich  in  die 
Höhe  begibt;  aber  diese  Erscheinung  ist  offenbar  blqs 
Wirkung  der  Schwere ,  deren  Betrachtung  wir  hier  bei 
Seite  9«tz«Ln.  Aus  unsier  gegenwärtigen  Betrachtung  dr- 
hellt  also,  dafs  da,  wo  keine  Schwere  wirkt,  jede  w^illkür- 
liche  Mischung;  bestehen  kann,  und  dafs  kein  äufserer 
Druck'die  Ruhe  stört« 

Eben  so  wichtig  ist  die  Bemerkung,  dals  eingetauchte 
Körper  ihre  Lage  ungeändert  behalten^  und  dab  .idahet 
nichts  auf  ihre  Dichtigkeit  ankomme.  Nur  dann  findet  hier 
eine  Ausnahme  Statt,  wenn  d^r  Körper  sich  eusammen- 
drucken  oder  zerdrücken  läfst  — *,  ein  Fall ,  dessen  yreitero 
Erörterung  nicht  hieher  gehört. 

35.     Problem  2.     Wenn  ein  der  Zusammendrückung 
fähiger  flüssiger  Körper  in  einem  Gefafse  vermittelst  eines  ' 
Kolbens  gedrückt  wird ,  aufser  dem  Drücke ,  welchen  jedes 
Theilcheu  leidet ,    auch  die  Dichtigkeit  an  jeder  Stelle  für 
'den  Zustand  des  Gleichgewichts  zu  bestimmen- 

Auflösung.     Das  Gefafs  ABCDEF  (Fig.  s.)   sef 
Biit  einem  solchen  ;^  der  Luft  ähnlichen  Fluido  gefüllt ,   und 
dieses  durch  eine  anf 'den  Kolben  drückende,  dem  Gewichte  . 
Pgleiche  Kraft  in  den  Zustand  d«s  Gleichgewichts  gebracht; 
so  lä£st  sich  Amt  DrutH  gan«  iiacb  dens^ben  Regeln  besti<K#» 


-* « 


S*        J.Th,   G€$€Ca»i  d€s6l9iclt^ewichtsfi&$siger,Köi'per.    ;    , 

Äicn,/wie  im  vorigen  ProMem,  intern  es  dabei  auf  di«. 
üiirigftn  Eigenschaften  des  flüssigen  Körpers  nicht  ankommt. 
Um  ub«r  flie  Dichtigkeit  an  jeder  Stcille  anzrugeben,  miUk« 
nftandiieli  den  Grad  der  Wärme  für  jede  Stelle  kennen;  war« 
diesd  55. -B.  In  ^lem  Puukte  ^  =i  /•;  so  läfst  sich,  wenn  au» 
der  Krfohrung  bekannt  ist^  wie,  bei  dieser  Tfempetalur, , 
^  pichtigkelt  dieses  fltissigen  Körpers  vom  Dnicke  ab- 
hänge, die  Dichtigkedt  bestimmen,  w^elche  in  dem  Punkte 
O  Statt  findet.  Kben  so  könnte  man  für  jede  andre  StcHe 
die  Dichtigkeit  fir4den,  und  das  selbst  dann,  wenn  dc( 
flüssige  Körper  aus  verschiedenen  Materien  gemischt  wäre, 
wofern  man  nur  das  Gesetz  kennt,,  nach  vrelchem  Druck 
und  Dichügheit  bei  dem  an  einer  bes;kimmtcn  Stelle  befind- 
liehen  Fluido  von  einander  und  von  der  Temperatur  ab- 
hängen. 
...  •  ^ 

3Ö.  Damit  bei  dein  gegebnen  Drucke  auf  den  Kolben 
das  Cloichgewicnt  eintrete,  niufs  der  Kolben  so  weit  fort- 
gerückt werden ,  bis  die  Dichtigkeit  dem  Drucke  angemes- 
senist. Wann  das  geschehe,  lafst  sich  bestimmen,'  wenn 
manweifs,  wie '-die  Höhe  -p  y  welche  den  Druck  abmifst, 
von  der  Dicbtigk^t  abhängt. 

Würde  jetzt  der  Kolben  mit  dem  Gefafse  vereinigt,  so 
9furüe.dersell>e  Druck  auf  die  Wände  und  auf  .jeden  Theil 
des  flüssigen  Köipers  fortdauern ,  und  aus  dem  bekanntet^ 
DiTicke,  welcher  die  Zusammendrückung  bewirkte,  läfst 
sich  auch  dann*  noch,  mit  Küchsicht  auf  die  wahrend  der 
ZusammcndrückuDg  Statt  findende  Temperatur,  die  Dich- 
tigkeit bestimmen.  Wäre  hingegen  die  Kraft  unbekannt, 
welche  erfordert  ward,  um  in  einem  fest  verschlossenen 
Gefäfse  den  flüsaigen  Körper  zu  seiner  jetzigen  Dicht igl^elt 
r.u  bringen;  so  kann  man  auch  umgekehrt  aus  der  Dichtig- 
keit und  Wänno^  den  Druck  bestimmen,  den  der  flüssigo 
Körper  ausübt ,  oder  die  Kraft,  welche,  an  einem  beweg" 
liehen  Kolben  angebracht :vreTden  müfste,  um  das  Fluidum 
•in  seinem  gegenwärtigen  Zustände  su.  erhalten^ 


•I 


JJ.  Abschu*  KSqJCr,  dit  tUr  Ji}chwerj6,eU\  nicht  unterworfen,     3t 

37/  Kennt  man  die  Dichtigkeit  jedes  einzelnen  llieil- 
chcns,  so  lälst  steh  auch  die  jVlasse  :d^s.  gaazen  flüssigen 
Jlörpers  hestitnmen  ^  -vr^nn  man  für  jedes  Theilcl\^n  das  Pro« 
duct  aus  d^in»  Volumen  in  seine  Dichtigkeit  suc^t^  und 
alle  diese  Froducte-sunuitirt»  oder  da^Intogral  des  Producta 
«US  der  Dichtigkeit .  iu  das  Volumen  jedes  Theilchans  auf 
den  ganzen  Körper  erstreckt.  Diese  Bestimmung  deirMastfe 
kommt  besonders  hei  der  Bewegung  in  Betrachtung. 

50.  Da  wir  zur  Bestimmung  des  Druckes  die  Vor- 
stelluiig  einer  andern  homogciion  Materie  von  der  Dichtig- 
keit =  1  zu  Hülfe  genommen  hahen,'  so  mufs  jede  andre 
33ichtigkeit  durch  eine  Zahl'  ausgedrückt  werden,  \f eiche 
sich  zur  Einheit  verhält,  wie  diese.  Dichtigkeit  zu  jener 9 
nennt  m^n  also  die  Pichtigkeit'  des  flüssigeii  Körpers  allgc* 
iiiein=s  9,  so  zeigt  diese  Zahl  tj  an  ^  um  wie  viel  mal'^cr  . 
flüssige  Körper  an  der  bestimmten  Stelle. djlchlsr  ^cy,.  a]^ 
iener,  dessen  DichtlgkjBift=  i  ist* 

Für  die  Wärme  fehlt  es  uns  ftn  einem  hestimmtea 
]Mafse,  dst  wenigsten»  die  gewöhnlichen  Thermometer  nur 
Unterschiede,  nicht  Verhältnisse  der  Wärme  angeben* 
Man  kann  indefs  als  das  Wt-^hrscLeinlichste  Mafa  der  Wär- 
me den  Druck  annehmen ,  den  eiiierlf i  X^vft  bei  gleicher 
Dichtigkeit  ausübt,  Nfennt  man  für  eine  bestimmte  Dich«  ^ 
tigkeit.=  h  und  Wärme  =  c  den  Druck  =  a,  und  hei  der?? 
selben  Dichtigkeit  für.  die  Wärme  r  den  ]>ruck  =/?,    io 


ar 


wüi-de,  nach  dieser  Art  die  Wärme  abzumessen,   p  s=s 

seyn.  Bei  einer  andern  Dichtigkeit  =a  (f  aber  könnte  maii 
in  den  gewöhnlichen  Fallen,   da  der  Druck,  ziemlich  genau 

der  Dichtigkeit  proportional  ist,  p  =  -7 —  setzen,  und  folg* 

» 

lieh  verhielte  sich  r  direct  wie  die  Elasticität,  tlnd  umge* 
kehrt  wie  die  Dichtigkeit  der  Luft,  ^o  dann  jene  durch 
das  Barometer ,  diese  durch  das  Luftthermom^ter  angezeigt 
wird. 


I 

\ 
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32         J.  Th^  Gesetze  des  Gleichgewichts  ßüssiger  Körper. 

Dritter     Abschnitt« 

; 

^llgtJiteine  Gesetze  des^  Gleicligeiaichts  flüssiger 
Körper  f  welche  der  Wirkung  beschleunigender 
Kräfte  unterworfen  sind. 


39.  Problem  5.  Weun  auf  einen  flüssigen  Körper 
iTescnleunigende  Ki'äfte  wirken,  ^  die  Bedingungen  des 
Gleichgewichts  anzugeben. 

/Auflösung,  Man  betrachte  irgend  ein  Theilchen 
unter  der  parallelepipedischen  Farm  klmrtx\f/b9  (Fig.  6.}; 
idie  Liage  desselben  sey  durch  die  auf  einander  senkrechten 
Goordinaten  AS  ^=:  x^  «Sir=  / >  Kk=z  z  bestimmt,  so  daCs 
die  DiiFerentiale  dieser  Liinien  die  Gelten  des  Parallelepipedi 
bilden,  dessen  Volumefi  mithin  ^  dx  •  dy  ^  dz  ist.  'Die 
Dichtigkeit  des  'flüssigen  Körpers  in  dem  Funkte  k  sej 
s=  (/ ,  also  die  Mas^e  des  parallelepipedischen  Theilchens  • 
s==  (fdxdydz. 

Was  für  Kräfte  nuu  auch  auf  dieses  Theilchen.wirkeu 
mögen,  so  kann  man  sie  immer  nach  der  Richtung  der  Go» 
ordlnaten ,  oder  der  auf  einander  senkrechten  Hauptaxen 
^P,  AQi  AR  zerlegen.  Man  nenne  daher  die  Summe 
derjenigen  Kräfte,  welche  auf  k  nach  der  Richtung  kr 
wirken,  =  P,  die  nach  der  Richtung  km  wirkenden,  =Oy. 
und  die  nach  der  Richtung  kn  wirkenden,  =  R,  wo  P.QR 
Zahlen  bedeuten,  welche  das  Verhaltnifs  dieser  Kräfte  zu 
der  als  Einheit  angenommenen  Kraft  der  Schwere  ausdrük- 
kcn ;  so  entstehen  nach  Veihältnifs  der  Masse  des  Theil- 
"chens  hieraus  folgende  bewegende  Kräfte : 

nach  der  Richtung  A  P  =:  P^d xdy  dz^ 
nsich  der  "RichtangA 0;^Q^dxdy,dz»  ,      > 
nach  der  Richtung  zf  Ki=  üfjdxdydz^ 
in  welchen  Ausdrücken  -P,  O,  H  als  bekannte  Functionen 
von  x^  y^  z  betrachtet  werden. 


in,  Ahschn.^  Körper y  die  d^  Wirkung  hescid,  Kräfu  unterw.     33 

Da  das-  Gleichgewicht  föVtdanert,  so  mufs  die  Wir- 
Icung  äieser  Kräfte  dmch  den  Druck,  welchen  eben  diese» 
Parallel epipedum  von  allen  Seken  leidet,  aufgehoben  wer- 
den. Dieser  Druck  sey  in  k  durch  die  Höhc'=rp  bestinimt, 
welche  ebenfalls  als  Function  von  .r,  y  und  z  zu  betrachten 
ist,  deren  Difierential.daher  allgemein  durch 


•.dp= 


dx 


ausgedrückt  werden  kann  *);  ko  läfst  sich,  der  Druck',  den 
jede  Seitenfläche  des  Farallelepipedi  leidet,  in  allgemeinen 
Ausdrücken  darstellen.     Denn  es  ist  klar ,    dafs  der  Druck 

auf  ieden  Punkt  der  Flache  InXv  den  Druck  auf  einen  ahn« 

ß  i    •  * 

lieh  liegenden  der  Flache  kmxf*  um 


der  Ausdruck 


dx 


d,r  übeitrift.  Weil 


dsc  nichts  anders  bedeutet  ^  als  den  Un- 


terschied des  Druckes ,  "Welcher  in  zwei  Punkten  Statt  fin- 
det, für  welche  y  und  z  einerlei  Werth  hßben,  die  aber 
nach  der  Richtung  der  Ordinate  x  um  dx  von  einander  ab» 
stehen.  Die  Gröfse  jeder  dieser  Seitenflächen  ist  z=:  dydz^ 
und  folglich  der  ganze  Druck,  welchen  das  parallelepipedi- 
9che  Theilchen  nach  der  Richtung  PA  leidet, 

{dp] 

dxdy  dx. 


X 


Eben  so  Übertrift  der  Druck  auf  Jeden   Punkt  der  Seite 

■    ■  f  ^  P] 

mn/u,f  den  auf  jeden  ähnlich  liegenden  inkljiX  um     t—     d  y, 

\  yj 

und  der  Druck,    den  das  ganze  Parallclepipcdum  nach  der 


♦)  BckMintKck  bcieiclmrt  T— ^  dx  .  deiijcni*geu    Theil  ,  des   DiflS- 

renlials  von  p,    \yclchen  man  orhMt,    wejan  Wos  je   als  verän(!er-. 
lieh,  yrniilk  aber  als  Wst/ndfg  betrachtet  worden.  —     Und   eben 

\ö    erhält   man  dai  partielle  DlßerÄntial  (jj  ^>f     ^^"^    "***" 
blos  7  b1«  Tsrändorlich  at^iiaht. 

c 


54         Ip  Th.  Gesgtz4,d€t  GUichgeuUhts  flüfs'^tr  Körper* 


JUchtung  ÖA  leidet,   ist  = 


{ip\ 


\  / 1 


dx.dy  .dz  f  iind endlich 


aus  ^Imlicliexi  Gründen  dcrDiiick,   den  «s  nach  der  Kich- 

\         (dp) 
tung  RJ  leidet,  =  l—    dx.dy.dz^ 

Dieser  Druck  wirkt  Jen  bewegenden  Krä/ten  gerade 
entgegen,  welche  wir  eben  als  Wirkung  der  heschleunigen* 
•den  Kräfte  kennen  gelernt  haben;  und  da  er  diesen  das 
Gleichgewicht  halten  soll ,  so  jtiufs 

(dy\         '         (dpi  [ip\ 

seyn,  und  der  vorige  unbestimmte  Ausdruck  {iir^p  wird 
nun  in  eine  bestimmte  Gleichung ,  welche  dp  durch  P,  O,  R 
uud'f  ausdrückt,  veswandelt,   indem 

.      dp:=il  .(^Pdx  +  pdy  +  Rdz) 

wird.  ^ 

■      j 

In  dieser  Gleichung  ist  f  eine  Function  des  Druckes 
'  s=*  p  und  des,  Grades  der  Wärme  =?  r,  welcher  all  bekannt 
angenommen  wird.  Da  man  aber  das  Gesetz ,  nach  wel- 
chem <j  von  p  und  r  abhängt ,  ebenfalls  als  bekannt  voraus- 
setzt, so  erhält  man  aus  dieser  Gleichung  p  durch  die  be« 
schleunigendeu  Kräfte  und  durch  r  bestimmt,  woraus  sich 
alsdann  auch  der^Weith,  den  q  an  jeder  Stelle  fiir  den  Zu- 
.  stand  des  Gleichgewichts  haben  muls ,  ergibt« 

4b.  Wenn  gar  keine  beschleunigenden  Kräfte  auf  den 
flüssigen  Köi*per  wirken,  also  P=p  =  R  =  o,  so  jvird 
-dp  =  Oj  oder  p  eine  beständige  Gröfse,  das  heifst,  im  Z\i- 
stande  des  Glclcbgewichts  ist  alsdann  der  Druck  allenthal- 
ben gleich  grofs,  so  wie  die  Sätze  des  vorigen  Abschnitts 
es  angaben.  , 

Durch  die  Wirkung  der  beschleunigenden  Kräfte  aber 
wird  der^ Druck  ungleich,   und  es  kann  Stellen  geben,  "Wo 
er  ganz  verschwindet,  ja  vielleicht  sogar  Fälle,   wo  er  ne-  . 
gativ  wird. 


Ul.^hschn.  Korfm-^  die  der  Wirkung  htscU,  Kräfte  untmv)^     35 

t 

4i.  üeberhaupt  aber  kann  das  Glelchgewiche  nur  dann 
bestehen ,  wenn  die  Integration  der  Gleichung 

rfpr=9  (Prfjc+ pf/y+ R<ix)  » 

möglich  ist, .  und  dies6»  findet,  da  sie  mehrere  veränderliche 
Gröfsen-  enthält»  nur  unter  gevvisseu  Bedingungen  Statt, 
In  denjenigen. Fällen  hingegen,  wo  sie  keine  latcgratioa 
sulälst^  kann  das  Gleichgewicht  nicht  bestehen,  wie  die 
folgenden  Untersuchungen  näher  zeigen  werden, 

42.     Icb^ha,be  hier  den  flüssigen  Korper  als  tinbegranxt    ' 
betrachtet,  weil  die  Bedingung^    dafs  er  in  ein^Gefäfs  ein* 
geschlossen  s^y,  auf  die  Bestimniufig  des  Dnickes  keinen 
Eiuflufs  hat.      Betrachtet  man  ihi|  aber  nun  als  von  e*»«» 
Gefafse  umgeben ,  so  ergibt  sich  aus  den  Formeln ,  auch  der 
Druck,  den  die  Wände  des  Gefäfse»  leiden.     Dieser  Druck 
kann  an  einigen  Stellen  gans  vei^chwinden ,-  und  wenn  das  . 
der  Fall  Ist ;' so  braucht  da»  Gefäfs  sich  ül>«r  diese  Stellen 
gar  nicht  zu  erstrecken,    indem  hier  kein  Zerf!ie£ieA  Statt 
ßnden  kann,  sondern  der  flüssige  Körper  von  selbst  in  sei« 
■nem  Zustande  Ueibt,   wenn  auch  das  Gefafs  hier  o0en  ist. 
jln  einer  solchen  Stelle  nennt  man  die  Oberfläche   wage« 
recht,  und  betrachtet  sie  als  die  aufs  erste,  weil  Theile 
des  flüssigen  Körperg,  .die  sich  jenseitft'  derselben  befanden, 
'wegen.  Mangel  des  Drucks  gar  nicht  mit  ticr  übrigen  Masse 
Zusammenhängen  würden,    und  ia  Rücksicht  auf  diese  so 
gut  als  gar- nicht  vorhanden  anzusehen  wären.     Man  kann 
auch  die  Oberfläche  an  solchen  Stellen   eine    freie  Ob^i;'« 
fläche  nennen,    weil  keine  andre  Kräfte  erfordert  werden, 
lim  sie  zu  erhalten,  oder  kein  Gefal's,  welches*sie  nöthigte, 
diese    Gestalt   zu    behalten,  und'  das  Zerfliefsen    hinderte. 
Befände  sich  an  irgend  einer  andern  Stelle  des  Gefäises  ein«     , 
Oefnung ,  so  müfste  eine  Kr^ft ,  etwa  vermittelst  eines  Kol- 
bens,   entgegenwirken,     um   das  Ausfliefsen    zu  hiiK'rrn^ 
abei:  diese  Kiaft. ist  =  o,   wenn  die  Oefmuig  auf  die  freie^ 
oder  äuDs erste  Oberfläche  trift« 

43-     Wenn  auf  den  flüssigen  Körper  keine  andern  he* 
schleuntgenden  Kräfte '^irken,  als  die  Schwere,    so  ist  die 

C  ft 


I 
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freie.  Oberßficlie  zugleich  die  höchste  und  horizontal  f  wirk- 
ten auf  denselben  Loßchkunlgend'e  Kr,äfte,,  die  gegen  eine^ 
Mittclpuulit' gerichtet  sind ,  so  ist  die  freie  Oberfläche  zwar 
«henfalls  die  höchste ,  aber  sphärisch. 

44.  Wie  aber  bfeim  GleichgeMi^icLte  der  Druck  ncgatir 
werden  könne,  läfst  sich  nicht  wohl  einsehen.  Denn  da 
der  positive  Druck  bei  den  Xheilchen  des  flüssigen  Korper« 
gleichsam  ein  Bestreben ,  sich , gegenseitig  zu  durchdringen; 
hervorbringt,  welches  wegen  des  Widerstands,'  den  der 
*  flüssige  Körper  der  Compression  entgegensetzt,  und  wegex^ 
der  Undurchdringlichkeit  seiner  Theile  ohne  Wirkung 
bleibt ;  so  müTste  der  negative  Druck  darin  bestehen ,  dafs 
die  Theilchen  sich  gleichsam  einander  abstiefsen«  Wäre 
ein  solches  Fluiduin  nicht  in  ein  Gefdfs  eingeschlossen,  so 
würde  nichts- dieses  Bestreben  der  . Theilchen ,  ^ich  von 
einander  zu  entfernen,  hindern,  und  das  Gleichgewicht 
könnte'^erst  entstehen,  weiui  die  Verbindung  der  Theilchen 
auig^hoben  wäre ,  und  jedes  für  sich  allein  zur  ]Eluhe  käme» 
Aber  bei  dieser  Zertrennupg  hprt  der  Körper^  auf ,  ein  zu- 
sammenhängendes .  Fluidiun'  zu  seyn ,  und  die  Bewegxing 
der  einzelnen  TrÖpfcben  würde  so  erfolgen,  als  ob  sie  feste 
Körper  wären.  In  einem  Gefäfse  kann  noch  Weniger  ein 
negativer  Druck  'Statt  finden,  da  es  unmöglich  ist,  dafs 
die  Wände  des  Gefüfses  einwärts  gedrückt  würden.  Wenn 
also  die  Rechnung  einen  negativen  Druck  angibt,  so  mufs? 
man  allemal  annehmen,  dafs 'eine  Zerstreuung  in  Tropfen 
Statt  finde,  und  folglich  die  Betrachtung  des  Zustandcs,  in 
welchen  der  flüssige  Körper  alsdann  kommt,  nicht  mehr  zu 
den  Untersuchungen  gehöre,  wovon  hier  die  Rede  ist, 
weil  alle  hier  angestellte  Untersuchungen  auf  der  yoraus- 
setzung  beruhen,  dafs  der  flüssige  Körper  eiu  Continuum  ist. 

-Auch  bei  der  Bewegung  flüssiger  Körper  bleibt  es  noch 
wahr ,  dafs  ein  negativer  Druck  nur  dann  Statt  finden  kann, 
wenn  der  Zusammenhang  aufhört.  Einige  Schrificsteller 
haben  zwar  bei  der  Bewegung  des  Wassers  injlöhren  von 
einem  negativen  Drucke  geredet,   ab^r  dieser  vermeintlich 
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negative  Druck  ist  blo»  geringe»  als'  der  iDrtick  der  Atmo^  . j 
Sphäre ,  aber  immer  noch  positiir«  '  Ein  wirlUich  negativer  li 
Druckbarst  sich  nur  da  annehmen,  wo-  der  flüssige  Körper 
sich  in  Tropfen* zertrennt',  ^.  B/  hei  Springbrunnen,  nach- 
dem das  Wasser  seine  gröfste  Höhe  erreicht  hat,  oder  bei 
Wellen,«  die  überstüraen  und  schäumen,    wo  ebenfalls  die 

Spitze  der  Welle  sich  ih  Tropfen, zertheift.   * 

•  •  •<  I  . 

45.     Die    beschleunigenden  Kräfte  P,  O,/  R  darf  man 

biet  nicht  willküdich  fu^firen.  sondern  niufs  sie  so  anneh^ 
men,  ,wie  sie  in  der  Natur«  vorkommen.,  Daher  gehört  zu- 
erst die  Kraft  der  Schwere  iiieher ,  'deren  CrofAc  und  Kic]}« 
tung  als  einerlei  in  jedem  Theile  der -ganzen  M^sse  iia^eA 
xiommen  wird.  Nur  bei  einer  sehr  grofscn  Ausdeknung' 
des  flüssigen  •Körpeifi  ist  es-  iHiibwendig,  die  Richtungen 
der  Schwere  als  convergirend  zu  betrachten,  z.B.  hei  Un- 
tersuchungen über  "das  Meer  oder  die  Atmosphäre.  Femer 
gehören  hieber  die  amrehenden  Kräfte ,  vvodurch  die.  Him« 
melsKörper  auf  einander,"  und  alle  liheilcheu  etnea  iedß^ 
unter  sich  auf  etnander  wi«keq.  . 

Alle  diese  mäfle  iiber  habtjii  die  ffir  un^  sehr  m&i*h^ 
würdige  El^^enschaft,  dafs  für  sfe  die  DilFereritialformel 
Pdx  +  Qjdy  +  R^'  ipi.iocr  ein  :jvahres  Drffe/ential,Jst, 
oder  dafs  ^  *  * 

U.vJ  [d^yidzl        [dx]^     [dx]'       [dyj 

ist,    dafs  es  also  atleihal  eine  Function  von  «,  y  und  2  gibt, 

aus  deren  Diiferentiation  jene  Fofmel  entsteht, 

'       ••    *  •  •  '  ■  •  ., 

45.  h)      Die   Integrabilität  der  Formel   Pdx  +  Ody 

-f-  Rdz  findet  nämlich  im  Allgemeinen  Statt,,  wenn  di^  auf 

den  Punkt  k  wirkende  beschleunigende  Kraft  eine  f  trnction 

der  Entfernung  von  einem  in  der  Richtig g  der  Kraft'  Kc^ 

genden  Punkte  ist,  ^äer  auch,  die  Summe  mehreier  solcher 

Kräfte.      ^Venn  z.  B.  auf  k  (Fig.  ö.)  eine  besclihiunigcnde 

Kraff^nach  deü*  Richtung  uik  wirkt ^   und  diese  Krskft  7J=;:S 

ist  eine  FtmctteA  -der  B^xitfeifi^lg  ;&>^  ss  ^ ;    »o.  überzeugt 
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-man  sich  leicbt,  clafft^aud  xle.r  Zerlegung  derselben  naeh  det 
iUcktung  der  drei  Axeu  die  Kräfte 

Sx       ^  Sy  Sz 

i         »  i  s 

entstehen y  also* 

Pflx+  pdy+Rdzss  —  (xdx+ydy  +  zdz) 

wird»     Aber  da  i  =  ^A  =2  ^(a;*  +  v*  +  z^)  ist,^  so  hat  mau 
*da;  +  ydy  +  zdz .  .      .        .      ' 


V(p  das  letzte  Gli^d  oj9F<^Al>At  integrabel  ist«  wenn  S  ein# 
Function  der  Grölae  i  ist  x     ,., 

,  ■ 

Wirkte  au&er  dieser  eine  zweite  Kraft  nach  der  Hichr 
tung  nk  atif  den  Punkt  k^  und  wäre/diese  Kraft  S"  eine 
Function  der  Entfernung,  a^ts  J'^  ^  «lo  •  wKirden  ähnliche 
Schlüsse  gelten.  Es  sey  nämlich  für  die  L»age  des  Punktes  « 
4f€  s=-a,  cbz=sbf  haz=:Cj  -io  ist  die  Entfernung 

und  «US.  der  Zerlegi^ng  der  Kraft  6"  entstehen  nach  d^  Bich«> 
tung  der  Axen  die  Kräfte     '  '        /  . 

pie  gesainmte  Kraft,    welche  nun  nach  der  Richtung  der 
Coordinate  x  ^urkty  ist  also  jetzt  ' 

.  Sx       S  (x — a) 

,  s  ^ 

die  nach  der  Richtung  der  Coordinate  y  wirkende 

die  nach  der  Richtung  .der  Coordinate  z  wirkende 

t=R+R'=  — +  -A -. 

s  s 

Msa  bat  also  mm  sta^.der  obigen  Differentialformel/ 


s        ^         4 


^^ 
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-WO  jedes  Glied  intQgTal>el  ist,  weil  f  blos/Ton  i,  ^  blos 
Ton  i'  abbäjigt.  Es  erhellet  also  leicht»  dafs  man  eine  Summe 
laehrerer  ähnlichen  Ausdrücke  sss  Sds-^'S ds'+S' di'  +  etc. 
erhielte,  wenn  noch  mehrere  Kräfte  auf  Xc  > wirkten,  deren 
jede  eine  Function  der  Entfernung  des  Punktes  k  von  einem 
in  der  Jlichtung  der  Kraft  liegenden  festen  Punkte  wäre, 
und  dafs  die  ganse  Summe  dieser  Differentialformel  integra- 
bei  ist,  was  für  eine  Function  der  Entfernung  v^on  jenen  in 
der  Dir ectl^Dnslinie. jeder  Kraft  liegenden  Funkten  jede  Kraft 
much  sey. 

Dieser  Fall  aber  ist  gerade  der.  in  der  Natur  vorkom- 
jnende,  wo  nämlich  jedes  Theilchen  entweder  gegen,  einen 
oder  gegen-  mehrere  Mittelpunkte  durch  Kräfte  angezogen 
wird,  deren  jede  eine  Function  der  Entfernung  des  ange* 
aognen'Theilchens  von  diesem  Mittelpunkte  ist« 

45  r).     Diese  Function  oder  das  Integral  der  Formel 
Fdx  4*  Qdy  +  Kdz  ist  desto  merkwürdiger,   weil  )iie  ei-  « 
nerlei  mit  dem  ist ,  was  Maupertuis  bei  seineu  Untersu- 
chungen   über    das   Princip   der ,  kleinsten   Wirkung    die  . 
•G  r  ö  f  s  e  der  Wirkung  nennt.     Bezeichnet  man  nämlich  , 
die  Gfdfse  der  Wirkung  mit  Vy  so  ist 

dV=Fdx'\'gdy^Rdz,  und  folglich  rfp  =  9 d T. 
Da  nun  ij  duxch  p  und  r  bestimmt  ist ,  so  mufs  /*  so  beschaff 
fen  seyn,  dafs  die  Integration  möglich  ist,  in  jedem  andern 
Falle  könnte  das  Gleichgewicht  nicht  1>estehen. 

Nähme  mau' dagegen  die  Kräfte  P,  Öy  H  anders  an,  M 
daCi  die  Formel  P.dx  +  Qdy^r  Kdz  nicht  integrabel  wäre, 
'so  würde  gar  kein  Gleichgewicht  für  dei)  flüssigen  Körper  . 
Statt  finden,    wenn  nicht  etwa  r  so  beschafien  wäre>  dafa 
du^h  den  Werth  von  y  die  Integration  möglich  würde. 

46.  vP  r  o  b  1  e  m  4.  Wenn  ein  der  Wirkung  beschlett* 
lügender  Kräfte  unterworfener  flüssiger  Körper  in  ^uhe  i^t. 


♦ 
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Jen  Diuclc  zu  bespmmen ,  'welclien  ein  in  demselben  unter- 
getauchter fester  ]Körp*cr  "von  dem  'U^igebenden  Fluide 
leidet. 

Auflösung.  BCDE  (Flg,  7.)  sey  der  feste  Körper, 
der  in  dem  flüssigen  unter-getaucht  ist«  Dieser  Köi'per  lei- 
det ifben  den  Üruck,  welchen  die  flüssige  Masse,  deren 
Kaum  er  einnimmt,  leiden  würde;  man  hann  sich  daher 
statt  ^es  festen  Körpers  den  ganzen  Raum  mit  einem  Fluide 
ausgefüllt  vorstellen.  Da  nun  der  flüssige  Körper  in  Ruhe 
seyn  soll;  so  niufs  der  Druck.,  welchen  drese  statt  des  fe- 
sten'Körpers  substituirte  JVfasse  leidet,  dar  Wirkung  der 
beschleunigenden  Kräfte  auf  sie  gleich  und  entgegengesetzt 
seyn.  Die  Wirkung  der  beschleunigenden  Kräfle  aber  lii&t 
sich  nur  bestimmen ,' wenn  auch  die  Dichtigkeit  bekannt 
ist,  welche  der  flüssige  Körper  an  jeder  Stelle  im  Zustande 
des  Gleichgewichts  liabeu  müfste;  und  wenn  man  dieio« 
kennt,  und  die  Wirkung  der  Kr»ifte  auf  die  substitulrtc 
flüssige  Masse  gefunden  hat,  so  ist  der 'Druck,  den  der 
feste  Körper  leidet,  ebenfalls  «cfunden,  weil  er  jener  Wir- 
kung der  beschleunigenden  Kräfte,  gleich  ^nd  eutgcgengc- 
setzt  ist. 


^ 


47-  Die  Kenntnifs  der  auf  den  ffüsslgen  Körper  wir- 
kenden Kräfte  reicht  also  »zur  Bestimmung  des  Druckes, 
den  der  fes^o  Körper  leidet,  nicht  hin,  sondern  auch  die 
Dichtigkeit,  vv eiche  das  Fluidum  an  dicfser  Stelle  annch- 
mcn  würde,  kommt  in  Betracht,  und  jener  Druck  kauu 
also  selbst  von  der  Temperatur  tibhängen. '  Hieraus  fol^t; 
auch,  dafs  in  demselben  Fluido  der  feste  Körper  vielleicht 
einen  andern  Druck  leiden  kann,  wenn  er  sich  an  einer  an- 
dern Stelle,  pdcr  auch  nur  in  einer  andern  Lage  befindet, 
denn  theils  können  die  beschleunigenden  Kräfte  an  verschie- 
denen Stellen  ungleich  seyn,  ^eils  kann  bei  ^ier  veränder- 
ten Lage  der  Körper  au  Stellen  kommen,  wo  die  Dichtig» 
keit  des  flüssigen  Körpers  -grÖfser  oder  kleiner- ist,  als  sit 
da,  wo  er  sich  voiiiin  befand >  Statt  finden  kann!. 


i  *  • 
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Wirken  aber  auf  jed#8  Theil(;hen  des  flüsrigen  Körpers 
einerlei  beschleunigende  Kr&fte,  iind  ist  die  Dichtigkeit 
nllenthalben  gleich  grofs,  «o  ändert  der  Pruck  auf  den 
festen  Körper  sich  nicht ,  wenn  auch  seine  Lage  verändert 
inrird;  denn  der  Druck  hängt  alsdann  blos  vom  Volumen  des 
festen  Körpers  ab« 

4&.  In  denjenigen  Fällen,  wo  die  beschleunigende n 
Hräfte  und  die  Dichtigkeit  nicht  allenthalben  gleich  grofs 
sind,  würde  die  Berechnung  des  Druckes  auf  deu  festen 
Körper  sehr  viele  Schwierigkeit  haben ,  denn  man  müfste, 
wenn  z.  B.  das  Parallelepipedum  (Fig.. 6.)  sich  in  dem  Hau-' 
916)  deu  der  Köi-per  einnimmt,  befände y  die  Integrale  der 
Formeln  P<](lxdydzy  Qcjdxdydz^  R<fdxdydz  auf  das 
ganze  Volumen  des  festen  Körpers  erstreckt,  sucheii,  wo 
noch  überdies  <j  erst  als  Function  von  a*,  y^  z  auRgcdriickt 
^yerden  müiste.  Diese  Schwierigkeiten  vermindern  sich  in 
den  Fällen,  vrelche  in  der  Natur  vorkommen ,  wovon  bald 
die  Rede  seyn  wird, 

49.  Der  Druck  auf  den  ieaten  Körper  läfst  sich  noch 
auf  einem  andern,  freilich^  im  Allgemeinen  nicht.' minder' 
schwierigen,  Wege  finden.  J^an  könnte  nämlich  für  jede 
Stelle  der  Oberfläche  des  Ilörpers  den  Werth  von  p.' suchen, 
.diesen, nach  der  Richtung  der  drei  Coordinaten  zerlegen^ 
und  den  Druck  nach  jeder  dieser  drei  Richtungen  für  den 
ganzen  Körper  in  eine  Summe  bringen.  Aber  auch  hier 
wird  die  Integration  der  Gleichung  für  dp  vorausgesetzt, 
und  die  Rechnung  "würde  sehr  oft  allzuverwickelt  werden. 
Nur  das  wäre  hiebei  voi*theilhaft  f  dafs  man  die  bei  der  In- 
tegration  vorkomiüende  beständige  GröFs^  nicht  in  Betrach- 
tung zu  ziehen  brauchte,  weil  gleicher -Druck-  von  allen  ' 
Seiten  sich  aufhebt-,  und  der  feste  Körper  nur  in  sofetn  von 
dem  Drucke  des  flüssigen  zur  Bewegung  angetrieben  wird, 
aU  dieser  an  verschiedenen  Stellen  ungleich  ist.  ' . 

Aua  der  so  geftindenen  Kraft  .würde  sich  dann^  i^enn 
man. die  übrigen  auf  den  festen  Körper  wirkendeii c Kräfte 
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damit  vergliche,  bestimmen  lassen ,  ob  der  feste  Körper  la 
«Rübe  bleiben  könne;  oder^  da  hier  nur  von  dem  Zustande 
der  Ruhe  die  Rede  ist,  so  würde  die  Kraft  bestimmt  wer* 
den ,  .welche  erforderlich  wäre ,  um  ihn  im  Gleichgewicht« 
SU  erhalten«  .  '       .         *  ^   ^ 

^o.  Problem  5.  Der  feste  Körper  sey  nur  zum 
Theil  in. den  flüssigen  eingetaucht,  man  soll  den  Druck  be- 
stimmen«  den  er  an  seinem  eingetaikchten  Theile  leidet, 
wenn,  wie  vorhin,  auf  den  flüssigen  Körper  beschleuni* 
.  gende  Kräfte  wirken  und  derselbe  sich  im  Gleichgewichte 
befindet. 

Auflösung.  Dieser  Fall  kann  nur  bei  einem  Fluldo 
vorkommen,  welches  irgendwo  eine  freie  Oberfläche  hat, 
die  nicht  mit  einem  Gefafse  überdeckt  ist.  FCGE  (Fig.  Q.) 
aey  diese  freie  Oberfläche  des  flüssigen  Körpers,  der  sonst 
In  ein  Gefäfs  eingeschlossen  seyn  kann :  der  feste  Körper 
BGDE  sey  &o  eingetaucht,  dafs  nur  ein  Theil  desselben 
sich  innerhalb  des  flüssigen '  befinde.  .  OÖenbar  Itaniz  der 
.Druck  des  flüssigen  Körper^  auf  die  Oberfläche  des  einge- 
tauchten festen  sich  nicht  ändern,  wenn  man  den  hervor- 
tilgenden' Theil  CBE  nach  der  Richtung  der  freien  Ober- 
fläche wegnimmt«  das  übrige  Stück  aber  kann  man  dann 
als  ganz  untergetaucht  betrachten ,  oder  sich  als  mit  einef 
unendlich  dünnen  Schichte  des  flüssigisn  Körpers  über- 
deckt denken ,  welche  keinen  Druck  ausübt,  weil  in  der 
freien  Oberfläche  FCGE  der  Druck  vei!schwindet.  Bei 
der  Bestimmung  des  Druckes  findet  also  alles  das  Anwen- 
dung, was  bei -Gelegenheit  des  vorigen  Problems  angeführt 
ist,  blos  mit  dem  Unterschiede,  dals  «&an  nur  auf  den  ein- 
getauchten Theil  des  Körpers  beziehen  mufiB ,  was  dort  vo]i 
dem  ganseu  Körper  galt* 

51,  Wird  dieser  Druck,  den  der  eingetaiichte  Körper 
leidet,  von  den  übrigen, auf  denselben  wirkenden  Kräften 
gans  aufgehoben,  so  bleibt  er  in  diesem.  Zustande  und 
ruMt;  im  entgegengesetzten  Fdle  aber  wüjcde  er  sich,  mehr 
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oder  "weniger  eintauchen ,  oder  eine  'andre  Lage  annehmen» 
wenn  nicht  eine  neue  Kraft  hinzugefügt  witd,  um  dat 
Gleichgewicht  zu  erhalten* 

5S5.  Die  Elementarkräfte,  welche  aus  der  Wirkung 
der  heschleunijgenden  Kräfte  P,  Qf  R  auf  einen  bestimiAten  ' 
Theil  des  flüssigen  Körpers  entstehen,  lassen  sich  nicht 
immer  auf  eine  einzige'Kraft  bringen,  die  allen  aquipollent 
ist,  sondern  man  miils  sie  oTt  auf  zwei  oder  drei  Kräft^ 
bringen ,  weü'  wenigere  nicht  eben  das  zu  leisten  im  Stande 
sind«  piese  Kräfte  werden  eben  so,  wie  bei  festen  Köi> 
pern ,  bestimmt«  Mau  müfste  z;  B.  für  die  flüssige  Masse^ 
4die  man  an  die  Ste}le  eines  eingetauchten  festen  Körpers 
subatituirt ,  zuerst  'den  Mittelpunkt  der  Masse  suchen ;  als* 
^ann  drei  durch  denaeU)en  gehende«  auf  einander  senkrechte 
Axen  «nnehmen,  und  alle  Elementatkräfte  auf  den  Mittel* 
pnnkt  der^Masse  übertragen',  wo  sich  dann  allemal  eine 
einzige  Kraft  angeben  läfst,  welche  diesen  allen  äquipoUent 
ist.  Ferner,  muls  man^idie  Momtfate  der  filementarkräfte  in 
AücksLcht  der  drei  Axen  suchen,  um  das  Moment  aller 
Kräfte  gegen  diese  Axen  für  den  ganzen  Körper  zu  finden; 
Denkt  man  sich  dlinn  an  dem  featen  Kölner,  den  wir  ^et«t 
wieder  ansut^d«  flusaigen  sübstituiren,  jene  Kräfte  mh 
diesen  Momenten  nach  entgegengcfsettfter  -Richtung  ange- 
bracht, so  ergibt  sioh  leicht  die  Wirkung,  welche  sie  auf 
denselben  hervorbringen,    und  was  für  Kräfte  zur  Erhal- 

,tung  4«s  C^eichgewicbts  nodrwendig  sind. 

.  ■ 

53.    Problem  6.    Der  flüsaige  Körper «  auf  welchep 

beschleunigende  Kräfte  wirken,    ist  in  ein  G^faXs  einge«« 

schlössen«   man  sucht  den  Druck,  .den,  im  Zustande  des 

Gleichgewichts,    das  ganze  Gefafs  leidet,    oder  die  Kraft, 

welche  nöthig  ist,  um  das  ganze  GeBUs  im  Gleichgewichte 

zu  erhalten. 

4 

A  u  f  1  ö  s  u  n  g.     Wenn   der  Druck  auf  jede  Stelle  des 

GeBilses  gleich  gref^yw^r«»  -so  würde  da&  Gefals  ohne' Bei* 

hülfe  finer  andern  Kra&  ioi  Gleichgewichte  bleiben«     Aber 
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dieser  Druck  wird  uhgleich  J  wenn'  bescHetmigeiide  Kräfte, 
wie  hier  die  mit  P,  Q^  B,  bezeichn,eteh ,  auf  den' flüssigen  i 
Körper  wirken;  upd  man  übersieht  leibhf,  dafs  der  Diticl^, 
den  da»  ganze  Gefäfs  leidet,  aus  der  gesammten  Wirkung 
aller  beschleünigex^den  Kräfte  auf  jedes  Tlieilchen  des  flüssi- 
.gen  Körpers  zusammengesetzt,  oder  der. Summe  derselben 
gleich  ist.  Dehn  wenn  die  ganze  Masse,  ohne  ihre  Dich^ 
tigkeit  zu  andern ,  und  während  die  Wirkung  der  beschl^u-  , 
iiigenden  Kräfte  fortdauert,  eich  in  einen  festen  Koi-per 
Terwandelte^  s6  könnte  man  offenbar  alle  diese  Kräfte  als 
unmittelbar  auf  das  Gefals  wirkend  betrachten. 

Die  Richtigkeit  dieser  Behauptung  laXist  sich  i^uch  aus 
den  bisherigen  Schlüssen  herleiten.  Man  betrachte  nämlich 
das  ^efäfs  als  in  ein  unliegränztes  Fluidum  eingetai^chl^' 
und  seine  Wände  als  so  dünne ,  dafs  der  Qxruck  de^  aufsem 
flüssigen  Körpers  sich  dexu  im  Gefäfse  enthaltenen  mitthei- 
leii  köan^;  so  mu£s,,  wenn  das  Gleichgewicht  fortdauern 
soUi  der  Druck  ^/von  aUfsen  dem  von  innen  (welcher 
von  dem  im  Gefäfse  enthaltenen.  Fluido  herrührt)  gleich 
seyn.  In  Rücksicht  dea  Djruckes,  den  das*  Gefäfs 
von  aufsen  leidet,  ist  es  aber  völlig  wie  ein  cinge- 
<a,uchter  fester  Köi-peir  zu  betrachten ,  uij^  .es  ist  erwiesen, 
dafs  der  Druck,  4eji  ein  solcher  leidet,  der  Wirkung  aller' 
beschleunigenden  Kräfte 9  denen  dieser  Xheil  des  flüssigen 
Körpers  jinterworfen  ist,  gleich  sey ,  folglich  ist  der  Druck 
des  eingeschlossenen  Fluidivtutf  das  Gefäls  eben  so  grofs, 
und  es  wird  hiedurch  die  Kraft  bestimmt,  welche  noth wen- 
dig ist,  tim  das  Gefaüs  zu  unterstützen ,  oder  im  Gleichge- 
wichte zu  erhahcfn.  -  ' 

« 

.54.  Der  gesammte  Druck  auf  das  ganze  Gefäfs  ist  also 
eben  so  grofs,  als  wenn  die  flüssige  Masse  mit  dem  Gefäfse 
einen  festen  Körper  ausmachte;  aber  der  Druck,  den  jede 
einzelne  Stelle  der  Wände  leidet ,  ist  ganz  verschieden  von 
dem.J)ru<;ke  eines  festen  ^Örper«,  ...  , 

55..  Es  ist  bisher  angenommen,    der  flüssige  Köiper 
sey*gaiUB  in  ein  Gefäfs  eingeschlo»sW',^^tifser  däfe  ÄiStel- 


\ 
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len,  wo-  der  Druck  vcrschtvindet ,.  idie  Oberfläche  unbe* 
deckt  seyn  kann.  -  Wäre  aber ,  anderswo  eine  Oefaung  im 
GeFalJe,  4ie,  um  das  Ausüieüsen  zu  veitindern,  durch 
einen  mit  einer  gewissen  Kraft  gegen  den  Druck  von  innen 
wirkenden  Kolben  geschlossen  würde ;  so  hätte  das  GefäTs 
auTser  dem  Drucke  des  flüssigen  Körpers  nun  auch  nooh 
diesen  Druck  auszuhaken ;  und  da  diesjB,  äufsere  Kraft  sehr 
ungleich  seyn  kann,  je  nachdem  des  Kolbens  Giundfläche 
gTÖiier  oäer  Jileifier  ist,'  so  kann  auch  der  ganze  Druck, 
den  das  Gefäfs  leidet,  sehr  verschieden  werden.  Sobalrl. 
aber  der  Kolben  lAit  dem  Gefafse  rereinigt  wird,  und  die 
aufsere  Kraft,  welche  ihn  vorhin  gegen  den  Druck  von  in- 
nen erhalten  mufste ,  zu  wirken  aufhört,  so  wird  das  Ge- 
fäfs blos  von  dem  vorhiil  aus  der  Wirkung  der  beschleuni- 
genden Kräfte  bestimmten  Drucke  zur  Bewegung  angetrie- 
ben, und  die  Kraft,  welche  dasselbe  im  Gleichgewichte 
erhalten  soll ,  wird  blos  aus  dieser  bestimmt.  >^ 


iteMMM 


Vierter    Abschnitt! 

T^om  Gleichgewiolite  ßüssigßf  Körper ,    auf  welche 

blos  die  Schwere  wirkt. 


6tf*    f  roblem  7^    Wenn  auf  einen  flüssigen  Körper 
Uöa  die  Schwere  nach  vertioaler  Richtung  Wirlit,   alle  Be- 

^  dingungen  des  Gleichgewichts  anzugeben« 

■ 

Auflosung.-  Wit  betrachten  hier  die  Schwere  als 
eine  beständige  Kraft >  und  ihre  Richtungen  als  unter  sich 
paullel.  Ihre  Gröfee  sey  =i=^,  una  allgemein  ;eu  über- 
sehen ,  wie,  di^  Erscheinungen  sich  bei  einer  gröfsern  oder 
^  geringern  Schwerkraft,  als  die  an  der  Oberfläche  der  Erde 
Statt  findisnde».  welche  wit  =  1  setzen,  verhalteÄ  würden. 


k 
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^  Die  Ebene -4  Xy  (Fig.  9.)  «ey  horizontal,  also  die  Bich<» 
tung  der  Schwere  senkrecht  auf  dieselbe;  Zsey  einTheilclien 
des  flüssigen  Körpers,   dessen  Lage  durch   die  auf  einandec 
senkrechten  Coordinaten  j1  Xz=  x^  XY  ^=yy  YZr^.  z  be- 
istimmt wird.     In  dem  Punkte  Z  sey  der  Grad  der  Warme 
=  r,  die  Dichtigkeit  des  flüssigen  Körpers  sr^,   und  die 
Höhe,  welche  denDruck 'abmifstf' =:p;  auch  sey  aus  der 
Natur  d^  flüssigen  Körj^ers,  wenn  uiunlich  dewelbe  homo- 
gen ist,  das  6esetz  bekannt,  nach  welchem  </  von  p  und   f.. 
'  abhängt; '  oder,    wenn  er  nicht  homogen  ist,    so  sey' 7  als 
Function  der  übrigen  Gröfsen  gegeoen, '   Da  nun  da«  Theil* 
cheh-  Z  von  der  beschleunigenden  Kraft  =  -g  nach  der  Rich- 
tung ^F  niederwärts   getrieben  wird,    und    keine   andre 
Kräfte  auf  dasselbe  wirken,  so  ist  in  den  allgemeinen  Aus- 
drücken des  voi'igcn-  Abschnitts  P  =  o,  0  =  0,  R=  —  ^, 
daher   wird   die   Gleichung,     welche  die  Bedingung    des 
Gleichgewichts  enthält  (ß«  3p0>   hier  Jp  ;=  — ^ydz,   und 
das   Gleichgewicht  kann  nur  dann  bestehen,    wenn  sich 
diese  Gleichung  integrireu  läfst« 

« 

Hieraus  lassen  sich  nun  leicht  auch  dii?  übrigen  Pro- 
bleme des  vorigen  Abschnitts  ebenfalls  auflösen.  Wenn 
nämlich  der  feste  Körper  BCDE  (Fig.  7.)  in  dem  Fluido 
untergetaucht  ist;' so  ist  die  Kraft,  welche  ihn  aufwärts 
treibt,  so  grofs,  als  das  Gewicht  der  flüssigen  Masse,  wel- 
che beim  Zustande 'des  Gleichgewichts  seligen  Raum  ein- 
nehmen w^rde,  und  die  Kichtung  dieser  Kraft  geht  durch 
den  Schwerptinkt  derselben  flüssigen  Masse.  Es  sey  also, 
innerhalb  des  Korpers  HCt)  K,  C  der  Punkt,  wo  der  SchVvrer- 
punkt  der  substituirten  flüssigen  jytasse  liegen  würde,  irnd 
das  Gewicht  dieser  IVIasse  sey  =  '(7,  so  ist  auch  die 
Kraft,  welche  den  untergetauchten  Körper  aufwärts  treibt» 
zss  Gf  und  ihre  Richtung  gvht  dur^h  den  Funkt  6*. 

r 

Eben  so  fiindet  mon  den  Druck,    den    ein  zum  Theil* 
eingetauchter  Körper  leidet,    wenn  man  das  eben  gesagte 
blos  auf  den  eingetauchten  Theil  desselben  besieht. 
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Der  Druck^ endlich^  vt^elchen  das  ganze  Gefals  leider, 
ist  dem  Gewichte  der  flüssigen  Masse  gleich,  und  die  Rieh« 
tung  des  Druckes  geht  durch  den  Schwerpunkt  der  im  Ge* 
i^^Xise  enthaltenen  flüasigen  Masse. 

57.     Die  Möglichkeit  d^s  Gleichgewichts  beruht  ajso 
hier  darauf  >  .  dafs!  9  eine  Fui^ction  sey,    welche  die  Glei- 
chuxkg  integrabel  macht«     Da  nun   bei   einem   hom^ogeiien 
Fluido  die  Dichtigkeit  9  als  Function  ^on  p  undr^zu  be* 
trachten  ist;  so  kann  das  Gleichgewicht  bei  einem  solchen' 
nicht  bestehen^  wenn  nicht  der  Grad  der  Wärme  =r,' wel- 
chen man  als  eine  Function  des  Oits  betrachten  kann,   Mos 
von  der  Höhe  YZ  =  z  abhängt,  oder  in  allen  Funkten,  für 
i^elche  z  denselben  Werth  hat ,   auch  r  einerlei  Werth  er- 
hält.     In  allen  Fällen  also ,  wo  ein  der  Schwere  unterwor- 
fenes homogenes  Fluiduni   in  verschiedenen  Punkten   der- 
selben Horizontalschichte  ungleich  erwärmt  ist,    kann  kein 
Gleichgewicht  Statt  finden.      Allgemein    aber  kann,    auch 
bei  einem  gemischten  Fluido ,  das  Gleichgewicht  nicht  be- 
stehen, wenn  nicht  ^  in  jejem  Punkte  derselben  horizon- 
talen Schichte  gleich  grofs  ist. 

5Q.  Die  bisherigen  Schlüsse  gelten  furjedeii  flüssigen 
Körper,  er  mag  einer  Compression  fähig  seyn  oder  nicht,  und 
lassen  sich  auch  auf  eine  Mischung  verschiedener  Materien 
anwenden.  Wir  wollen  j^zt  zur  Anwendung  der  Formela 
auf  die  besondetn  Fälle  übergehen.. 

jtmvendung  auf  flüs^ge  Körper,   welche  sich  nicht  zusamnien^ 

drücken  las*en^ 

'  59.  Problems.  Wenn  der -flüssige  Körper  homo- 
gen, und  die  Dichtigkeit  ^  eine  beständige  Gröfse  ist^  die 
Bedingungen  des  Gleichgewichts  zu  bestimmen  \  neigst  dem' 
Drucke,  den  Sowohl  das  Gefafs,  9!$  auch  eingetauchte 
feste  Körper  leiden. 

Auflösung.  Da  die  Dichtigkeit  allenthalben  gleich. 
iity  sosey^si»  mithiiidp=— ^Wz,  undps=g*Ä(/i — z}. 


•   • 


/. 


I  '  ■  . 

Aa  I,  Th,  6^S£tze  des  Gldchgtivickts  flüssiger  Körper* 

wenn  h  die  bei  der  Integration  hinzu  kommende  bestandig« 

Gröfse  bedeutet. 

'       *         '    ~  '    .'  .        » 

Nach  dieser  Formel  wird  »ho  der  Druck  =  o ,  Wenn 

2=  fe  ist,  oder  in  denjenigen«  Punkten,  wolcUe  um  die 
Höhe  z=z  h.  über  der  als  Abscisseuebene  angcnonin^enen 
horizonlalen  Ebene  liegen.  Hier  entsteht  also  eine  freie 
Oberfläche,  die  horizontal  ist.  Stellt  FEG  (Fig.  lo.) 
diese  horizontale  Oberfläche  vor,  und  CYD  die  Ebene, 
von  welcher  an  die  vcrticalen  Ordinaten  z  gerechnet  wur- 
den ;  so  ist  E  i^  =  fc »  "»^«^  >  wenn  für  irgend  einen  Punkt 
jZ:  die  Höhe  rZ=2^,st,  *owirdp=|-6(Ä— z)  =  ^fc.EZ. 
In  gleichen  Höhen  ist  folglich  der  Druck  gleich,  lind  der 
Tiefe  unter  der  freien  Oberfläche  propoitional.  •  Uebrlgeu« 
ist  der  Druck  auch  der  Schwerkraft  =  g  und  der  Dichtig- 
keit =  h  proportional.  Wenn  man  also  annimmt ,  dafs  der 
betrachtete  flüssige  Körper  der  natürlichen  Schwere  an  der 
Oberflache  der  Erde ,  die  wir  =  i  setTsteu ,  unterworfen 
ist,  und  dafs  seine  Dichtigkeit  =/:  i ,  oder  so  grofs  ist,  als 
die  Dichtigkeit  derjenigen  Materie,  welche  wir  bei  der 
Abmessung  des  l)ruckes  aum  Grunde  legen;  so  wird 
p  =  £  Z ,  oder  die  Höhe  p ,  welche  dpn  Druck  abmifst, 
ist  in  diesem  Falle  der  Tiefe  unter  der  fireiejk  Oberfläch» 
gleich  =  h — z.  .     •  ^ 

Da  das  Fluidum  homogen  ist,  so  ist  der  Druck,,  den 
ein  untergetauchter  Körper  leidet,  so  gröfs,  als  das  Ge- 
wicht eines  gleichen  Volumens  der  flüssigen  Masse,  und  die 
mittlere  Richtung  dieses  Diuckes  geht  durch  den  Mittel- 
punkt der  Gröfse  des  Körpers. 

.     • 

Der  Druck  auf  das  ganze  Gefäfs  endlich  ist  dem  Ge- 
wichte der  eingeschlossenen  flüssigen  Masse  gleich; 

tfo.  Ilierai»  folgt  nun  von  sell}St,  dafs  tei  jeder  Gc- 
Malt  de«  Gefäfses  (Fig.  xi.)  auch  die  von  einander  getrenn- 
ten Stücke  F/,  £e,  Gg  der  Oberfläcli«  ii»  derselben  Hori- 
»ontaleben«  liegen,     in    welpher  der 'Formel  aufolg©  dar 


jy.  Ahsckn,  Körper,   auf  welche  ilos  die  Schwere  wirkt»     ^p 

Druck  =  o  'wird.  In  jedem '  tiefer  liegenden  Punkte  2^ 
(Fig.  lo»)  aber|ist  der  Druck  so  grofs,  als  das  Gewicht 
einer  aus  diesem  Fluido  bestehenden  Säule,  welche  die  ge- 
druckte Fläche  zur  'Bas\s  hat,  und  deren  Höhe  der  Tiefe. 
£  Gunter  der  Oberfläche  bleich  i^.t. 

Dieses  gilt  auch  für  jede  Stelle  der  Wände  des  Ge* 
ISfses,  dafs  nSmlich  der  Drück*  iri'  T  (Fig.  ii.),  welcheti' 
die  Wand  des  Gefäfses  nach'senlirechtei*  Richtung  leidet/ 
durch  das  Gewicht  einer  aus  diesem- 'Fluido  gebildeten 
Säule,  deren  Höhe  =  T^ist,-  ausgedrückt  -wird,'  wfenn 
die  Basis  dieser  Säule. der  gedrückten  Fläche  gleich  ist. 

6 1 .  Die  :Kraft ,  welche  einen  .untergetauchten-  Körp«ft* 
aufwärts  treibt,  ist  «gleich  grofs^  an>  welcher  Stelle  sich' 
auch  dieser  Körper  befinden  mag;  denn,  obgleich  jeden' 
Ftmkt  seiner  Oberfläche  einen .^röfsernlhruck  leidet,  wenu 
der  Körper  sich  tiefer  unter  der  fceien'Öbei'flächa  G  F  befin-f 
det,  so  ist  doch  der  hieraus  für  i  den  ganzen»  Körper  eutste-* 
hende  verticale  Druck  immer  derselbe. 

62.  Aus  diesen  allgemeinen  SätSen  läfst  sich  alles  lier^ 
Ifiten,  was  man  gewöhnlich  in  der  Hydrostatik  vorzutragen 
pflegt;  da  aber  diese  An\irendungen  der  allgemeinen  Gesetze 
bekannt  genug  sind ,  so  übergehen  wir  sie  hier^  und  weur 
den  uns  zu  Betrachtung  einiger  Lehren,  die. man  gewöhnlich 
nicht  so  sorgfaltig  aus  einander  setzt,  namjich  zu  Unter- 
suchungen über'  das  Gleichgewicht  flüssiger  Körper,  wel- 
che aus  ungleickaxtigen  Theilen  best«iheii.. 

A3.     Problem    9.      Wenn  eiij  flü$siffer  Korper,    der 
keiner  ZusAmmendrückung    fähig   ist,     aus    verschiedenen' 
Materien  gemischt  ist,  die  Bedingungen  des  Gleichgewichti 
und  den  Druck ,    den  das  Gefafs  und  eingetauchte  Korj}er 
leiden,    anzugeben.  .  **  .      ^ 

;  A u  f  1  ö  s  u  n  ^  Alle  gebrauchte  Buchstaben  behalten . 
ihre  bisherige  Bedeutung,  aber  die  IHohtigKeit ,  welch^j,. 
hier  nicht  überall  gleich  grofs  ist,  hezeichaea  wir,  wieder,  • 
wie  vorhin ,  mit  o.     Es  ist  also  für  den  Zustand  des  Gleich-  . 


.      .  ••  •  - 

go      •  L'Th,   Gesetze  des  Glelckgewuhts  ßüssi^er  Kö/iJer. 

• 
gewicbts  dp  :=z  —  g<idz  —    eine  Gleichung,    welche  nur 

dann  sich  integriren  läfst,  wenn  q  von  keiner  andern  Gröft0 

als  von  z  abhängt,  oder  wenn  die  Dichtigkeit  in  jeder  hori-' 

zontalen  Schichte  überall  einerlei  ist.      Die  verschiedenen 

Fiuida  werden  also,    wenn  das  Gleicligewlcht  besteht,    in' 

horizQXktal^n  Ebonen  IH,  JLK  (Fig.  12.)  einander  berühren, 

dafs  nämlich  voipi  der  fiy^ien  Oberfläche  F  G  bis  zu  einer  an-^ 

dern  horizontalen  Ebene  H/ sich' ein  Fluidum  von  gleicher- 

Dichtigkeit  I^efind^t,  u^d  von  1^21  bis  L  IC  ein«,  andre  gleich«, 

falls  homogene  Materie  ii.  s.  v(r. 

Wenn  hier  ein  Fester  Körper  in  den  flüssigen  untergc-. 
tauch t'is^;  so  mufs. man,  ..um  den  Druck  zu. finden,  den  er 
leidet,  das  Gewicht  der. flüssigen  Masse  suchep,  welche  zu 
Erhaltung  des  Gleichgewichts  die  Stelle  einnehmen  mübte, 
in  der  ^ch  jetzt  Aof  feste  Körper  befindet;  Ist  der  Schwer- 
punkt dieser  flüssigen  Masse  in  O,  so  geht  die  mittlere 
Richtung  des  Druckes  durch  O,  und  dieser  Druck  ist  dem 
Gewichte  jener  Masse  gleich. 

Um  den  Druck  zu  bestimmen,  welchen  irgend  ein 
Pynkt  Z^  z.  B.  in  der  Wand  des  Gefafses  Ijeidet,  mufe  die 
Dichtigkeit  AeY  verschiedenen  Materien  bekannt  seyn.  Sie"^ 
sey  für  die  Schichte  FI  =/,  für  die  Schichte  HL  =7w, 
und  für  KN  =/i;  so  wird  die  Höbe)  welche  den  Druck 
inZabmlTst,  =  -p.Cr4-m.IL  +  n.L2].  •  ^      ' 

*■  -  *  • 

64«  -  Fluida  von  üngletcher  Dichtigkeit  gelangen  also 
nicht  eher  zum  Gleichgewichte ,  als  bis  sie  sich  in  horizon* 
tale  Schichten  geordnet  haben.  Sobald  aber  jede  horizon*  . 
tale  Schichte  durchaus  von  gleicher  Dichtigkeit  ist;  so  kann 
das  Gleichgewicht  bestehen,  ohne  dafs  eben  nothwendig 
die  Schichten ,  deren  Dichtigkeit  am  grofsten  ist,  die.un-, 
tersten  zu  seyn  brauchen,  Indefs  ,^  wenn  sich  ein  Fluidum 
von  grofserer  Dichtigkeit  über  einem  weniger  dichten  be- 
fände, so  würde  das  Gleichgewicht  gaf  keine  .Stabilität 
haben,  sondern  bei  der  geringsten  Erschütterung  (sobald 
nämlich  die  Gränze,  in  ^fvolcher  die  beMen  Fluida  einandci* 
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berühren,  aufliörty  genau  horizontal  zu  seyn)  würde  der 
schwerere  »ich  zu  Boden  senken.  Zur  Stabilität  des  Gleich-' 
gewichts  ist  es  also  noth wendig,  dafs  die  niedrigsten 
Schichten  auch  die  schwersten«sind. 

Flüssige  Körper,  die  sich  mit  einander  vermischen, 
hilden  nach  der  Mischung  eine  Masse ,  die  man  als  homo'- 
,gen  hetiachten  kann,  und  hei  denen  ßndet  daher  die^hson* 
derung  in  Schichten  nicht  Statt. 

65*  Wenn  auch  der  flüssige  Körper  nur  aus  einerlei 
Materie  besteht,  so;  kann  doch  die  Dichtigkeit  wegen  Un* 
gleichheit  der  Temperatur  an  verschiedenen  Stellen  ver- 
schieden seyn.  Und  hier  gibt  es  Fälle,  wo  nicht  blos  keJii 
Gleichgewicht  Statf  iindet,'  sondern,  wo  sogar  eine  Her* 
Stellung  des  Gleichgewichts  ganz  unmöglich  ist.  Bei  einer 
Mischung  ungleich  schwerer  Materien  stellt  sich  doch  end- 
Itch  das  Gleichgewicht  her,  wenn  sich  die  schwerern  zu 
Bollen  senken ;  aber  ein  Fluidum  gelangt  nie  zum  Gleichge» 
wichte,  wenn  fortdauernd  die  Warm»^  in  verschiedenen 
Funkten  derselben  horizontalen  Schichte  ungleich  bleibt. 
Wenn  z.  B.  das  mit  Wasser  »gefüllte  Geföfs  FN  (Fig.  13,) 
durch  eine  aulsere  Ursache  fortdauernd  an  >ier  Seite  GN 
wärmer  erhalten  würde ,  als  an  der  andern  Seite ;  so  v^ürde 
die  Dichtigkeit  des  Wassers  in  der  Qegend  EN  geringer^ 
seyn,  aU  desjenigen,  weichet  den  Raum  B'L  ausfüllt.  Um 
mm  die  hiedurch  bewirkte  Bewegung  leichter  zu  beurthei- 
len,  nehme  man  in  !£L  eine  vcrticale  Wand  an,  welche 
das  wärmere  Wasser  von  dem  kaltem  absondert;  so  mufs, 
wenn  unten  bei  Z  der  Druck  von  beiden  Seiten  gleich  seyn 
soll,  die  Höhe  £2rdes  wärmern  Wassers ^gröfser  seyn,  als 
ileeZ  des  kaltem.  Wenn  dieses  der  Fall  ist,  so  kann  zwar 
in  der  Oefnung  Z  keine  Bewegung  entstehen ,  aber  an  ho- 
hem Stellen  ist  jetzt  der  Druck  des  wärmern  Wassers  zu 
grofs  *) ,  und  dieses  würde ,  wenn  sich  im  oberu  Theile  der 


♦)  Irt  üämltcb  de»    kalten  \Vawers*Dichu*yVeIi  =  h,    de»  warmen 
es  B ;     «e   miifst« ,     umt   in   Z   da«    GielcligewiohX    si4    eri^klten, 

^  .Da 
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\yand  Ocfniingen  b^fanclen,  in  den  Raum  « M  übcrfliefsen : 
dadurch  aber  uähiue  die  Ifölie  des  kalten  Wassers  und  der 
Druck,  den- dasselbe  in  ^ausübt,  zu,  und  folglich  würde 
nunmebr  das  kalte  Wasser  in  Z  zu  dem  warmen  überzu- 
fliefsen  anfiint^cn:  dlesfr  Zuilufs  vermehrt  die  Höbe  des 
warmen  Vvasacis,  und  folglich  dauert  der  Abflufs  desselben 
dnrch  die  obere  Oefnung,  und  der  ganze  Kreislauf  fort.  — 
Niir  versieht  sich,  dafs  man  auf  die  Mittheilung  der  Wär- 
nie,  welche  endlich  die  Ungleichheit  der  Temperatur  sehr 
vermindern  ulid  aufheben  könnte,  hier  nicht  Rücksicht 
nimmt. 

Eine  ähnliche  Bewegung  würde,  auch  wenn  keine 
Wand. da  wäre,  Statt  finden;  p.a  würde  nämlich  oheto  ein 
Strom  des  warmen  Wassers  gegen  das  kalte  zu,  tmd  unten 
ein  entgegengesetzter  Strom  des  kalten  Wassers  nach  der 
erwärmten  Seite  zu  Statt  finden,  und  dieser  würde  unauf« 
hörlich' fortdauern,  so  lange  die  Temperatur  an  der  einen 
Seite  des  Gefäfses  von  der  an  der  andern  Seite  vertchie* 
den  ist. 

6d.  Diese  Strömungen  werdeti  desto  stärker  s^yn ,  je 
tiefer  das  Fluidum  und  je  gröfser  der  Unterschied  der  Wär- 
me ist.  Wahrscheinlich  rührt  von  dieser  ungleichen  Er- 
wärmung der  beständige  Strom  des  Meeres  von  Osten  nach 
Westen,  welchen  man  zwischen  den  Trppicis  bemerkt, 
her;  denn  d^s  ^leer  ist  in  den  östlichem  Gegenden  allemal 
mehr  erwärmt,  als  in  den  westlichem.  Das  Fortrücken  < 
der  Sonne  von  Osten  nach  Westen  trägt  %\x  Vermetfuug, 
dieser  Wirkung  bei»  • 

£2rsa  — .eZ  scyn',    aho  £e  rs      '    ■    .  eZ.  Dann  Ist  aber  in  Y 

der  Druct  des  warmem  Wasfcrs  =  £  y .  B  =  ß  .  (e  y  +  e£); 
und  der  Druck .  des  käitern  =3  ^  .  e  Y".    Solken   diese  beiden  Aus- 

drücke  gleich  «eyn,  so  miifste  e  £•  =3    ■  .  t  Y  «eyn ,    welches 

nicht  Statt  finden  kann,  \rcnu  Y  «n   von  Z  versphicdencr  Punkt 
»eyn  soD« 
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jinwenduiig  auf  ßiLssige  Köi-ptr  j    welche  einer  Verdichtung  wid 

Verdiinnung  fähi^  sind. 

67.     Problem   10^    Wenn   auf  einen  dej:  T-iuft .  ähn- 
■  liehen  homogenen  Körper,    dessen  Temperatur  allt^nthajben  \ 
gleich  i«t,  die  Schwere  wirkt,  die  Bedingungen  des  Gleich- 
gewichts und  den  brück  an  jeder  Stelle  anzui;c1>cn. 

.Auflösung,     In    dem  Punkte    Z  (Fig;    r;.),*   dessen 

Höhe  durch  die  verticale  Ordinate  rZ=i    bestimmt  ist, 

8ey  wieder  die  Dichtigkeit  =9,    die  Hihe,    uelchc  den 

Dj-uck  abmifst,  =  p,  und  die  Kraft  der  Schwere  sey,    wie 

vorhin,   =  «-j  ^o  bestimmt  die  Gleichuug  dp  =::  —  gfjdz 

die  Bedingungen  des  Gleichgewichts.      Da  die  Wärme  als 

allenthalben  gleich  angenommen  ist,   so  hängt  <j  blos  vom 

dp 
Drucke p  ab,    und  die  Gleichung  —  3= —  gdz  ist  aUemal 

integrabel«  daher  kann  das  Gleichgewicht  hier  immer  beste- 

hen,  und  die  Integralgleichung y —  i=  g  (h  —  z)   bestimmt 

-  '  .7  -  » 

den  pruck,  wetm  man  statt  cj  seinen  durch  p  ausgedrückten 

dp  ..       \ 

\Verth  setzt ^  und  die  Fonnrf  —  wirklich  intfegrirt.      Wir 

wollea  diese  Integration  bei  verschledn^n  für  f  angenom- 
menen Werthen  wirklich  ausführen. 

L     Es  sey  zuerst  der  Druck  der  Dichtigkeit  proportio- 

nal ,  also  p  s=  — ,  wo  b  eine  bestimmte  Dichtigkeit  ist,  bei 
^ivelch^r  für  die  gegenwärtige  Temperatur  der  Druck  =  a 

Statt  findet  j  so  ist  ^  =  — ,  und  folglich      , 

.  -T-p^^sQ^—^^r    das  ist  —  log.p=5-C'^  — z). 

Ist  h  die  Dichtigkeit,    welche   in   der  horizontalen  Ebene 

jiXYj   von  welcher  an  die  Ordinateu  ;&  gerechnet  werden, 

a 
Statt  findet;  so  wird  für  z  =  0,  p=a^  also  rr  log.  az=s  gk. 


■ 
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und  wenn  man  hieraus  den  Werth  der  beständigen  Gröfse  k 
in  die  allgemeine  Gleichun-g, setzt,    so  ergibt  sich 

g  bz  ;     Ä 

a  ^'    P 

•  / 

II.  Als  ein  zweites  Gesetz  der  Abhängigkeit  der 
Gröfse  (f  von  p  wollen  wir  folgende ,  den  I^iinomenen  ganz 
angv-messene ,  annehmen ,  .welches  wegen  der  Integrationen 
vortheilliafter  ist ,  als  das  oben  im  ersten  Abschnitte  ange* 
gebene<  -r-  Es  sey  m  die  hleinste ,  n  die  gröfste  Dichtig- 
keit« welche .  der  flüssige  Körper  anzunehmen  fähig  ist, 
und  für  jede  andere  Dichtigkeit  =  y  finde  die  Gleichung 
m^  4"  np 


9  = 


k+p 


ätatt)  in  welcher  k  einen  sehr  grofsen  Druck 


bezeichnet,  welchen  wir  in  unsern  Experimenten  nicht  er- 
Tcichen ,  der  ind'el*  ein  solches  Verhältnifs  gegen  die  übri- 
gen Gföfsen  hat,  da^s  schon  bei  mäfsigen  \yerthen  von  p, 
mk  gegen  np  als  unbedeutend  kann  angesehen  werden ,  und 
dieses  ist  bei  der  Kleinheit  von  m  sehr  wolil  möglich.  We-» 
gen   der  letztem   Voraussetzung  wird  •  bei    einem  mittlem 

Werthe  von  ;?,  ^  =  —  beinahe,  oder  die  Dichtigkeit  dem 
Drucke^  beinahe  proportional. 

Dieser  Werth  von  (j  in  die  Differentialgleichung  ge- 

-kdp  -    pdp 

setzt,  gibt  —  ■.  ■ "  ■  +  ■■,    ,     -= — gdz.  oder 
'  ^        mk  +  np        nik  +  np  *       * 

mk  dp 


kdp  I 

+  -dp 


^ •  ,11  =  —  S^^>    folglich 

II       (mk+np)  .  ^ 


mk  +  np         n 

k  '  P 

—  («  —  m)  log.  C''* ^  +  '^ p)  "l"  "".  =^CoTist.  — gz^ 


nn 


n 


daher,  wenn  für  z  =  o ,  p  =  a  werden  soll^ 

k                                fm  A*  +  « a1  ■       a  —  p 
-l  Cn—m)  log.     -"TT H ='5^- 

gehört  ^uu  mit  dem  Drucke  =  a  die  Dichtigkeit  =  l  £«• 


I 
I 
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m  i  +  n  Ä                   '    (n  —  h)  a  . 
sammen,  so  Ist  h  =       ,  ,      ■  ,  also  K;=:  —7 9     nni 

lind ,  "vi^eun  man  auch  in  die  Integralgleickung  für  k  sehaen 
^Ycrtll  setzt,  so  wird 

-«  — p        (n  —  i)C''  —  ^^^  ^^  C** — "*) 

^*'  M  .n^  (h  —  m)  ^*  ma(n — ^)+Mp(Ä — m) 

Aus  dieser  Gleichung  folgt,  dafs  der  Druck =0  \yird,  \renn 

a         a(n — b)  (n — m)  ,        0*  — '")  * 
z  =  —  +  j, :; —  log.  ~: TT  , 

xind  so  hoch  würde  sich  folglich  die  Atmosphäre  erstrecken, 
wenn  das  hier  angenommene' Gesetz,  nach  welchem  Dich- 
tigkeit und  Druck  von  einander  ahhÜQg^n,  für  uhsre  atmo- 
sphärische liuft  richtig  wäre« 

6ß.  Da  wir  den  Druck  der  Atmosphäre  durch  die 
Höhe  einer  Quecksilhersäule  afezttmessen«  pflegen,  so  sey 
hier  die  Dichtiglifiit  des  Quecksilbers  =:  1.  '  Die  nnbekaont6 
giöfste  Dichtigkeit",  welche  die  Luft  jsu  erTangen  fähig  ist, 
wollen  wir  ebenfalls  der  Dichtigkeit  des  Quecksilbec» 
clcich,  -rt  =  I  annahmen  i  für  b  aber  die  natürliche  Dich- 
tigkeit der  Luft  an  der  Oberfläche  der  Erde,  also  etwa 
l  —  ToOT5  setzen.  Ferner  nehmen  wir  ^  =  i  an ,  so  wird 
in  der  vorigen  allgemeinen  Formel 

9999(1  —  m)  a  (1— *m)a 

2=:a      P*^  —  LOOOO'.ni       ^*  9999. ma+ (1  — iOOOom)p 

^  ■  .  ''" 

und  die  Höhe  der  ganzen  Atmosphäre 

9999(1 — jn)a  1 — m       ,     '       ^ 

=  «  + -*  'og. 


1  — 10000, m  —  \,.9S^99  '  '^.    *.w, 

Setzt  man  hier  tn  =  lo""»* ,  so  wird,   weil  /*  eine  siiemlich 
grofse  Zahl  ist,  beinahe 


^  SS  a  —  p  ?t-  10000  .  a  log.  * 


10  »ä, 

a+io'*'"lp 
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lind  die  Höhe  der  Atinospbäie 

=-a  +  loooo  *  a  .  Cc**-— 4)  .  log.  nat.  10, 

Da  nun  log.  nati  10  ==:  2,3oisj58»  so  wird,  wenn  man  /«  =  6; 

setzt,  und  die  Meile  zu  «2:3026  Fufs  -rechnet,  a  aber  =  2^ 

'Fufft  annimmt  y    die  Höhe   der  Atmosphäre  ungefähr  ±35 

Meilen ;   setzt  man  hingegen  ^  =  3 ,    so  erhült  man  eben 

diese  Höhe  res  xo  M6ilen« 

■  /  « 

Da* es  aber  setr  zweifelhaft  ist,    ob  die  Luft  eirter  sol- 
.  chen  'Verdichtung,    wie  hier  angenommen,   fähig  .sey;    so 

könnte  man  noch  die  Voraussetzung  n  =  -y^  versuchen,  wo* 
'  bei  noch   immer    die  gröldte  Dichtigkeit  200  mal   grufser' 

aIs  i  ist,  dann  würde  .  ^    ' 

..       50.  199.  (1-^50  .  m)  a 
?  =  5Qf(a—p)  1 • : 


log. 


l  -^  iOOOO 

'(1  — \5o  .  m)  a 


in 


5o,i99,m,a4-/^(i  —  ipooq  .  in)  * 
und/die  Höhe  der  Atmosphäre 

,    '  5o-' 199  •  (1-^50» '") 'S»        ?    X— 5o.»n 

==  50 ,  a  + ^^T"" ^OE,  '  . 

X' — ioooo,  m  .       50  .  199  .  m 

Setzt  man  hier  m=  io*~8^  so  wlid'die  Höhe  der  Atmo- 
sphäre, wenn  a  ==  2^  Fufs  (welches  nahe  richtig  ist,  wenn 
'man  nach  englischen  Fufsen  rechnet^,  ungefähr  229000 
Fufs,  oder  ebenfalls,  beinahe  =1:  10  Meilen,  weil  die  Aen- 
derung  des  Wcrths  von  n  auf  den  Wcrtl?  von  z  wenig  Ein- 
flufs  hat.  —     Für  m  aber  kann  man  wohl  keinen  gröfsern 

Werth  al^  m  3=  •xo'^S  setzen ,  oder  m  =  ^e-csiy-  ^» 

> 

6g,  Indefs  läfst  sich  von  dieser  ganzen  Rechnung  kein 
.  sicheres  Resultat  erwarten,  da  wir  über  das  Gesetz^  nach 
welchem  Druck  und  Dichtigkeit  von  einander  abhängen, 
wenn  die  Dichtigkeit  sich  ihren  Gränzen. merklich  nähert, 
durchaus  nichts  wissen,  und  diese  Gränzen  selbst  uns  unbe* 
kannt  sind*  Bei  den  in  der  Erfahrung  vorkommenden  FäU 
len ,  man  mag  sich  über  die  Oberfläche  der  Erde  echebeu, 
oder  .unter  sie  hinabsteigen ,   sind  die  Resultate  der  beiden 
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t 

angenommenen  Hypothesen  vülllg  eilierlei,  und  nur,  wenn 
man  sich  bis  zu  sehr  girofsen  Höhen  erheben  köxuite,  würde, 
der  Unterschied  merklich  werden^,  da  nach  der  ersten  Hy- 
pothese  erst  in  einer  unendlichen  Höhe  der  Druck  ver- 
schwindet, nach  der  zweiten  aber  schon  in  einör  Höhe^voa 
einigen  Meilen, 

■ 

Nach  diesen  Formeln  hat  man  Tabellen  fvir  die  Dich* 
tiükeit  und  den  Druck  der  Luft  in  verschiedenen  Hohen 
berechnet^  welch«  aber,  nur  unter  der  Voraus setzuiig  gelten, 
clafsdie  Temperatur  des  Luftkreises  in  allen  Höhen  einerlei 
ist.  Da  nun  dieses  nicht  der  Fall  ist,  sondern  in*  den  hö- 
hern  Luftschichten  eine  viel  gröfsere  Kälte  herrscht,  als 
unten;  so  bedürfen  die  Formeln  des  vorigcuf  Problems, 
wenn  sie  anwen4bar  seyn* sollen,  noch  einer  Verbesserung, 
die  wir  jetzt  im  Allgemeinen  betrachten  wollen.  "- 

70.  Problem  11.  Es  ist  eine  Scale  der  Wärme  ge- 
geben ,  welche  den  Grad  der  Wärme  für  jedö  Höhe  =  c 
ausdrückt  i  -es  soll  der  Druck  und  die  Dichtigkeit  der  Luft 
in  jeder  Höte  für  d^n  Zustand  des  Gleichgewichts  bestimmt 

werden. 

Auflösung.  In  der  Höhe  JZ:=:z  (Fig.  14.)  über 
der  horizontalen  Ebene  C4D  §cy  ^^^  Grad  der  Wurme  =  r 
durch  die  Ordinate  ZR  einet  als  bekannt  vorausgesetzten 
Curve  CR 7*  ausgedrückt,  welche  daher  die  Scale  der  Wär- 
me heilst,  "  Hier  scy  die  Dichtigkeit  =  7 ,  die  Barometer- 
hohe  =  p  (also  die  pichtigkftit  des  Quecksilbers  ='i); 
dagegen  aber  sey  in  dex'Horizontalebene  CJD^  oder  für 
z  =  o  die  Wärme  A  P=<^»  die  Dichtigkeit  derLuft  =  J,die. 

.  acfr 

Barometerhöhe  sa=a;  so  pehmen  wir,  nach  g.  38«  >  P  =  "^ 

an.     Daher  vwrd  für  den  Zustand  des  Gleichgewichts,  weun 

dp 
vyir  i^  d^r  Gleichung  —:;=:— ^dz,     g  r=n  setzen  ,     jetzt 

fZü-         hc  dz  h  c  pdz 

_  =aE  -^  — ^ — ,  deren  Integral  log.  p  =  Const. J  — 

p         ^        ßr  .  «        ' 


•  • 
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allemal  möglich' ist,  weil  r  blos  von  z  abhängt.  Das  Gleich- 
gewicht kann  aUo  bei  diesen  Voraussetzungen  immer  be* 
stehen. 

Um  aber  das  Integral  y —  aus  der  gegebnen  Scale- der 

Wärme  herzuleiten ,   zeichne  man  eine  zweite  Curve  DSs 

c        AC 
st),  dafs  immer  Z«S  =  -7=  -p-r  sey;    die  Quadratur  die» 

ser  LinÄ' gibt  dann  das  Integral  y— dz,    und   man    erhält 

a   ,      h 
loff.  —  =  — .  ADZSy     oder,     wenn    man    die    Fläche 

ah  1±1 

^DZiS  =  i  setet,  log. — =-^,x,  fblgKch  p  =  a.e  <»  ; 

wenn  e  die  Basis  des  natürlichen  LiOgarithmensystems  be* 
zeichnet.     Aus  diesem  Werthe  von  p  erhält  man 

bds       Zll  c        As 

v  =  -r-  •  ^  *  >  weil  —  =  —  ist. 
^  dz  r        dz 

Die  Function  s  verschwindet,   wenn  z^^o  Ist,,  und 

ds      ^ 

das  Differentialverhältnifs  —   wird  dann  =  i.  v    In    dem 

dz  ^ 

Falle  einer  allenthalben  gleiche  grofsen  Wärme  r  =  c  wird 

a        h  z 
*  =s  2  und  log.  —  =s  — ,   wie.  vorhin,    wenn  hingegen  die 

Wärme  abnimmt  bei  gröfsem  Werthen  von  z,  so  wachst  s 
in  gröfserm  Verbdltnifs  als  z,  und  der  hier  gefundene  Werth 

von  log.  —  Übertrift  den  im  vorigen  Probleme  abgegebnen,' 

für  die  gleichförmige  Wärme  geltenden  Werth. 

'  71.     ibei  einer  gleichförmigen  Wärme ,    oder  wenn  die 

Wärmescale  CR  eine  gerade,    mit  der  Axe  parallele  Linie 

ist,   fälk  der  Ausdruck  für  die  Wärme  zwar  ganz  aus -der 

a        hz  -  • 

Formel  weg,  indem  loc.  —  =  —  ist;    aber  man  übersiehe 


V     _ 
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f 

A 

leiclit,  dafs  darum  der'Werth  von  —  doch  nicht  derselbd 

P 
bleibt,  "wenn  die  Wärme  sich  ändert«      Wir  haben  namILch 

angenommen,  dafs  b  diejenige X)ichtiglceit  bezeichne,  Ivel- 

che  bei  der  gerade  jetzt  Statt  findenden  Temperatur  mit  der 

Barometerhöhe  =  a    zusammengehört ,    und  b  ist  also  bei 

verscliicdenen  Temperaturen    nicht  mehr    einerlei    Gröfse. 

XJAi  daher  den  EinAufs  der  Warme  auf.  den  Werth  von  p  in 

dem  Falle,  wo  die  Temperatur  gleichförmig  ist,   besser  zu 

übersehen ,  -will  ich  c  als  eine  bestimmte  Warme  annehmen, 

hei  welcher  dem  Barometerstande  =  a  die  Dichtigkeit  =  b 

entspricht:  will  man  alsdann  bei  einer  ändern  Wärme  =  c' 

die  mit  demselben  Barometerstande  =3  a  zusammengehörige 

Dichtigkeit,  welche  ich  nun  =  b'  nennen  will,  hestimiften, 

so  ist  i'  =s  -7 ,  und  wenn  in  der  Liuftsäule  A  2  die  Tempe- 

a        bc 

ratur  =  c  wäre,   so  würde  nun  log.  —  =  — ;  2,  oder 

°     -ja         ac 

ac  a  .      ,        ^      ,        . 

2  =  t —  log.  —  9  und  hier  ist  —  ein  für  jeden  Fall  unver* 
bc       °    p  bc  * 

änderl^er  Coefficient. 

Wenn  man  auf  alle  Umstände  Rücksicht  nehmep  will, 
so  darf  mdn  "bei  verschiedenen  Temperaturen  auch  die  Höhe ' 
=  0,  welche  den  Druck  abmifst,  nicht  immer  4er  Baro- 
_  meterhohe  gleich  setzen.  Der  Druck  soll  allemal  durch  das 
Gewicht  einer  Säule,  deren  Höhe  =p  und  Dichtigkeit 
=  1  ist,  und  auf  welche  unsre  natürliche  Schwere  wirkt*, 
«iisgedrückt  werben ;  aber  des  'Quecksilbers  Dichtigkeit  ist 
nicht  bei  ^llen  Temperaturen  dieselbe.  Nimmt  man  also  an, 
bei  der  Warnte  =  c  scy  des  Quecksilbers  Dichtigkeit  =  1 , 
bei  der  Wärme  =?  c  aber  dieselbe  =  1  +  /u,  so  müfste  man 
statt  'der  wahren  Barometerhöhe  =  a  jetzt  den  Druck 
a  =  rt'  (i  +  f»)  setzen.  Man  küiiiite  diese  corrigirte  Baro*^ 
meterhöhe  auch  in  die  Formeln  bringen,  aber  da  sich  leicht 
übersehen  läfst,  wie  dieses  geschieht,  so  werde  ich  die 
Höhen  «9  p»  welche  den  Druck  abmessen,   in  den  Formeln 


s. 


6o  I  Th»   Gesetze  des  Cleickgewichts ßilssiger  Kor^cTf 

lieibebalten ,  und  hier  nur  bemerkeh ,  dafs  man  jene  com- 
girten  BarQxneterhöben  verstehen  niuTs,  wenn  ich  Höhe  des 
Drucks  und  Baroiueterhöhe  als  gleichbedeutende  Ausdrücke 
gebrauche  *). 

> 

72.     Wäre  die  Wärmescale  eine  gerade  Liinie ,  welche 
jiZin  der  Höbe  z  z=z  h  schneidet,    so  würde  in  jeder  an- 

f  *]        .  ,     ; 

<lem  Höh^  =  ;s  die  Wärme  r=zc  1 1  —  —  { ,    wenn  sie  iti 

4^  s=  c  ist ,  fo'lglicli  wird  nun     - 

log,  7  =  -  log.  [i  -  —j'  ««d/'^«[»  ~"Ä"J      ' 
weil  fürz=3BO   p^=:za  wcrdeh  soll.     Die  Dichtigkeit  in  z 

aber  wird  ^  =  i  !  i  —  7-1  ^  ,     Füf  z  =3  /i  wirdp  =  o 

und  r  =  o;  «7  aber  hajui  in  eben  dieser  Höhe  entweder  =  p 

.  ,  '  a  a 

oder  =;  b ,  oder  =;:  ru  seyn ,    je  nachdem  h  \^  -7-,  oder=:  7, 

'  p  0 


a    ^ 

oder    <^    -7-  ist, 
o 

Dieses  auITallende  Resultat  bedarf  wohl  einer  kurzen 
Erlauter^g,  obgleich  in  der  Natur  der  Fall  nicht  vorkommt^ 

dals  h  =  oder  -^  -r*  wäre.     Die  GröFse  y  bezeichnet   liier 

die  Höhe  einer  durchaus,  gleich  dichten  Luftsiiule,  deren 
Druck  dem  Quecksilber  im  Barometer  das  Gleichgewicht 
hielte,  und  deren  Dichtigkeit7=  h  ist.  Wäre  nun  k  dieser  HöUe 

a 

gleich,    oder  wäre  in  4«r  Höhe  =  -7-  die  Wärmere  o,  so 

'  0  ^ 


♦)  In  den  naclther  Torkommendcn  Formeln  Deluc's  für  die  baro- 
metrischen Höhenmc9sungen  sind  die  Barometerhöhen  dicfior  Re- 
gel  gemäfs  corrif;irt  und  «•luf  eine  frite  Temperatur  (gebracht,  50 
d^  sie  wirklich  dem  Drucke  proportional  sind. 


I 


I 


I 


/ 


t 


ly,  Abschn,  Köfjy^r,  auf  welche  hlos  die  Schwtre'wirkt,        6v 

k 

\  (i  > 

■WTÜrde  m  irgend  eiperHobe  =  z,  der  Druch  p=  -j-    f /i  —  t) 

der  Tiefe  unter  )enein  Funkte,    wo  die  Wärme  verschwin* 

.     -  .  '  ^ 

det,  proportional:  weil  aber  auch  r  s=  -r  (/i  —  2)  ist,     io 

bleibt  f  bei  jedem  Werthe  von  %  ungeändert  s=:  i ,  indem 

— =  1  ist.    Es  würde  nämlich  bei  dieser  schnellen  Abnahnte 

derWarme  in  der  Höh^die  Luft,  ihrer  Compressibllltat  luige- 
achtety  unten  nicht  dichter  seyp  als  oben ,  weil,  wegen  der 
Wärme,  ihre  specifische  Elasticitä t  (oder  der  Druck,  welchen 
sie  bei  gleiclier  Dichtigkeit  ausübt)  in  eben  dem  Verhältnisse 
Wuchst,  wie  di£  Zusammendrückende  Kraft  p,  daher  keine 

a 

Compressiou  Statt  linden  kann^     Ist  dagegen  h  >  'T~,  io  wi* 

dersteht  zwar  ebenfalls  die  untere  Lmft  bei  derselben  Dich*. 

tigkeit  der  Zusammendrückung  mehr    als  die  obere,     aber 

diese  Zunahme  der  specifischen  Elasticität  hebt  nun  nicht 

mehr  alle^Compression  auf,     weil  die  drückeiide  Kraft  in 

gröfserm  Verhältnifs  wächst ,  als  die  Warme:    die  Luft  ist 

also  unten  dichter  als  oben,  und  für  r  =r  o  und  p  =  o  wird 

auch  ^  =  0.       Im   dritten   Falle  endlich,    wenn   namlich 

a 
h   <  -r  ist,  solhe,    wenn  man  aufvi^rts  steigt,  dife  Dich-    , 

tigkelt  <]  zwar  wegen  des  verminderten  Druckes  abnehmen, 

aber  da  r  schneller  abnimmt^- als  p,  .so  ist  der  Coefficient 

4?p  .  .  . 

—  in  Punkten,  die  höher  als  A  liegen,  gröfser  als  1,  dahet 

nimmt    die  Dichtigkeit  in  ,gröfsern   Höhen   zu,    weil  die. 
obere  Luft  Wegen   der  grÖfsern«  Kälte  von  dem  geringern 
Drucke   mehr  comprimirt  wird,    als  die  untere  Luft  von 
dem  gröfsern  Drucke« 

75*     Wenn  (Fig.  14.)  auch  die  Scale  der  Wärme  nicht 

ganz  eine  gerade  Linie  ist,    so  könnte  es  doch  sfeyn,  dafs 

.  bis  zu  so  geringen  TlÖhen,  als  wir  bei  unsern  Baobachtttn- 


•     % 


f2         L  Tfc.  Grütze  des  Gleichgewichts  flüssiger  Körper^ 

gen  erreichen,  der  zu  j4Z  gehörige  Bogen  CR  der  Scale 
aU  gerade  konnte  angesehen  werden ,  und  in  diesem  Falle 
würde  man,  da  der  obere  Theil  der  Scale  Rr  gar  nicht  in 
der  Rechnung  vorkommt,  die  Rechnung  »o  führen  dürfen^ 
als  oh  die  ganze  Scale  eine  gerade  Linie  wäre.  Da  nun 
Alle  Grado  der  Wärme,  welche  wir  beobachten  können, 
noch  sehr  weit  vom  absoluten  Nullpunkt  der  Warme  ent- 
fernt sind ,  so  darf  man  annehmen ,  dafs  h  fa  Vergleichung 
der  Höben  t,  welche  wir  erreichen , 'sehr  grofs  ist.  Bei 
dieser  Voraussetzung  kann  man  der  im  vorigen  Q.  zwischen 
p  und  z  gefundenen  Gleichung  eine  bequemere  Form    ge- 

fr' 
ben,  wenn  man  log»   -^  ~  T 

t  von  der  man  die  Glieder,    welche  höhere  Fotei^zeR  von  k 
im  Nenner  enthalten,'  wegläfst;  man  erhält  dann' 


in   eine  Reihe  .verwandelt. 


wo  h  die  im  untern  Punkte  A  wirklich  Statt  findende  Dich- 
ixßk^it  bezeichnet  ,•  welche  also  bei  verschiedenen  Beobach- 
tungen'verschieden  seyn  kann.  Weil  es  aber  besser  ist, 
alles  auf  eine  gewisse  Normaltemperatur  zu  beziehen,  so 
sey  diese  =  c ,  und  zum  Unterschiede  nun  die  Temperatur 
in  A  5=  c  :  bezeichnet  also  b  jetzt  die  mit  der  Normaltem- 
pcratur  zusammengehörende,  dem  Drucke  =  a  entspre- 
chende Dichtigkeit,  so  ist 


a         Ic  ,z 
log.  —  = 


ac 


In  dieser  Gleichung  kann  man'  7-  du^ch  die  in  A  und  Z  be« 


obachteten^ Temperaturen  ausdrücken,  weil 


=•-  ist. 


.also  ist  log 


r  T  =  rrT  \''+i     \'      +7-— 72-" 


ac 


l 


._/ 


eine 


^     ,    • ,  "Z 

hinlänglich  genaue  Gleichung ,  wenn  -r.  sehr  klein  ist. 


/ 
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74.  Wir  wollen  jetzt  für  die  Scale  der  Wärme  eine 
logarithiiiisqhey  oben  mit  der  yerticallinie  coi^vergirendo 
Curve  annehmen ,  für  welche  die  Gleichui)g 

1  • 

/  —  ? 

z  =3  fc  •  loff.  *— •,    oder  r  =:  e  .  r  * 

gegeben  ist«     In  diesem  Falle  wird,'  . 
•       '  ^  ar         fac.    *        ^ 

4. 

wenn  h  die  der  unveränderlichen  Wärme  =  c  entsprechende, 
dem  Barometerstande  =a  a  sugehörige  Dichtigkeit  ist :  es 
w^ird  also 

dp  hc  T^  a         Ich  f  -r*         \ 

woraus  y  wenn  h  sehr ^rof»  gegen  z  ist,   folgt    • 

a        b cz  f  z  iz^'  i       «31 


c 


in  welcher  Reihe  man  auch  für  ■7-  seinen  Wefth  s=:  log.  ^ 
selten  kann. 

75.  Man  könnte  auch  hier,  wie  im  'vorigen  Problem^ 
eine  Gleichung  zwischen  p,  fy  und  r  annehmen,  welche 
noch  endliche  Werthe  für  cj  gäbe ,  wenn  auch  p  r=z  rsj  oder 
p  ==:  o  wäre^  aber  wir  haben  dort  gesehen ,  dafs  diese  Hy- 
pothesen zu  keinen  sichern  oder  belehrenden  Resultaten 
fuhren;  und  es  scheint  daher  unnöthig,  dabei  zu  verwei- 
len. Statt  dessen  will  ich  noch  einiges  von  der  Anwendung 
der  eben  gefundenen  Formeln  auf  die*  barometrischen  Hö-' 
henmessungen  anfuhren. 

f 

Wäre  in  allen  Fällen  die  Wärme  in  der  ganzen  Höhe, 
bit  SU  welcher  man  steigt,    gleich  grofs,  und  kennte  man 

für  diesen  Grad  der  Wärme  den  Coemcienten  -p,  so  würde 
man  aus  den  Barometers:tänd6n  a  und  p  sogleich  die  Höhö  : 


^4    '     I»  '^^  Gesetzt  des  GUichgehnchts  flüssiger  Köi'per4  ' 

I  rt  a 

durcli  die  Gleichung '2  =  ~  log.  nat,  —    erhalten.       Auch 

wenn  die  spccifische  Elasticität  der  L\ift  =  -7»»  für  eine  Nor* 

maltemperatuT  ^=3  c  bekannt  ist)    findet  man-  für  jede  andraf 
Temperatur  r=  c\  zufolge  ß.  71  •  die  Höhe 

Äc»  a         ^   (  ^'-—  cl  a 

,  «  =  17  log-  "«•  7  =  T  1  *  +  ~tI  '°e-  ""•  7' 

WO  der  letzte  Ausdfuck  demjenigen ^ganz  Hhnlich  ist,  wel- 
chen Deluc  pir  Berechnung  der  Berghohen  aus  Barome- . 
terständen  angegeben  hat.     Druckt  mau  nämlich  d6n  Unter- 
schied der  Temperaturen  c  —  c  in  Graden-  des  Reaumürl-  . 
scheu  Quecksilberthermometers  aus^   und  nimmt  zur  Nor- 
maltemperatur diejenige  an,    Mrobei  dassalbe  Thermometer 
+  i6j  Gr.  zeigt,    so  wrd,    wenn  in  einem  andetu  Fallp 
dieses   Thermometer  auf  o  Gr.   »tehtV  die  Höhe  z,  xiachv 
D  e  I  u  c )  durch  die  Formel  '  ' 

+  — —  {  loff.  nat.  — , 
in  Toisen  ausgledrückt. 


=  43*Ä.[i. 


Diese  Formel  ist  also,  wofern  die  beständigen  Grofsen 
riclitig  bestimmt  sind,  in  dem  Falle  genau  richtig,  wenn 
die  Wärme  in  jeder  Hohe  gleich  grofs  ist  — '  doch  setzt  sie 
auch  voraus,  dafs  keine  andre  Umstände,  als  allein  die 
Wiirme,  die  specifische  Elasticität  der  Luft  andern,  und 
dafs  gleiche  Aendcrungen  des  Thcrmoraeterstandes  gleichen 
Aenderungen  der  Wärme,  o3er  gleichen  Aenderungen  der 
specilischen  Elasticität  der  Luft  entsprechen,  welches  wohl 
etwas' zweifelhaft  ist-,  hier  aber. nicht  weiter  hergeihört,  -^ 
Aber  Deine  \vendet  diese  Formel  auch  da  an^  wo  im  höheroL  . 
Standpunkte  die  Temperatur  von  der  unten  Statt  findenden 
merklich  yerschieden  war,  und  »etzt dann  statt ^ den mittlein  ' 
Therm om^terstand  zwischen  den  oben  und  unten  beobach- 


iV.  Ahschu,  Körp^j-f  aufweiche  iUtt  die  Schwere- wlrh.      ÖS 

teten :  es  ist  daher  deilMühe  werth ,  die  Richtigkeit  diese» 
Verfahrens  etwas  näher  zu  untersuchen,  i^nd  ich  werde  des- 
wegen das  Resultat  mit  der  Voraussetsung  einer  ^eradj^n igten 
Und  einer  logarithmischen  Wärme&cale  vergleichenJ  Hiebe! 
setze  ich  die  Wärme  im  Punlite  A  =o'(Fig.  14.),  in  Z  aher 
=  r ,  so  isi  die  mittlere  Temperatur  :=s:^(c  '^r)^  folglich 
wurde,   wenn  diese  in  jedem  Punkte  der  Höhe  AZ  Statt 

fände  9  die  Hohe  z=         ■   *     »"r-  log,  —  seyn,  u^d  diejiea 

C  "  17 

ist  der  allgemelue  Ausdruck ,  welchen,  ich  stati;  des:  von 
X)e lue  zur  Berechnung  angewandten  setze;  wir  werden 
nun  sehen,  wie  hiemit  die  Ausdrücke  for  eine  oherwärts 
mit  der  Yerticdllinie   convergirenden  Wärmescale  ühereinr 

stimmen.  *  '    ''  '      :'' 


Für  eine  geradlintgte  Wärmescale  war,   wenn  c  ^^  r 
sehr  klein  gegen  c  ist  (ß.  73.) ,         ' 

it 

iic      '  ^*   p  '  ^         '■   /        '    •  ♦.* 


» 


»  +  i 


a 


oder  z'i=:  -r 


fc'  Cc'-r)         ''■;(^~r^^ 


I 


— */i^ 


b      [c*         ^  C  ,;^  C,C 


es  müfste  aliso  der  CoeJBcient^    .       *  * 


.logi— V 


t  >  I 


(c'  —  r)*  *        (e'—r)* 


9*m^ 


C.  '     '.  .   .  C 

i. 


'^  '  •        I»  i:*-  •  '  t      •     ,"    -    •"    ^ii^1**'*r 


einerlei  mit  dem  vorigen  CoefEcienten  ^  (c'  +.r)  •©7^»  ^wen^ 

Deluc's  Verfahren    mit    einer    geracjliixfgten  Wärm^^sca^e 

'   '      '  Qc' r)^ 

lafmoiilrcn  sollte,  das  heifst,  der  Bruch  X  ■  *■    •", — ^*  müfste 

•'S  .:  .      :  -1         •  •      •  *^-*'  ..,..i.J 

»okiein  seyn^  da(s  maaibn  weglassen  dürfte:,  di^efr« findet 
.in  'den  meisten  Fällen  Statt, ,  indefs  l^Ain,  .Vfenifi  die.Tem'^ 
peraturen  c  und  r  sehr  verschieden  sind  >;  (Rieses  Glie4  dopli 
einen  nidu  ganz  ifnerhebiichen  Wexth  erhalten,  und  als- 
dann würde y   w^nn  r«-<  c  ist,  Deluc's  Regel  die  Höbt  ; 

E 


\ 


\     ^^ 


fiC         L  Tk»  Gesetze  des  Gleichgewichts  flüssiger  Koi-per, 

um  etwa»  zu  grols  gelten,    iadefs  würde  der  Fehler  docL 
wohl  nie  über  j§^  der  g|inz^  Höhe  gehen  können.' 

Wäre   lilugegen ■  die  *^Vämiescale    logarithmisch,*    s» 


ac 


a 

log.^r- 


=  17  • 


t  +i  log 


*  —  +  *  iloe.  — I 


+  ' 


W 


r       *rS    r, 
oder^  wenn  man  den  Nenner  gehörig  entwickelt, 


c 
log*  -7 


^3    » 


r 

5 


...  .       ^  .• 

Setzt  man  also  r=:  c*  — 'p,    so  wird   der   eingeschlossene 


loc.  — • 


l^actor  =c  1  — 


is 


TP 


-U' 


'•.-••     k 


I  9  S 

oder=:i  — §  -_|-^ 


L«  l 


T2  ^'  3» 


Statt  dafs  nach  Deluc.^s  Kegel,  oder  beider  mittlem  Tem- 


ac 


i-.iA 


peratut  =  c  rrlj  fi*:  <l6r  Factor  7—  log*  —  in 

multiplicirt  i^t ;  folglich  gibt  auch ,  wenn  die  Wärmescale 
logarithmisch  ist,  I>eluc*s  Regel  die  Höbe  z  zu  grofs^.^upd 
der  fTnterschied -beträgt  ungefähr  doppelt*  so  viel,  als  bei 
einer  geradlinigten  Scalei         " 


».■  t    '  >  ß 


\  ' 


Ahev^  da  die  Dichtigkeit  der  Ltfft  bei  gleichem  Baro* 
nteteratande  wohl  noch  von  aehr  vielen  andern  Umständen, 
als  "^on  ^er  Wäiyne  abhängt,  so  läßt  es  sich  erwarten,  dafs 
diesi^iveit  erheWichere  Abweichungen  von  der  nach f)e lue 
abgestellten  Berochnung  bewirken  mögen ,  als  daraus ,  dafs 
die  mittlere  Wärme  nicht  durch  die  ganze  Höhe  A  Z  Statt 
fin^t*^  entspringen:  -  Uebrigens  setzen  alle  diese  Rechnun- 
gen voraus  ^  d^fs  die  Luft  im  Gleichgewichte  sey,  3a fs  also 
kreih'Wind  Statt'fiade,  da  auf  den  Einflufs,  welchen  eine 
Bewegung  der  Luft  haben  kann ,  hier  keine  Rücksicht  ge- 
nommen werden  konnte.  *s     * 


/ 
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76»     Problem  i2*    Wenn  die Wärihe  der  Atmosphäre 

in  "leicher  Höhe  in  verschiedenen  Gegenden  sehr  iin gleich 

^  ist,    so  dafs  das  Gleichgewicht   nicht   Bestehen  kann,    die 

biedurch  entstehende  Bewegung  der  Liuft  ungefähr  au  be- 

itinunen«         > 

Auflösung.  Die  Luft  söy  In  der  G(;gend  über  ^iJ 
(Fig.  15.)  ™ebt  ei wärmt,  als  über  CD^  und  Jenfe  Gegend 
sey  durch  ein6  Schc^Idewand  vo^i  dieser  getrennt^  zugleich 
aber  sey  nahe  an  der  Erde  eine  Röhre  bc^  welche  sich  voii 
A&r  wärmern  Gegend  noch  der  kaltei^u  erstreckt;  Nimmt  man 
nun  an ,  dafs  die  Luft  in  einem  solchen  Zustande  ist ,  dafs 
der  Druck  in  i  und  in  c  gleich  grofs  sey^  so  kann  in  der 
Köhre  h  t;  keine  Bewegung  -entstehen«  Es  sey  aber  fi.y  eine 
«weite  Röhr/ii  so  ist  oirenbar\  der  Druck  bei  y  geringer, 
als  bei  ß;  denn  ^wenn  der  Druck  in  h  und  in  c  =±:  a  ist, 
tind  die  Dichtigkeit  der  warmern  Luft  =5^,  det^  kältern 
t=  ß^  SO'  ist  der  Druck  in  y  ==  a  —  cy  .  ß^  in-  ß  aber 
^  ±=  a—  cy.i,    wo  ß   gröfser  als  h  ist.      iLs  entsteht  also 

^  oben  ern  Strom  von  wärmerer  Luft  gegen  die  kältere  Ge- 

gend ,  und  wegen  der  dadurch  vermehrten  Masse  der  Luft 
'in  der  kaltem  Gegeftd  nun  auch  unten  ein  Strom  von  käl- 
terer Luft  gegen  die  Wärmere  Gegend  äu. 

Es  läfst  sich  leicht  einsehen,  dafs.  eben  das  geschähö^ 
Wenn' anfangs  der  Druck  bei  ß  und  bei  y  gleich,  grofs 'ge- 
wesen wäre,  weil  er  alsdann  bei  c  grofser  seyn  würde,  ais 
hol  hi  Aucli  übersieht  man ,  dafs  ähnliche  Ströme  von  Luft 
oben  nach  dem  kalten,  Unten  aber  nach  dem  erwärmten 
Räume  zu  fliefsen  würden  j  wenn  auch  keine  Scheidewand 
' .  und  keine  Rohren  cla  wären*  Und  dieser  so  entstaud^ene 
Wind  wird  desto  stärker  seyn,  je  gröfser  der  Untersjchied 
der  Wärme  ist  ^  je  höher  *  die  Luftscbichte  hß  xit^*  in  wel- 
cher diese  ungleiche  Wärme  herrscht);  und  fe*  näher  die 
ungleich  erwärmten  Gegenden  bei  einander  lieigeui  denn 
ivenn  man  sith  die  Röhren  ^y,  oc  sehr  lang  denkt,  so 
müfstcn  2u  grofse  Luftmassen  in  Bewegung  gesetzt  werden, 
wodurch  der  Wind  geschwächt  Wäwd«L 


6ß  L  Th*  Gesetze.dts  GUichseivichts  ßiissiger  Kui*peri 

77.  Man  l^ann  sich  vou  der  Richtigkeit  dieses  Satzes^ 
auch  durch  die  Erfahiung  übenBeu^ren ,  wenn. man  auf  den 
Loiftzüg  achtet,  >velcher  in  der  Tküre  eines  erwärin\:en 
Zimmers  entsteht,  wenn  der  Raum  aufserbalb  der  Thüic 
kalt  ist,    '     /.         '       " 

•  1 

Auch  in  dem.  Zimmct  sel])st,  wenn  es  dur/ch  einen 
Ofen  erwärmt  wird,  findet  ein  best'ähdiger  Ztiflufs  der  kal* 
ten  Luft  gegen  den  Offen  äu  in  der  untern  Gegend  Statt, 
oben  aber  strömt  die  warme  Luft  Vom  Ofen  weg :  sie  steigt 
also  am  Offcn  aufwärts,  wie  man  unter  andern  daraus  bc* 
merkt,  dafs  kleine  Maschinen  dadurch  iu  Bewegung  gesetzt 
werden  können« 

•        * 
7ß.     Aus  eben  diesen  Gründen  J.'if»t  sich  der  beständige 

Seewind  erklären ,    Welcher  in  den  lulstenländcrn  Africa's, 

die  von  der  Sonne  sehr  erhitzt  werden ,    in  den  untern  Ge- 

aenden  4er  Luft  weht.     In  den  höhern  Gegeuden  des  Lufk* 

kreises    findet  ohne   Zweifel   ein   entgegengesetzter  .Wind 

Statt,  welcher  die*  warme  Luft  nach  der  See  zu  ^hrt. 

79.  Ob  der  beständige  Ostwind  zwischen  den  ^\''cn- 
'dekreisen  Von  eben  dieser  Ursache  herrülire,  liifst  sich  nicht 
so  leicht  übersehen,  da  in  den  wesllichern  Gegenden  der 
Atmospliäre,  wohin  dieSgnne  erst  koniiiU,  die  Wärme  doch 
gewifSx nicht  gröfset  ist,  als  in  denen,  worüber  sie  gerade 
steht.  Vielmehr  schehit  eher  ein  Westwind  erfolgen  zu 
müssen,  weil  die  gröfste  Warme  erst  Nachmittags  cinti'ltt. 
Um  aber  hierüber  genauer  zu  urtheil^n,  sey  A'BCD  (Fig. 
i6.)  die  Erdkugel,  und  A  der.  Ort,  an  welchem  die  gröfste 
\Vfurme  Statt  findet,  so  dafs  die  Wärme  in  2?  und  C  merk» 
Uch  geringer  |ils  \ti  A  ist.  Man  übersieht  leicht,  dafs  bei 
diesen  Voraussetzungen,  die  kalte  Luft  vt>n  B  sowohl  als 
von  C'nacl^.^  zuströmen  würde,  und  dafs  in  höhern  Ge- 
»geqdep  ein  Strom  nach  entgegengesetzter  Richtung  nach 
beiden  Seiten  zu  Statt  finden  würde,  wenn  der  Funkt  A 
imay^x  am  meisten  erwärmt  bliebe.  Nimmt  man  aber  an, 
dafs  die  gröfste  Wäne  Ton  A  gegea  Westen  hin  fortrückt, 


/ 


V 


y.  ^bschni  Köi-p^r,  worauf  Centralkräfte  wirkciu         69  ' 

m 

SO  wird  dadurch  der  Zuflufs.  von  Osten  her»  verstärkt,  der 
^oa  Westen  her  vermindert ;  denn  die  Bewegung  von  We-' 
»tcn  her  würde  ja  gan?  aufgehohen  werden, » wenn  die  Wär- 
me schnell  geniug  fortrückte i  und  dann  würde  die.  gan2e 
Atmosphäre  sich  fast  gleichförmig  von  Osten  nach  Westen 
bewegen,  wohci  nid^it  einmal  ein.  rückwärts  fliefsender 
Strcm  in  der  obern  Gegend  nothwendig  zu  seyn  scheint. 

Der  Ostwind  in  der  heifsen  Zone  läfst  sich  also  wohl 
ebenfalls  aus  diesen  Gründen  erklären,  wenn  man  dabei  auf 
die  tägliche  Bewegung  der  Eyde  Ilüpksicht  nimmt, 


.  I 


Fünfter     A  b  s  c  h  n,i  1 1, 

I 

T^om  Gleichgewiclae  flüssiger  Körper^    huf  welche 
'  '     beschleunigende  Kräfte ,  die  gegen  feste  Mittel- 
-punkte  gewichtet  sind ,  loirkpu 


8Q,     P  r  o b  1  e m  1 3.     Wenn  die  beschleunigende  Kr^ft, 
welche  jedes  Theilchen  des  flüssigen  Körpers    gegen  den 
IVÜitelpunkt  der  Kräfte  zm  treibt,   ^ioe  Function  der  Ent- - 
.fernung  von  diesem  Mittelpunkte  ist ,,  die  Bedingungen  des 

Gleichgewichts  zu  bestimmen, 

■k  - 

Auflösung,  A  (Fig,  17.)  «^7  ^^^  Mittelpunkt  der 
Kräfte,  und  durch  denselben  die  Abscissenebene  -4X1^  ge- 
legt, auf  welche  wir  die  Lage  jed^s  ,Theilchens  Z  ie%  flüssi- 
gen  Körpers  beziehen  ,^  und  dieselbe- d^irch  die  drei  auf  ein- 
antler  senkrechten  Coordinaten  ^^=s=  a;,*  XK=t=x,  YZz=:z 
bestimmen ,  so  wird  ^  Z  =  v  =  /  C**  +  y*  +  ^*)'.  «»d 
veimöge  d«i5  Voraussetzung  ist  die  anziehende Kraf^  welche 
auf  z  wirkt',  eine  Function  von  v,  welche  ich  =  F  &etze. 
Diese  Kraft  ^ibt^nach^der  Richtung  der  drei  Coordinatcn 
zerlegt, ... 
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70         1/Th. '  Geseue  des  Glnch^ewichts  ßüssiger  Körpsr, 
nach  dei  Richtung X-4  die  Kraft  =  — — ;  also  P  =  -i— 1 


V  .  V 


'Bach  der  Richtung  TXiie  ^{xs^  =  — — ;  ^lso  0= — » 

'   ,  ,  Tz  Tz 

'.  nach  der  Richtung  ZY  d^e  Kraft  =t  — r  ;  al»o  R  =  -^r  — ^, 

^  V  V 

Ist  nun  die  Diphtigkeit  in  £  asy,  der  Dn;ick.=  p,  so  ist 
nach  dem  dritten  Frohleme  für  d^n  Zustand  dps  Gleichge-r 

Wichts  d  p  Tz::  —  (xd:^  +7^7  +zdz)y*  pder,     weil 

i;<fi;=:.rr?*- +  ydy +  zdzist,  rf|;  =  —  ^f^dv^  das  Qleich» 
gewicht  kann  also  bestellen  ^    wenn  die  Integration  dieser 

.Gleichung -möglich  ist,  und  das  geschieht,  wenn  ^' ein^ 
Function  von  v  ist.  Man  kann  «war  auch  q  als  Function 
vpn  V  und'p  bctijachten,  -da  aber  nach  der  Intc;^ratiou  p 
durch  V  ausgefirdckt  wird ,  $o  läfst  sich  auch  jede  Fuhcrion 
von  p  ßls  durch  v  bestimmbar  ansehen,  und  mau  kann  daher 
sagen,  dafs  das  Gleichgewicht  nicht  bestehen  k^nn,   wenn 

'  f  nicht  blos  eine  Function  Von  v  ist, 

ßi.  Wenn  sich  also  der  flüssige  Körper  im  Gleichg^» 
Wichte  befindet,  so  wird  in  gleichen  Kmfernungen  von  y^, 
.  oder  in  der  ganzen  Oberfläche  der  mit  dem  Radius  AZ^n  v 
beschriebneiV  Kugel ,  der  Druck  p  und  die  Dichtigkeit  </ 
gleich  grofs  seyn ,  oder  d^s  ganze  Fluidum  wird  aus  con- 
centri^chen  Lagen  vpn  gleicher  Dichtigkeit  bestehen, 

■ 

l'erner,    wenn  in  der^  Entfernung  jiCr=sh  (Fig.   i8«) 

der  Druck  ==  q  wird,    so  .mufs  er  auch  in  der  ganzen  Kur 

gelfläche  C^^-^ '^ei'sch'winden,    oder  diese  ist  die  freie 

,    Oberflächt  des  flüssigen  Körpers.     Daher  erlfellt,  dafs; eine 

ruheiide  flüssige  Masse  bei  der  Wirkung  solcher  gegen  A  zu 

gerichteten  Kräfte   nothwen4ig    eine  Kugelform   annimmt,  / 

deren  Mittelpunkt  A  ist, 

•  # 

82.     Die  Entfernung  des  Punktes  C,    ^o*  der  pruck  • 

verschwindet,    vom  Mittelpunkte^  8ey=r  fc^  und  für  ein 
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andres  >  dem  Mittelpunkte  naher  liegendes  Thellchen  Z  sey 
CZ:=zh  —  vK=zUyf  so  witA  p  "ssijff  f^duy  wenn  man  die- 
ses Integral  so  annimmt 9  dafs  e^  mit  u  zugleich  verschwin- 
det. Dieses.  Integral  drückt  das  Gewicht  einer  Säule  des 
flüssigen  Körp'crs  aus,  die  sich  von  C  his  Z  erstreckt,  und 
deren  Theilchen  vqn  der  heschleunigendon  Kraft  s=  y  nach 
ji  ku  getrieben  werden.     Der  Druck  nimmt  also  zu,   je 

mehr  man  sich  ji  nähert. 

. ,  * 

Es  ist  nämlich  klar,  dafs  (jdu  die  Masse*  djes  TheilchenS 
Z  ist,  wenn  wir  deh  an(AZ  senkrechten  Querschnitt  die- 
ses Thcilchens  =  1' setzen,  und  dals  pian  cfdu  als  Dilferen- 
tial  der  Masse  der  ganzen  Säule  anzusehen  hat,  welche 
«ich  von  C'his  Z  erstreckt,  wenn  der  Querschnitt  dieser 
Säule  =  1  ist;  hatten  wir  den  Querschnitt  der  Säule  ^=^ff 
gesetzt,  so  würde  ihre  Masse  -am  ff  cj du  wachsen ,  wenn 
ihre  Höhe  um  dw  zunimmt.  Aber  das  Gewicht  der  Masse 
ff^du  ist  mjf:,  <f  P^duy  wenn  eine  beschleunigende  Kraft 
-r=^  auf  dasselbe  wirkt,  folglich'*fct  das.Gpwicht  dei^  gaifr 
zen  Säule  :=ff.f<j  Fduy  und  wenn  man  dieses  =  F  seut, 

P 

»  =  — -  dem  Gewichte  jener  Säule,  welche  darüber  steht, 

ff 
proportional,  fol^ich  wächst  der  Druck  p,  wenn  man  sich 

ji  nähert,  genau  so  wie  das  Gewicht  der  darüber  stehenden, 

Säule  des  Flüssigen. 

83.  Der  Druck,  welchen  ein  in  dieses  Ifluidnm  ein- 
getauchter Korper  leidet,  wird  hicdurch  ebenfalls  bestimmft, 
da  derselbe  dem  Gewichte  der  flüssigen  IVlasse  gleich  ist, 
welche  zu  Erhaltung  des  Gleichgewichts  die  Stelle  einneh- 
men müfste,  wo  sich  jetfet  der  fe^te  Körper  befindet. 

84»  Es  ist  schon  ermahnt,  dafs  das  Gleichgewicht 
nicht  bestehen  kann,  wenn  die  Dichtigkeit  in  verschiede- 
,nen  gleich  weit  vom  Mittelpunkte  der  Kräfte  entfernten 
Punkten  ungleich  ist.  Wird  diese  Ungleichheit  etwa  durch 
die  Wärme  fortdauernd  erhalten  >  so  findet  tier  ein  ähn- 
licher Äets  fortdauernder  Strom  Statt,  wie  wir  vorhin  bei 


i 
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einem  Fluldo  betrachteten,  auf  welches  die  Schwere  wlrl^t, 
deren  Richtungctv  wir  als  unter  sich  par«il]el  iEfnsahen.  Denn 
wenn  der  Raum  ycT  (Fig.  ifl.)  2.  i.  kältere  Luft,  ßhZ 
aber  warme  Luft  enthält,  f  und  die  Rühren  /3y,  ^c  beide 
Räume *mit  einander  verbinden,  so  kann  nicht  in  beiden 
Röhren  zugleich  das  Gleichgewicht  Statt  finden ,  sondern 
die  kalte  Luft  strömt  unten  in  ch  nach  der  warmen  Gtgend, 
und  dagegen  die  warme  Luft  durch  ßy  x^Sith'  der  kalten  Ge- 
gend ay,       '  '  , 

05,     Wie    also  auch  der  flüssige  Körper  übrigens  bc* 
sclraiFeu  seyn  mag,  so  ist  doch  wahrend  des  Gleichgewichts 
allemal  der  Druck  und  die  Dichtiakelt  in  derselben  concen- 
trischen Kugelflachc  übe  all  gleich' grofs,  und  wenn  man  sich' 
das  ganze  Fluidum  in  solche  concentrische  Schichten  einge* 
theilt  denkt,  so  kann  man  diese  Schichten  aquüibrirend  oder 
wagerecht  nennen.     Bei  flüssigen  Körpern ,  auf  welche  die 
Schwere  wirkt,  deren  Richtungen  wir  als  unt^r  sich  parallel' 
ansehen,   w^arcn    diese  nquilibrlrcnden  Schichten  eben  und" 
horizontal,  hier  sind  sie  sphärisch, 

8^.  Problem  14.  Wepn  (Fig.  19.)  auf  jedes TheiU 
eben  des  flüssigen  Körpers  mehrere  gegen  verschiedenQ 
Mittelpunkte  zu  gerichtete  beschleuuigende  Kräfte  wirken, 
alle  diese  Kräfte  aber  FttnctionenJ  der  Entfernung  des  Theil-» 
chcnS  vom  Mittelpiinktc  der  Kraft  sind,  die  Bedingungen 
zu  bestimmen,  unter  welchen  das  Gleichgewicht  bestehen 
kann« 

<  Auflösung.  C,  C  C  sind  die  verschiedenen  Mit« 
telpunkte  der  Kräfte,  die  man  sich  in  einer  oder  in  verschic» 
denen  Ebenen  liegend  denken  kann;  Z  ist  ein  Theilchen 
des  flüssigen  Körpers,  dessen  Dichtigkeit  =  tf  ist,  und 
welches  den  Druck  =  p  leidet.  Ich  setze  die  Entfernung 
gen  CZzszv^  C  Z^=iv\  C' Z  z=2,v"  u.  s.  w. ,  und  die  be- 
schleunigenden Kräfte,  welche  das  Theilchen  Z  g^gen  jeden 
dieser  Punkte  treiben,  V^VunAV't  der.Voraussetungzu* 
folge  ist  also  f^  eine  Funktion  von  v,  F*  eine  Function  von 
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V  n.  s.  w.      Zerlegt  man  nun  jede  dieser  Kräfte  ,n;ich   der 

Richtung  der  Coordinaten  o;,  y,  s,  so  erhält  man  die  Wer- 

thc,  welche  man  hier  statt  f,  O,  R  in  ;die  allgemein^  Qleif   ^ 

dp 
chung    —  =  Pdx  ^Qdy  +  Rdz  setzen  mufs:  wir  haben 

aher  vorhin  (9- ßo«)  gesehen,    dafs   fiir   eine  Kraft   Pdx 

+  pdy  "^Rdz  =:— f^dv  ward,  man  hann  sich  also  leicht 

tiberzpcgeii ,  dafs  man  auch  hier  , 

dp 

—  =—  Vdv—  r dv' -r-  V" dv*' 
/} 
erhalt;  eine  Gleichung,  welche  sich  integriren  läfst,    virenn 

^  cnt\yeder  beständig  ist,  oder  wenn  es  eine  behannte  Fun« 

ction  von  p  ist,  und  alsdann  gibt 

/—  :;=  Const,  -^^fVdv  —  f  P" dv' —  f  F" äv". 

Die  Formel /Fd»  drückt  die  Wirkung  der  Kraft  ^  aus, 
wenn  wir  daher  die  geaammte  Wirkung  aller  Kräfte  =:  JV 
aetzeji ,  so  ist         *    '       \ 

/dp  » 

•^—  =  Const.  —  W  ^ 
1 
liireiirV^zfVdv  -{^fF'dv'  +jr'dv"Ut. 

Da  hier  die  Kräfte  Fr  V\  V^  durch  absolute  Zahleu  .ausge- 
drückt werden,  .so  ist  das,  was  wir  Wirkung*  der  Kräfte 
x=  ^genannt  (iahen,  eine  linearische  Gröfse,  und  daher 
mit  p  homogen.  Man  kann  jetzt  also  9uc|i  die  Difierential* 
gleichung  so  ausdrucken  1  dp=:  '^■^  ^dJV,  und  es  erhellt, 
dafs  das' Gleichgewicht  auch  bestehen  könne,  wenn  die 
Dichtigkeit  nicht  blos  vom  Drucke ,  sopdem  auch  von  dexn 
Orte  abhängt  (wenn  ■  z,  B.  jeder  Stelle  eine  bestimmte  War-  ' 
me  zukäme),  wofern  nur  ^  eine  solche  Function  des  Orts 
ist,  dafs  man  es  als  Function  von  ^betraditen  kann,  oder 
in  allen  denjenigen  Punkten  gleich  ist,  wo  die  gesammte 
Wirkung  der  Kräfte  gleich  grofs  ist:  In  solchen  Fällen 
wird  auch,  während  des  Gleichgewichts,  der  Druck  an 
allen  den  Stellen  gleich  grpfs  seyn,  ,fiir  welche  keinerlei 
Wertherhält. 
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37.  Es  kommt  also  alles  darauf  an ,  die  Funkte  zu  he» 
stimmen 9  wo  die  gesammte  Wirkung"  allftr  Kräfte  gleich 
grofs  ist:  da  diese  Punkte  für  jede  Grqfse  der  ^Wirkung 
eine  gewisse  Fläche  bilden  werden,  so  gibt  diese  Fläche  * 
eine  äqullibrirende  Scliichte ,  in  welcher  in  jedem  Punkte 
einerlei  Dinick  und  Dichtigkeit  Statt  findet,  wenn  nämli'ch 
das  Gleichgewicht  besteht.  Offenbar  wird  auch  die  äufser- 
ste  oder  freie  Oberfläche  des  Hörpert  die  Form  dieser  Flä- 
dien,  oder  einer  äquilibrirenden  Schichte  annehmen,  daher 
kann  mau  diese  Schichten  auch  wagerecht  nennen. 

08«  Wenn  nur  e  i  n  Mittelpunkt  der  Kräfte  vorhanden 
ist,  so  werden  die  äquilibrirenden  Schichten  Kugelflächen, 
deren  Mittelpunkt  mit  dem  Mittelpunkte  der  Kräfte  einerlei 
ist;  diese  Schichten  ^ind*daher  ähnlich ,  und  mau  kann  sie 
parallel  nennen.  Hingegen  wird  die  Gestalt  dieser  üqulli- 
hrirenden  Schichten,  wenn  es  mehrere  Mittelpunkte  der 
Kräfte  gibt,  gewöhnlich  sehr  irregulär^  und  bei  verschie- 
denen Schichten  kann  sie  .unähnlich ^  und  die  Dicke  der 
Schichten  an  verschiedenen  Stellen  ungleich  werden. 

09.  Wir  sind  hier  auf  zwei  sehr  merkwürdige  Begriffe 
gekommen,,  nämlich  auf  den  von  der  Wirkung  der  Kräfte, 
und  auf  den  von  äquilibrirenden  Schichten.  Von  der  Gröfse 
der  Wirkun'g,  welche  eine  Kraft  in  irgend  einem  Punkte  « 
ausübt,  ist  schon  oben  ($•  45.)  erwähnt ^  dafs  dieser  Be- 
griff in  Mau]»ertui8  Unters^achungen  über /den  Satz  der 
kleinsten  Wirkung  vorkomme :  emige'Mathematii^l^r  haben 
Uin  deswegen  für  eu  metaphysisch  oder  leer  gehalten ;  aber 
hier  wii;d  mau  seinen  Nutzen  nicht  verkennen«  Wenn 
nämlich  ein  bestimmter  Punkt  dem  Einflüsse  beschleuni» 
gender  Kräfte  miterworfen  ist,  so  üb|n  diese  in  demselben 
eine  gewisse  Wirkbng  aus,  welche  am  bebten  auf  die 
Weise,  wie  oben  geschehen  ist,  ausgedrückt  wird,  wenn* 
man  sie  dem  Ihtegrale  aus  dem  Producte  der  Kraft  in  daa 
Differential  ihrer  Richtung  gleich  a^tzt,  öder  der  Summe 
dieser  verschiedeneu  Integrale,  wenn  mehrere  Kräfte  auf 
denselben  Punkt  wirken.     So  drückt  also  hier  JV^   oder  die 


I 

/ 
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Summe  der  Integralfornieln  fVAix  ^-fF'dv  ^^fVdv'Aie. 
Gröisc  der^  Wirkung  der  drei  Kräfte  /^,  V.^  V"  auf  das  in 
dem  Funkte  «Z  beiindliclie  Tbeilchen  dea  flüssigen  Köi'pers .' 
aus,  —  ^  Der  BegrilF  von  äquilibrireuden  Scliichten  beruht 
nun, 'vrie  wir  gesehen  haben,  auf  diesem  Begriffe  von  der 
Gröfse  der  Wirkung  einer  Kraft,  'v^il  diese  Schichten  da« 
durch  bestimmt  werden ,  dafs  die  Wirkung  der  Kräfte  fili 
jodcn  Punkt  einer  Cleichgewichtsschichte  gleich  grofs  iat. 

90.  Die  Bestimmung  der  Figur  solclmr  wagerechteu 
oder  äquilibrirenden  Schichten  ist  n,un  ein  geometrisches 
Problem,  dessen  Auflosung  aber  meistens  sehr  verwickelt 
ist,  und  wH'lches  wir  hier  um  so  eher  übergehen  können, 
da  es  keine  Anwendung  in  der  Wirklichkeit  findet.  Wir 
wollen  dagegen  der  Betrachtung  derjenigen  Kräfte ,  y^x^ 
welchen  die  Figi^r  der  F^'de  imd^  das  Phauomcu  der  Ebbe 
Und  Fluth  abhängt ,  unsre  Aufmerksamkeit  widmen, 

91.  Es  wirkt  nämlich  auf  die  flüssigen  Körper,  die 
sich  auf  der  Erde  befinden,  aufser  der  Schwere  auch  noch 
die  Cicntrifr.galkraft,  welche  aus  der  Uiu^rehung  der  Erde 
um  ihre  Axe  entsteht,  und  map  niufs  daher  a^f  diese  Kraft 
Rücksicht  nelunen ,  Wenn  man  über  das  GleicEgewicht  des 
ganzen  Meeres  ^  oder  der  Atmosphäre  urtheilen  will.  Denn 
ohgleich  hier,  eine  Bewegung  Statt  findet ,   also  die  Wnter- 

' suchung  nicht  hieher  zu  gehören  scheint;  so  kann  man 
docU»  weil  die  Wirkung  jener  Bewegung  beständig  ist,  so- 
bald dif  flüAigen  Körper  zu  einem  gewissen  unveränder- 
liehen  Zustande  gelangt  sind,  diesen  ah  Zustand  des 
Gleichgewichts  betrachten ,  indem  er  völlig  mit  demjenigen  ' 
übereinstimmt,  in  welchen  diese  Fluida  würden  versetzt 
werden,  wenn  die  Erde  ruhte,  aber  aufser  der  Schwere 
beständig  auf  jedes  Theilchen  eine  Kraft  wirkte,  welche 
dem  Abstände  desselben  von  der  Axe  proportional  wäre, 
und  es  von  der  Axe  zu  entferjicn  strebte.  Diese  Untersu- 
chung  führt  daher  zu  einer  Bestimmung  dcr^  Figur  der 
Erde. 
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Ferner  ist  es  begannt,  dafs  die  anziehend»  Kraft  der 
Sonne  und  des  Mondes  auf  das  Meer  wirkt,  Und  die  Ab- 
wecbselung  vou  Fluth  und  El)be  hervorbringt.  Hiebei' 
I findet,  nun  zwar  eine  beständige  Bewegung  Statt,  indefs 
läfst  sich  hier  wenigstens  ein  oberflächlicher  Begriff  von 
diesem  Phäiiomen  gehen,  wenn  wir  Mond  und  Soxlne  als 
ininjer  über  demselben  Punkte  der  Erde  stillstehend  betrach- 
ten ,  und  den  Zustand  des  Gleichgewichts  des'  Meeres  und 
der  Atmosphäre  für  diesen  Fall  suchen«  Zu  einer  genauen 
Betrachtung  der  Ebbe  urtA  Fluth  giehoren  freilich  Untersu- 
chungen  ^  welche  auf  die  Gesetze  der  Bewegung  flüssiger 
Körper  gegründet  sind,   und  von  denen  hi^r  nichts  gesagt 

werden  kann. 
*  - 
9ß.  Problem  15.  Wenn  (Fig.  so«)  aufscr  der  Ceu- 
-tripctalkraft ,  welche*  jedes  TKeilchen  des^flüssigen  Körpers 
gegen  C  zu  treibt,  zugleich  jedes  Theilchen  Z  von  det 
ditrch  den  Mittelpunkt  gehenden  f/ssten  Axe  A^B  mit  einer 
Kraft,  welche  der  Entfernung  von  derselben  XZ  propor» 
tional  ist ,  abwärts  getrieben,  wird,  den  Zustand  des  Gleich« 
gewichts  des  flüssigen  Körpers  au  bestimmen« 

A  u  f  1  ö  s  u  n  g.  Des  Theilchena  Z  Dichtigkeit  -söy  r:^ (jf, 
der  Druck  in  diesem  Punkte  =  /y»  die  Entfernung  CZ  vom 
MittQJpunkte  =?  v^  die  beschleunigende  Kraft,  welche  das 
Theilchen  gegen  C  zu  (reibt ,  =  F^  sey  feine  Function  von 
V,  und  folglich  die  Wirkung  dieser  Kraft  ;=/^</w.  Fer* 
iier  sey  die  auf  die  Axe  A  B  senkrechte  Linie  ZpC  =2  Xy  und 


die  vx>n  der  Axe  zurücktreibende  Kraft 


X, 


=  -7-,  nämlich  dem 

Abstände  vou  der  Axe  proportional.     Hätte  diese  Kraft  die 

entgegengesetzte  Riciitung,    so  könnte  ipan  sie  als  gegen 

einen  Mittelpunkt  ^u  wirUend  betrachten,  und  erhielte  ihre 

^dx  X*  X 

Wirkung  =y  — 7- =  i -7- ,   jetzt  also  mufa  man  ihre  Wir- 

x^ 
kung  =  —  — >  setzen,  so  dafs  die  Grölse  der  Wirkung  allei? 
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»a* 


Kräfte  für  das  Theilcberi  Z  oieTTF=fydv >ist.  Man 

erhält  also  für  das  Gleichgevntht  die  Gleichung  ' 

/—  =5  Conn.  —frdv+—p 

(xdx      ' 
oder  auch  djf^sztj  !— : —  —  Vdv 
,  \  j 

wo  die  tDtegration  wieder  fiur  dann  möglich  13t  ^  wenn  ^ 

entweder  blos  vom  Dinicke  abhängt ,    oder  a^ch  eine  Fun* 

ctiön  von  TV  ist.     Wenn  also  In  eiu6m  homogenen  Fluido 

die  Wärme  nicht  allen thajben  gleich  ist,    so  mufs  sie  eiiie 

.Function   von  IV  oder  in  allen  denjenigen  Firnißten  gleich 

grofs  seyn ,  für  welche  W  einerlei  VVerth  erhält :    und  als- 

dann  wird  das  Gleichgewicht  bestellen ,  und  auch  die  Wer«* 

the  von  <f  sowohl  als  von  p  in  allen  diesen  Funkten  gleich 

werden  ^    woraus  sich  dann  die  Form  der  äquilibrirenden 

Schichten  y   folglich  auch  die  Gestalt  der  freien  Oberfläclie 

bestimmen  läfst.      Nimmt   man   an,    dafs  V  für  die  ganze 

Oberfläche  der  Erde  gleich  grofs  sey,  was  man  wohl,,  wenn 

keine  grofse  Genauigkeit  verlangt  wird,    voraussetzen,  darf, 

so  ist  ^=  1  der  natürlichen  Schwere  gleich,^  und 

(xdx 

folglich  für  *  alle  Punltte,    wo  der  Druck  p  einerlei  Werth 
erhält,  oder  dp  =s:  o  ist,  das  heifst^  für  die  üqailibrircfnden 


x* 


/ 


Schichten  ^y  =  Cons^.  H j.,  eine  Gleichung,  'i^elche  die' 

Figur  aller  dieser  Schichten,  mithin  auch  di^  Figur  dev 
freien  Oberfläche  bestimmt.  Wenn  also  die  halbe  Axe  die- 
ser Fläche  C^  =3  A  ist,.sq  wird  Const.  =  /i,  weil  für  die 
in  der  Axc  liegenden  Funkte  a;  ==:  o .  ist ,  dagegen  wird  für 
den  Aeqiiatorealbalbmesser ,  wo  «  =  »,  a*  —  nf^  +  2  kf=:  o 
oder  X  i=^f  ±  yf(f*  — *^/)r   ^^  /  *®^'  grofs  mufs  ange- 

X 

nommen  werden,  weil  die  Kvaft  -t-  saht  klein  in  Verglai- 
chunjg  der  Schwere  ist 


9 
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Qj.     Wenn  man- also  die  Figur  des  Meere>  bestimmen 
will,  so  wird,  Wenn  man  ^=21  setat,    für  jeden  Punkt   z 

der  Druch  p  =  i  —  t;  +  —p  für  die  äufserste  Oberfläche 

J  * 

aber  dej-  Halbmesset  des  Aequators  =J— ^(^^  —  2/^) 

=  t  +  — >  T TT- ;  wenn  k  diQ  halbe  Axe  und  f  sehr  viel 

gröfser  als  k  ist« 

94*      Um  y  zu  bestimmen,   wollen    wir    die  Zeit,    irt 
welcher  die  Erde  sich  um  ihre  Axe  dreht,   =  ^  Secunden 

setzen,  denn  alsdann  wird  f  =ä  — *t  ,  wenn  ^  die  Höhe  des 

freien  Falles  in  der  erst^en  Secundc  für  Körper^  auf  welche 
blos  die  =:  1  gesetzte  Kraft  der  Schwere  wirkt,  ist.  Setzt 
man  hier  jui  =^  06i6/^"y  und  die  halbe  Erdaxe  h  ==:  ipdooooo 
FuIIb,  so  wirdy  =  •2^-3^  und  der  Halbmesser  des  Aequators 

unceßihr  :=  — —     und  wenn  verschiedene  Fluida  von  un- 
^  ööo 

^gleichet  Dichtigkeit   sich   so   nahe   an  dep  Oberfläche  des 

Meeres  befanden,  dafs  man  aucli  für  sie  die  Attraction  der 

Erde  (das  ist  die  Schwere,  sofern  sie  wßgen  der  Schwung« 

kraft  nicht  corrigirt  ist)   allenthalben  =:=  1    setzen  .konnte, 

f  o  würden  alle  diese  Fluida  ^Schichten  von  gjeicher  Dich«* 

tigkeit,  deren  Aequatorcalhalbmesser  zur  halben  Axe  das« 

selbe  Verhältnifs  hätte,    um  die  Erde  bilden. 

94  i).  Es  ist  zwar  einleuchtend,  dafs  die  Süppositioil 
V==:  1  nicht  für  jeden  Punkt  an  ^der  Oberfläche  der  Erde 
genau  richtig  ist,  selbst  dann  nicht,  wenn  man  den  Mittel-  . 
punkt  der  Ei  ^'le  als  den  einzigen  anziehenden  Punkt ,  oder  die 
Masse  der  Erde  als  im  Mittelpunkte  vereinigt  betrachten 
dürfte,  weil  nämlich  die  verschiedenen  Punkte  der  Oberfläche 
verschiedene  Entfernungen  vom  Centro  haben.  Obgleich  die 
Rücksicht  auf  diesen  Umstand  die  Resultate  nur  wenig  an«' 
dert,  so  wiTl  ich  die  Jlechnung  doch  nach  der  Voraus- 
setzung, dafs  V  dem  Quadrate  des  Abstandes  v  vom  Mittel« 


X 
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punlite  umgekebrt  proportional  sey,  wiederholen.  Ich 
setze  Wieder  die  halbe  Axe  der  Erde  =A,  und  die  Schwer- 
kraft am  Pole  aa  der  Oherflächc  d6r  Krde  oder  des  Meeres 
=  1 ,     also    für  irgend   einen    andern  Pinlkt  Z   die  Kraft 

V  s=:  —^y  SO  orbalte  ich  nun  au»  der  Hauptglelchuiigx 

Soll  also  hier  die  Lage  des  Punktes  -Z  so  geändert  werden, 
dafs  er  auf  dersclhfen  äquil  ihr  Iren  den  Schichte  hleiht,  oder 
dafs  J/7=o   wirdy     so    erhält  man   für   die  Figur   dieser 

Schichten  die  Gleicjiung  Const.  =  -7-7.  +  — ^  oder  weil  am 
Pole  für  vz=zK  jir  zr:  o  ist .    hestimmter  k  =:?  — >  +  —    für 

'  2f  V 

diejenige  Schichte.,  deren  halbe  Axe  ^Cr^^ist,  djis  ist 
für  die  Oberfläche  des  Meeres,  Der  Halbmesser  des  Aequa- 
tOTS  wirdalso  hier  durch  die  Gleichung»'—  ^fhv^  ^jk''  =  o 

bestimmt,  woraus  i;=2  Ät  +  ^+  |  "Ji  folgt—  ein  Wcrth, 

der  von  dem  vorigen  nur  im  dritten  Gliede  Verschieden  ist, 

wodurch  das  Verhältnift  -7-  wenig  geändert  wird« 


Hätte  man  in  4*«  Gleichung  x^.'v-^  2  JA t^  +  ß/Ä^  =  o 

für  X  seinen  allgemeinen  Wcrth  x  =r  1;  Coa«  (p  gesetzt,  wenn 

ip    die   geographische   Breite  des  Ortes  Z  b^eichnet,    so 

w^ürde*  für  den  Radius  "v  der  Oberfläche  des  Meere»  die  all> 

gemeine  Formel  / 

•     •             k^  Cos.  ^*           it'  Coj.  ^*  : 
vK==ik+ ^- +  1 — -p- . 

gefunden ,  wenn  man  die  mit  höhern  Potenzen  von  f  divi- 
dirten  Glieder  als  unbedeutend  weglu^st.     * 
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.  95.  Die  Gleichung  fÄp  p  läfst  sicli  nun  zwar  nicht 
auf  die  Besjtimmung  tlea  Druckes ,  welchen  ein  im  Innern 
der  Erde  liegendes  Thcilcbeu  leidet ,  anwenden  /  weil  da^ 
wegen  der  Attraction  der  höhern  Schichten,  die  Vorau«- 
setzung ,  daf»  die  ganze  Masse  der  Er^e  im  Centro  vereinigt 
.  sey,  gar  zu  weit  von  der  Wah^rheit  abwiche«  Auf  die  At- 
mosphäre aber  können  wir  die  vorigen  Gleichungen  eher 
anwenden,    wenigstens  um  einige  aUgemeiue  .Folgerurigen 

t\x  ziehen ,  weil  da  die  Voraussetzung  ^  =  -^  nur  in  so- 
fern  unrichtig  ist,  als  die  Erde  nicht  genau  eine  Kugel  ist. 

Bezeichnet  also  hiev  k  die  halbe  Erdaxe ,  d  den  Radius 

des  F'rdsphäroias  für  die  geographische  Breite  =^  ^ »   und  v' 

den  Ab9tan4  eines  unter  derselben  Breite  oder  lauf  demsel* 

i   ben  Radio    befindlichen  Lufttheilchens  vom  Mittelpunkte 

der  Erde ,  so  ist  auch  für  die  Luft 

dp       xdx       k^  dv  - 

Da- wir  hier  die  Temperatur  aU  überall  gleich  voraussstzciii 
.    60  hängt  die  Dichtigkeit  der  Luft  «blo's  vom  Drucke» ab:    ich 

setze  daher  f  =  . — ,  und  nehme  an ,  dafs  b  die  Dichtigkeit 

der  Luft  an  der  Oberfläche  des  Meeres  unter  dem  Pole, 
und  a  der  Druck  ist,  welchen  sie  bei  dieser  .Dichtigkeit 
ausübt,  so  wird  ,  , 

a  i)^  Cos.  ^* 


7-  log.  p  =3  Cobst.  +  '     ■      ^- 


+  •7' 


und  Const.  =  -r-  log.a—  ft,   -wfeil    an  der  Oberflüche  des 

ÜVl^eies,  unter  dem  Pole  v  :s=  kj  p  xn  a^  Cos.  ^  =  0  wird.' 
Es  ist  also  allgemein 

a  a  v^  Cos*  ^*         A*. 

Der  letzte  Theil  der  Gleichung  verschwindet,  'w^nn  mau 
für  V   den  diesctr  Breite  entsj)recheuden  Radius  des,  £rd- 


V*  Affschn^  Korper  t  warnuf  Centralkrnfte  wa4ien.         gl 

» 

tpharoxds  setzt;   mau  hat  dahar  an  der  ganEen  Oberfläch« 

a 

des  Meeres  log.  — -  =  o,   also  ist  p  =  n,    oder  der  Druck 

der  Lufit  ist  an  der  Oberfläche  des.  Meeres  überall  .gleich 
grofsy  folglich  at^ch  die  Dichtigkeit  der  Luft  — -  welches 
auch  schon  daraus  erbellte ,  vreil  wir  oben  die  Figur  der 
Oberfläche  des  Meeres  durch  die  Voraussetzung  /Jp  • —  p 
Bestimmten«  Um  nun  auch  fiir  versobiedene  Höhen 'sck 
über  der  Oberfläche  des  Meeresi  den  Druck  der  Luft  zu  be- 
stimmen, setze  ich 

t;=v  +  ii  =  fc  +  u  +  ^~+l  71 » 

v(ud   finde  nun,   wenn   ich  diemilf  J'  dividirten  Glieder, 


m'  m* 


auch  die  i»iTJ  oder  -rj  multiplicirten  weglasse, 

a         hu    r         n         2ACos-Ä^        uCos«  Ä^     .   u* 

„,._  =  _  ^.  ___  __i  +  ___2.  +  _ 

5^  Cos.  ^^; 

Diese  Gleichung  zeigt,   dafs  in  derselben  Hohe  t=^u  über 

der  Oberfläche  .des  Meeres  der  Druck  der  Luft  =  p  nicht 

unter   allen  Breiten   gleich  ist,    sondern  desto    gröfser,   je 

uCos.  ^* 
Bfiher  man  dem  Aequator'ist ;  denn  das  positive  Glied  — 


wird  bei  allen  Höhen ,   die  wir  erreichen  können ,   äuiserst 

2,ACos.  9^ 
unbedeutend^gegen  das  negative  Glied       ■;•'/  ■■■'»     Es  er- 
hellet also ,  dafs  die  gleich  dichten  I^ufUchichten  am  Aequa- 
tor  der  Erde  weiter  von  der  Oberfläche  des  Meeres  entfernt 
sind ,  als  unter  dem  Pole* 

95  &)•  Hatte  ich  in  der  Hauptgleichung  fiir  das  Gleich- 
gewicht flüssiger  Körper  die  Kraft  F=i  ^  gesetzt,  oder  aul 
die  Aenderung  der  Attraction  in  verschiedenen  Entfernun- 
gen vom  Centro  der  Erde  nicht  gesfjhen,  so  hätte  irh, 
wenn  alle.jBuchstaben  ihxe  Bedeutung  bebalteti , 

r 


ga         /.  Tht  Gesetze  fies  Gleichgewichts  flüssiger  Körpej^ 


a 


h    ( 


loff.  —  =  — 
^    p  a 


V 


f  2 


Cos.  (p 


2^ 


^f 


gefunden ,  also «    da  hier  der  Radius  des  Erdsphäroids 

**  Cos.  0'       i»  'Cos:  <B* 
=sA+ ~'+ ~ 

ist ,  fiir  die  Höhe  =  ü  über  dem  Meefd 

a  ^hu  (       k  Cos.  0*        u  Cos.  ^*       A*  Cos.  0^"^ 

wo  ebenfalls  deutlich  in  die  Augen  /allt^    dafs  für  einerlei 

ä 

Werth  von  u^  der  logi  —kleiner  wird^  wenn  Co«.  ^  wächst, 

oder  dafs  in  der  Nähe  des  Äeqvator^  in  >derselben  Hohe  =  u 
der  Druck  det  Luft  grölser  ist,   als  unter  dem  Pole« 


95  c).  Beim  ^rsteii  Anblicke  scheint  es ,  als  ob  diese 
Gleichungen  unmittelbar  eine  Correction  der  aus  barome- 
trisbheii  Messungen  berecjineten  Höhen  angähen ;  man  darf 
aher  diös^s  nicht  so  geradezu  behaupten,  ohne  noch  auf 
einen  Umstand  Rücksicht  zu  nehmen,  nämlich  darauf^ 
dafs  die  Barometerhöhen  nur  unter  gewissen  Bedingungen 
deni  Drucke  proportional  sind^  Der  Au$druckj  dafs  a  und 
p  llöhen  eitler  Säu]c  sind^  deren  -Oewicht  dem  Drucke  a 
und  ^  gleich  ist ,  gilt  nämlich  nur  dann  ^  wenn  die  auf  die 
Materie  dieser  Säule  wirkende  Schwere-  =:  i.,  und  auch 
Ihre  Dichtigkeit  =  x  ist*.  Die -Dichtigkeit  dei  Quecksil- 
bers können  Vrlr  hier',  wo  von  Unterschieden  der' Tempera- 
tur nicht  die  Rede  ist«  zwar  immer  s±  i  setzen,  aber  die 
Kraft  der  Sdiwere  ist  wegen  der  Verminderung  durch  die 
Schwungkraft  selbst  an  der  Oberfläche  der  Erde  ni.cht  übei^ 
all  gleich  grofsa  Nenne  ich  also  jetzt  4)estimmtör  die  be- 
schleunigende Kraft,  welche  am  Pole  der  Erde  ^  und  zWar 
an  der  Oberfläche  des  Meeres^  die  Körpet  gegen  die  Erde 
treibt^  =^  &;  sd  wird  unter  der  Breite  =  ^  in  der  Entfu- 
nung^s  V  vom  Mittelpunkt  der  Erde  diese  Kraft 
[A*        ,x  Cosi  (p]  ^  (k\       t;'Cos*^*l 


V 


t 


f 


JZ 


f 


V*  Ahschn.  KSrp^Ti  ujorauf  CfrUraJkrdfu  wirken»         83 

w^enn  man  auf  did  At>nalim^  der  Atträctioxi  in  gtöftem  Eni* 
fernungen  Kücksicht  nimrati  Det  Druck  der  Luft  ist  dem. 
Ge\riclitd|der  Quecksilbetsaüle  iük  Barometer  gleich  ^  also 
liier^  wo  des  Quecksilbers  Dichtigkeit  s±  i  ist|  dieaet  Dnick 


,  (k^       v'  Cos*  Ä^' 


i^eiin  ^6  fiatometerhöhe  ==  p^  ist^  in  denl  dtirch  den  Ab« 
stand  =  V  und  die  Breite  =s  f  bestimmten  Punkte«  Der 
Druck  |der,  Jjuit  ist}  an  der  Oberfläche  des  Meeres  !==r  o, 
wenn  alscr  iintef  der  Breite'  =^  (p  die  Barometerhohe  am 
Meere  s==  a|ist^   so  wird 

ffe*       t  Coi.  (t>^ 


V- 


Wenn  V  den  Radius  det  Mec^rftsdäclie  für  diese  fitisite  bezeich- 
net*  Setze  ich  alsojeut  \viödet  v  cs:t;+«*  und  bringe  in  die 
zwischen  p  und  u  gefundene  Gleichung  statt  ^  und  a  ihr« 
durch  p  Und  a  ausgedrückten  Werthe  y  s6  is€ 


4dg. 


■iifti 


7 


] 


■Jüäbi 


A*  (t»+«)Co8*^* 


Ulk 


17+1*)* 


■■ta<V 


buiO 


A»      vCos^J* 


14 


a 


1 


i  - 

f 


/ 


f     '    f     '  1^     'tr 

isti    Nun  aber  ist  i  w^uu  man  ^ür  v  sein6xi  Werth  set2t  ^ 
ti*  l  .    ^kCöBif^       fii     A»Cos*Ä* 


1-* 


ü'  Cos«  Q* 


f 


+  T 


/* 


1^         iii  f  a        14  Cos*  ^*        M*1 

4.W  log,  -^  «  ^  j^.  ---.——  +-J 

t      k*  (v  +  u)  Co».  ^*^ 


+  log- 


(1-+«)* 


/ 


lA*»!    I     hmnt'ßßt 


fc*  .    w  Cos.  ^* 
«a 


■Mfc 


/ 


F  t 


54         J»  Tk.  GesetKe  i0S  Gleiehgeunchts  flüssiger  Körper. 

DU 

WO  im  Coefficicnten  ron-r  WoÖ  die   «ehr  Meinen  Glieder, 

welche  die  Factoren  t-j.  oder    —  enthaken ,    wcggclassea 
^ikind.     Kestituirt  man  auch  in 


\  \ 


f/tr  V  »einen  Werth,  so  erhält  man  dafür 

f          fLU       2  u  Co8.  ^*    ,    5  "*] 
log- ^i  - -j^  -  — jP +  "Fjt 

welcher  nahe  genug 

fi  u       g  u  Cos.  9*        M* 

ist»    Äs  wird  also 

SU  Cos.  f^        li^ 

und  folglich  ist  log.  -r  ^"r  gleiche  Werthe  von  h  zwar  un- 
ter dem  Aequator  etw^s  Kleiner ,  als  am  Pole ,    aher  diesem 

ist  wegen  der  Kleinheit  des  Bruches  ^ ,  der  seihst  m  deh 

höchsten  Gegenden  der  Atmosphäre ,  Wenn  man  ä.  B.  i*  =  0 
Meilen  ifimmty  nur  «ygj^^  beträgt,  gänzlich  unbedeutend. 

p5  d).  Da  man  hei  den  barometrischen  tlöhenmessun* 
gen  gcwöhulic^h  auf  die  Verminderung  der  Sdiwere  iit 
grölsern  Höhen  nicht  Rücksicht  nimmt,  so  will  ich  noch 
kurz  die  Formeln  des  §.  95  ().  so  ausdrücken ,  dafs  die  Ba» 
lometer höhen  statt  des  Druckes  gesetzt  werden.  Bei  der 
Voraussetzung  ^  =:  &  ist,  wenn  d  und  p'  die  Barometer* 
l^öhen  bedeuten,  weldie  unter  der  geographischen  Breite 


y.Jbsehn,  Körper  ^  ^ormtf  Centralkrdfce  wirken.         35 

2;^  0  dem  Drucke\  a  am  Meere  uad  dem  Dmcke  g  in  der 
Höhe  =  u  entsprechen, 

/        V  Cos.  ^*1 

^\-ofü^  ich  söhr  nahe  richtig  au.c6 

,  f        »  Co«,  ^^1 

,=p[, — y_j 

aimehmen  kann.  Setze  ich  dies^  Wcrthe  in  ß.  95  i) ,  so  wird 


it  bu 

'og.  -/  =?=  -7 


i  Cos.  ©*        u  Cos.  Ä*       fe*  Cos.  Ä* ' 


/ */ 2/ 


*  J 


p         a  V  Cos.  9 

I  -^  1^ 


2 


a'         bu  f         u Cos. (p*         u 
oder  loff.  ---  =  -;^    i  —  ,     ■ 


A  Cos,  <p^  r 


a  hu 

welches  ;niit  der  gcwöhnl.  Rechnung,  da  man  log.  -^  sm  — 

•  •        ^^ '^p  a' 

u     I 
setzt,  fast  völlig  übereinstimmt,  da  der  Bruch  ^  selbst  bei 

den  höchsten  Bergen  noch  kaum  ^dJaog  beträgt. 

I 

Es  erhellet  also  hieraus,,  d^ats  man  h^i  den  Höl^enbe- 
rechnungen  aus  barometrischen  Beobachtungen  nicht  aiuf 
die  sphäroidische  Gestalt  der  äquilibrir enden  Llifuchichten 
Rücksicht  zu  nehmen  braucht ;  denn  ob  es  gleich  wahr  ist, 
dafs  die  Luftschichte,  in  welcher  man  sich  am  Aequator  in 
der  Höhe  =:  u  über  dem  M<^ere  befindet,  dichter  ist,  und 
mehr  Druck  ausübt,  als  die  Luft  in  der  Höhe  :=  u  unter 
dem  Pole,  so  fallt  doch  diQser  Unterschied  des  Druckes, 
wegen  der  Vennindevung  der  Schwerkraft  unter  demAequa-' 
tor,    ganz    aus   den  Formeln   für  die  Höhenmessung  weg, 


^6         L  Tft»  Gfsefze  it^  'Gleichgewichts  flüssiger  Körper» 

wenn  mfn  cien  Drupk  ^i^rcli  die  zugehörigen  Barometer- 
hohen  ausdrückt  ^*      • 

9($,  JDle  hier  gefundenen  Formeln  für  die  Gestalt  der 
.Erde  geb^n  die  4hplatt\uig  derselben  viel  zu  geringe  an^ 
wovqn  der  Gnznd  in  der  unrichtigen  Ypraussetzuiilg ,  dafs 
die  anzrehende  I(raft  blos  dem  Centrp  der  l^rde  eigen  ^ey» 
liegt,  Wir  wissjen,  dafs  jedes 'Theilchen  der  Erdp  die  übrigen  , 
anzieht,  und  dieses  hä(tß  bei  der  gegenwärtigen  IJntersuchung 
in  Betrachtung  gezogen  Werden  sollen :  wir  werden  dah^r 
auf  diesen  Gegenstand  noch  einmal  zurüchkommen ,  jetzt 
abfsr  lEu  deni  Frpblenie  übeirgehen  |    ftuf  dessen  Auflösung 


*)  Ich  habe  diese  Untersuchang  hier    piusführlich   mitg^theüt,    weif 
eine 'Aeufseruiig  von  Laplace  im  iten  mnde   der  Mechanik  de« 
Jiinimels,    S.  i4i.  (der . deutschem  (lebers.)  verleiten   könnte,    su 
glau|)en,  dafs  die  Fornfel^  welche   die  Gestalt    der  äqniUbrirenderi 
Luftschiebten  angibt,  unmittelbsu*  zu  einer  Correption  der  aus  dem 
Barometerstände  berechneten  Berghohen  fuhrt».      Dieser   Irrthum, 
f denn  es  scheint  allerdings,  als  bh  Laplace,  welcher  diese Corre* 
ctiq9  nur  im  Vorbeigehen  erwalmt,  an  den  UiustaHd  nicht  gf^dadit 
)iabe|    der  sie  unndthig  macht)  —    dieser  Irrthum  ist  zwar  von 
y^fn.  Roh  de  in  einer  eignen  kleinen  Schrift:  U  eher  Laplace 's 
neue  Corr*ption   4er  aus   baron^etrischen   Beobach- 
tung ^A  berechneten  Berghohen  — -  bericl^tigt,    aber   Hrn. 
Rol^de>  Schlüsse  sind  .selbst  nicht  gans  yon  Torwürfen    frei, 
indem  erhpl  dfsr  ersten  Widerlegung  des  Laplace* sehen  Satzes 
nnrichtig   annxmqit>    dafs  J die  .Barometerhöhe  am  Meere  aiif  der 
gana^  £rde  gleich    groüs  pey,    w^il    der  Druck  der  Luft  gleich 
grofs  ist;    naohhcr  nimmt  er  zwar  auf  die  Ungleichheit  der  Baro- 
meterhohen   bei  gleichem  Drucke ,    ivcnn  die  Kiaft  der  Schwere 
yerschiedfin  ist,    gehÖnge  Rticksicht,  und  fuhrt  die  Rechnung  mit 
einer  weit  gitiijsern  Genauigjceit ,  als  hier  erfordert  wird,  indem  er 
B.  B,  auf  die  Correcdon  der  Höhe  Rücksicht  nimmt,    wcluhe  aus 
der  Abweidinng   des  Radius   von  der   NornialUnie  entsteht   (eine 
porrection,  j}|e  bei  den  höchsten  Bergen  nur  einige  Zolle  beträgt), 
rerwedpelt  aber  axn  Ende  fvieder  Barometerhöhe  und  Druck  der 
Luf^,  und  schliefst,  dafs  die  gleich  dichten  Luftschichten  (couches 
'de  nirean)    überall  gleich    weit  von    der   Ober  Aachen  des  Meeres 
entfernt  iiüld«  weil  er  nicht  darauf  Rücksicht  nimmt,  dafs  der  Ba- 
rometerstand tflOL  Meere  selbst  yon  der  geographischen  Breite  de«. 
Ortes  abtüngt.  B. 


I 

V.  Äbschtit    Koifer^  worauf  CctUralkräfie  wirken,         ö7 

die   ersten   oberfläclillcbeu  Sestimmungea    tler  Ebbe  *  und 
Fluth  berubeii. 

97.  Problem  itf.  Wenn  sich  in  C  C^ig.  ai.)  3*' 
31itte!punkt;.der  Erde,  in  E  aber  ein  andrer  Wcltkörper  be- 
fiodet,  dessen  anziehende  Kraft  im  umgekehrten  Verhält« 
iiissc  des  Quadrats  seiner  Entfernung  steht,  die  Bediugun« 
gen  des  Gletchgewiehts  fi  ir  den  Ocean  od^  die  Atmosphäre, 
-vrelrlie  die  Erde  umgibt,  anzugeben,  wenn  sowohl  die 
l\rde  als  der  Körper  £  als  ruhend  betrachtet  werden. 

# 

A  u  f  1 Ö  s  u  n  g.      I>ie   Entfernung   C  E  scy   =  h ,     die 

Masse  der  Erde  =  C,    die  Masise  des  Körpers  £  =  £  ^  so 

kann  man  für  die  Entfernung  =  d  die  anziehende  Kraft  der 

C  .  E 

Erde  s^  j-i,     die  anziehende  Kraft  des  Körpers  E  2=  rr 

setzen.  Man  betrachte  nun  ein  Thellchen  des  fliissigea 
Körpers  in  Z,  wo  die  Dichtigkeit  =9,  der  Druck  =p; 
so  müssen  die  Wirkungen  der  beschleunigenden  Kräfte  auf 
dieses  Th'eilchen  bestimmt  werdexi.  Es  tey  CZ  =  V| 
£Z=M,  also,  wenn£C2:s=^  i«*=:fc* — ^Ar, Cos.^+»*f 

so  wird  das  Theilchen  Z  von  einer  Kiaft  =  — ,     die  wir 

P 

=  1  setzen,  wenn  Z  an  der  Oberfläche  der  Erde  genommen 
wirdj  gegen  den  Mi ttelpunjit  C  getrieben  j   und  die  Gröfse 

der  AVirkung  dieser  Kraft  ist  =  J  — j-  ^  — — ,     Eben  so 

'wird  dasselbe  Theilchen  gegen  £  mit  einer  Kraft  gezogen,/ 

£  -        .     _ 

deren  Wirkung  = ist.     Weil  «her  auch  der  Mittel- 

JE 
punkt  der  Erde  mit  einer  Kraft  =?=  rj  nach  £  hin  angezogen 

fi 
wird,   und  yfix  diesen  als  ruhend  angenommen  haben,  so 

muls  man  sich  diese  Kraft  als  an  jeden  Funkt  der  Erde  nach 

.entgegengesetzter  Richtung  angebracht   vorstellen:     zieht 

man  d;Jier  Z  r  mit  £  C  parallel ,   dafs^  ZYzsav  Cos.  (p  sey, 


■  \ 


I 

'88         I.  Tfc,  Gesetze  des  GUichgewuhu  jiüssiger  Körper, 

/  80  muCi  man  noch  eine  auf  Z  nach  der  Richtung  Z  Y  wir- 

E       \ 

kende  Kraft  =  TI  annehmen,  d^ven  Wirkung^also 

»  _  _ 

^--*  E  4  d  .  t;  Co».  0       —  Ev  Cos. 


ist.     So  erhält  man  für  den  Zustand  des  Gleichgewichts 

( Cdv     .  Edu       E.d^v  Co3.'<p^ 


dp 


—  + + 


» 


wo  für  <j  ähnliche  Bedingungen  gelten  müsseo  y  wie  vorhiii, 

wepu   das   Gleichgewicht   möglicl^   seyn  soll.     Wenn  man 

ä1«o  die  gesammte  Wirkung  aller  Kräfte  =^  JV  iiennt,    so 

werden  p  und  (j  als  Functionen  von  !V  ausgedrückt,    und  . 

in^iu  erhält  für  jede  äquilibrirende  Schichte 

C        E        EvCo^.tp 
—  4 ,- =  Const. 

1 

Da  dhet  h  gegen  i;  sehr  grofs  ist ,,  so  kann  man  fiir  — ^     die . 

Reihe 

1  I        vCos.  ^       T;*(3Cos.(p* — i) 

v' .  Cos '^(5  Cos.  ^*  — 5)       v^C'^C)  .Cbs^** — 3o.Cos.0*+3) 

set/'en,  so  dafs,  wenn  man  die  beständigen  Grölsen  weg* 
läfst,  die  gesammte  Wirkung  der  Kräfte 

C       Ev^  (5  Cos.  (p^ --^  i)       £^2^os^C5Cos^*— 3) 

Äv^  (55  Cos.  <p*  —  50  Cos.  ^*  +  5) 


.MV 


wird ,  woraus  man  dann  p-=z~—  ftjdW  findet. 

# 

98.     Wenn  nun  der  Halbmesser  der  Erde  z=  k  ist ,  so 

setzen  wir  -r;  =  &•     Man   nimmt  die  Masse  des  Mondes 

etwa  (5o  mal  kleiner  an,  als  die  der  Erde;  -wenn  also  £  den 
^lond  bedeutet,  zo  ist  £  =ij'ö  C,  und  da  für  die  mittlere 
Entfernung  dei  Mondes  etwa  A  =  60  .  ä;/  so  Vird  für  den 


(  ^ 


V.  AhschjL.  Körper^  worauf  CenZralkräJtc  wirken,  g^ 

E         C             1                         1 
Mond  t;  =  7J  •  "—z 7  =  ^TH 7  •     I^ie  M^ssc 

h^  Ä*    12960000. K     12960000. K 

fler  Sonne  setzen  wir  dagegea=  329600  •  C,    ihre  mitthsre 
Entfernung   von    der  Erde  =  23700. Äü,    also  w^id  für  die 

R  1  .  El 

Sonne   -rr  =  — 7: — ;: r  .     Allccmein   «ey  t;  =  — r  «     so 

/i'        403(315500. Ä  ^  ^    h^        nk^ 

v^ird,    weil    man  die   folgfiiiden   Glieder    weglassen    darf, 

/,»    '  V*  (3Cos,(p*-^0       r'Cos.(pC5Cos.^*^5) 


'•     •  -  — ^— ww^^^^p-™^     vMw      ■!  —  ■      m  1        im——  f         m     mm 


V  ,       ünk  S.nkk 

Bei  einem  Fluido  von  •unveränderlicher  Diclitigkeit  wird 
daher,  wenn  man  9=1  setzt,  p  =  Const,*  —  ^»  Um 
liier  die  beständige  Gvohe  zu  Ledtimmen ,  sey  k  der  Halb- 
messer der  Erde  für  diejenigjs  Stelle  der  OberflacLe^  wq 
9  =  o  ist ,  uUq  C4  =:  k ,  so  wud  an  d^r  freien  Oberfläehe, 
wo  p  =  o , 

,     .     *    t  1    '^^       t*       t'*  (3  Cos.  ^*  —  1) 

k   +  —  ^+-7= 1-  — — — — , 

n  nk        V  &  nk 

v^  (Cos.  ^  (j  Cos,  ^* — 3) 

3  Sin,  (p^' 
i  -^  i  findet;  denn, 


woraus  man  sehr  nahe  v  ^=s  k 

2i< 

wenn  man  sich  v  in  einer  Reihe  von  det'  Form 


\^         n    *     n^        J 


ausgedrückt  vorstellt,  so  wird,'  wenn  man  die  Glieder  weg- 

läl'st ,    welche  höhere  Potenzen  von  n  oder  nh  im  r^enuer 

I  ,                 J        1  -»-  3  Cos.  0* 
enthalten,  x+  —  =«i   t '  ■  •      folßlich 

3  Sin.  ^* 

^4  3=— -—r—.       Der  Halbmesser   CD,   für  welchen 

2 

0  ^=z  00°  ist,  wird  also  =  A  1 1 —  j    um   die   Gröfse    — - 

^         ^  '  I  8/ij  2/1 

kleiner,  als  CA,  Und  diese  Grö£se  betragt,  v/enn  ich  für 
n  die  vorhin  gefundnen  Werthc  setze,  für  den  Mond  j2^ 
Fufs ,  für  die  Sonne  J  Fufs  Pariser  ]>{[afs. 


^o  I,  TTi.   Gesetze  des  GU'i%.h gewicht s flüssiger  Körper^ 

Wenn  alao  die  Erde  ruhte ,  so  »würde  das  Meer  an 
«lern  Orte,  wo  der  Mond  im  Zenith  steht,  etwas  mehr  als- 
zwei  Fufs  höher,  oder  der  Ilalhmesser  fürdiesen  Funkt  Scr 
Oherflücfae  um  so  viel  gröfser  seyn,  als  für  disn  Funkt,  in. 
welchem  der-Mond  Im  Horizont  erscheint;  für  die  Sonne 
würde  dieser  Unterschied  noch  weniger  betragen,  und 
wenn  beide  Ilimmdskörper  zu  gleicher  Zeit  in  y^  im  Zenith 
ständen,  so  würde  das  Meer  etwa  um  3  Fufs  höher  sey^« 

• 

als  wenn  sie  über  Daständen.  —     Da  die  Erde  nicht  ruhet, 
und  der  Mond  nach  und  nach  über  verschiedenen  Funkten  . 
der  Erde  im  j^^enith  steht,   so  gelangt  das  Meer   nie   zum 
Gleichgewichte,  Sondern  der  höhere  und  tiefere  Stand  der 
Oberfläche  desselben  wechselt  periodisch  ab,    und  bewirkt 
das  tllg1it:h  zweimal  wiederkehrende  Fhänomea  der  Flutli 
und  Ebbe.      Eine  genaue  Betrachtung   dieser  Erscheinung 
dürfte  dahw  nicht  auf  die  Gesetze  ^des  Gleichgewichts  ge- 
gründet werden ,  weil  hier  Iveln  Zustand,    in  welchem  das 
Fluiium  fortdauernd  beharrt.  Statt  findet,  und  aus  diesem 
Grunde  läfst  sich  von  der  hier  gefül|rten  Reclit\ung  keine 
genaue    Uebereinstimmung   mit   der   Erfahrung    erwarten: 
indefs   bemerkt  Liaplace,    dafs   man   in   der  Südsee  die 
ganze  Höhe  der  gfofstcn'Fhithen  nur  von  3  Fufs  gefunden 
habe.     Die  verschiedene  HöIie  der  Fluth  an  andern  Orten 
hängt  von  localen  Umständen  ab;  auch  die  Verspätung  der 
höchsten  Flulh,    dafs  diese  nämlich  i>icht  in  dem  Augen- 
blicke eintritt,    da  der  Mond  culminirt,   hängt   theils  vpn 
örtlichen  Umständen,   von  dem  Widerstände  ab,    den  das 
Wasser  bei  seiner  I^ewegnng  findet, 

99.  Eine  ähnliche  Untersuchung  läfst  sich  für  die  At- 
mosphäre anstellen,  fs  sey  in  i4  au  der  Oberfläche  des 
Meeres  der^Dimck  der  Luft  =  a,  ihre  Dichtigkeit  :=:  i, 
und   die   dem   Di*ucke  p    entsprechende    Dichtigkeit    sey  < 

hp  .  bIV 

=  9   :=  — ,  so  erhält  man  log.  p  =  Const.  —  —    oder  ' 

a            p        k^        V*  (3  Cos.  f  *-*-  1)  k 

T  '^S*  "^  ^ ^    '  "     ■         ,      ■         —  fc  —  — 


y,  Ahsckn>  Körper,  ■W0rauf  CtrUtralhräfte  wirken,         91; 

a  p  ^k  Siu.  (fi^ 

woTSkUs  für  »  =  Ä:  folct:  t"  log.  -^  =^  -^  ■■ '■         —  ,    oder, 

p  p  > 

weil  xnaB  hier  loc,  —  =  — .-  1  4-  —  seteen  kann» 

5  fcÄ  Sin.  ^* 

Der  Druck    der  Luft   ist    a1$o  in  gleichem  Abstände  vom 

INIittelpunkte  der  Erde  nicht  überall  gleich ,  sondern  da  am 

kleinsten,    wo    der  Mond   im  Horizonte   steht.  ^ —     Dafs 

dies  so  seyn  müsse,     erhellt    schon  daraus,    .weil  au  der 

Oberfläche  des  Meeres  der  Druck  in  jedem  Punkte  gleich 

ist;  nennt  man  aber  CA  =  A,   upd  nimmt  auf  andere  Ra< 

dien,  z.  B.  auf  CD,  einen  eben  so  weit,  als  A  vom  MItteJif 

vunkte  abliegenden  Funht,    so   liegt  dieser   oberhalb    der 

3tSin.  p* 
Meeresfläche,  und  seine  Höhe  über  derselben  ist  =  -; 


-— r 


der  Druck  der  Luft  ist  also  bier  um  das  Gewicht  der 'Luft« 

k  Sin.  q,^ 
Säule,  deren  Höhe  =  |; — :  i»t,    kleiner,   als  an    der 

Oberfläche  des  Meeres,  oder  als  uiJi   das  Gewicht  dicsei* 

m 

oAi.Sin.  0* 
Luftsäule  aber  ist  =  ^ • 

100.  Um  den  Einflufs,  welchen  dieser  Unterschied 
des  Druckes  auf  den  Barometerstand  bat,  näher  zu  be- 
stimmen, setze  ich  die  Barometerhöhe  in  A  an,  der  Ober^ 
fläche  des  Meeres  ?=  a,  welche  dem  Drucke  =a  entspricht; 
an  einem  andern  Orte  J8?,  dessen  Entfernung  vom  Mittel-^ 
punkte  der  Erde  eben  so  grofs  ist,  nämMch  CZrszk^  Bej 
der  Druck  2=  pi  der  Barometerstand  =  p'4 

Da  wir  die  Kraft. der  Atträctton  der  Erde  an  ihrer 
eberfläche  =  1  setzen,  so  ist  die  gesammte  Krafit,  welche 
in  A  (Fig.  21.)  den  Fall  der  Körper  beschleunigt, 

E  E  ^         Ek(2h—k)' 


>» 


i«  Th»  Gesetze  dss  Gleichgewichts ßussiger^Köfyer* 


oder,  wenn 


h^ 


1 
nk 


verminderten  Schwere  =  i  -»- 


-^,  wie  vorhin,    heifsty   die  Kraft   der. 


In  Z  hingegea 


ist,  wenn  man  die  aus  Zerlegung  der. verschiedenen  Kräfte 

entspringender  Kraft  nach  der  Richtung  ZG  sucht,  diese  j 

£Cos.0       £.Cos.£^C  f 

e=  X  i ri —  +        ■       ■ — — 

JFlCos.'^       E.  (k — h  Cos.  ^) 

=  '  +  -xi-  +  - ;i 5 

um  «also  a  und  p  durch  ü  und  p'  auszudrücken ,  mnfs  man 

£  £ 

1-4 — 


die  Werthe  aziz  a  . 


un( 


p  =  p 


£Cos.^       £('AOos.'^— Ji)'j 


in  die  vorhin  zwischen  p  und  Sin.  0  gefundene  Gleichung 
setsen.     Diese  Werthe  lassen  sich  auch  so  ausdrücken ; 

,  f         ft       sM  ' 

a  SS  a      I  —  —T  —  —  I   und 

n        hnj 

f         3Cos.^*  — 1     '3ftCo8.  «  1 


n  Sink 

Die  Gleichung  zwischen  p  und  (p  gibt  also  tiun ,  wenn  man 
statt  4  und  p  ihre  Werthe  setzt, 

I  —  —    Sin.  *•  1  -"  77  Sin.  ^\ 

da  man  die  mit  n^  oder  mit  n  A  dividirtea  Glieder  weglassen 
darf.  Der  Unterschied  der  Bardmeterstände,  wenn  der 
Himmelskörper  £  im  Zenith  oder  iri.  Horizonte  steht ,  wird 
also  um  etwas  gröfser,  als  der  Unterschied  des  Druckes  a 
und  p,  oder  als  der  Unterschied  der  Barometerhöhen ,  wel- 
che einer  unveränderten  Schwere  des  Quecksilbers  ent- 
sprächen, aber  da  bei  den  Weltkörpem,  welche  auf  unsr^ 
Krde  wirken,  n  so  sehr  grofs  ist,  so  ist  dennoch  die  Va<^ 
riation  des  Batometerstandes  höchst  unbeträchtlich.  Nach 
den  vorhin  angegebeneu  Wcilheu  \ou  n  ist  für  den  ]\Ioiid 


Ki  Ahsjckn,  Körper f  worauf  Centralkrafie  Xinrlieru  dtb 

der  BrncB  —  k  etwa  cä  i^  Fufs,  also  - —    =:  ^^^    Fufs 


n  -  '  ß/i 


und    ^-^   nur  etwa  =  ^oi5baoo  Fufsr  die   Summe  diesei 

irüche  würde  angeben ,  ujn  wie  viel. das  Barometer  hoL er 
steht,  wenn  der  M«nd  im  Zeftith,  als  wenn  er  im  Hori- 
zonte eines  Ortes  Ut  Füt  die  Wirkung  der  S'oiine  wird 
diese  Aenderung  noch  erheblich  kleiner« 

I 

10&«  Aus  diesen  Betrachtungen  erhellt,  dafs  Mond 
und  Sonne  eine  Flnth  im  Oceau  bewirken,  wenn  diese 
Himmelskörper  sich  dem  Zenith  oder  Nadir  eines  Ortes 
nähefn,  und  dafs  dagegen  die  tiefste  Ebbe,  oder  der  nie- 
drigste Stand  des  Wassers  eintritt,  wenn  sie  im  Horizonte 
stehen.  Da  aber  der  Mond  nicht  lange  im  Zdnith  dessel- 
ben Ortes  bleibt,  so  übersieht  man,,  dafs  die  Fluth  erstihre 
gröfste  Höhe  erreichen  wird,  wenn  der  Mond  schon  über 
das  Zenith  hinausgerückt  ist>  und  dafs  diese  Yerspätunj^ 
desto  erheblicher  seyn  wird,  je  mehr  Widerstand  der  Zu- 
fiufs  des  Wassers  findet«  ^ 

loa.  Bei  der  Betrachtung  der  Wirkung,  welche  der 
Mond  oder  die  Sonne  auf  unsie  Atmosphäre  heryo/bringt, 
anrollen  wir  noch  einen  Augenblick  vetweile.n« 

Wir  betrachten  hier  die  Erde  als  sphärisch,  und  äetzeiA 
ihren  Halbmesser  =  i,  erhebt  man  sich  nun  in  Z^  wo 
ACZn^  9  ist,  um  die  Höhe  =j  über  die  Oberfläche  der 
Erde,  so  ist  v  =  &  4"  ^t  uud  man  erhält  für  p  den  Ausdruck 
p  Jt»         (A+i)*C>Cos.«*  — 0  k 


-r*  log-  —  =»    ■       ■  +  ■  — '    '  ■  —  k , 

oder  wenn  man  die  sehr  kleinen  Glieder  w^egläfst,'  welche 

5  a  p  3k      ^ 

den  Factor  —  enthalten«  -7-  loc.  -*•  =s  —  j  -*•  —   Sin.  0*. 
n  b        ^    a  2n  -^ 


p  r^ti^ih^  Sin.  ♦•) 


oder   —  5=3  e^      **        •"**  ,  wenn  e  die  Basis  des 

a        ' 

'natürlicIieaLogarithmeniysteths  iat,  und  a  den  Druck  der 


^4         ^»  ^^-   Gesetze  des  GUichgeivichts  ßüssiger  Körp€f\ 

Luft  in  A  an  der  Oberfläcbe  des  M^res ,  b  die  Dichtigkeit 
derselben  daselbst  beseichnet.  Erbebt  man  sich  also  in  A 
um  die  Höhe  =  s  über  das  Meer,  so  ist  da  die  Dichtigkeit 

der  Luft  =  b  .,€  ^/  y  in  D  aber  ist  in  derselben  Höbe  die 

Dichtigkeit  =  J  .A  ^  2uay^  Öenkt  man  sich  nun 
in  A  oder  B  eine  Luftsäule  i  deren  Querschnitt  =  ff 9  Ihre 
!HLöhe  =  x  ist ,  so  findet  man  die  Masse  derselben 

•        z=fJfiids=Const.  —  aff.e  *   =a//[i— V^**  j;       . 
^die  Masse  einer  gleich  hohen  Luftsäule  in  D  aber  ist 


=«// 


^h 


1-— Ä 


2  na. 


5kb 


oder,   weil  man  e      ^'**=  x  —  ^^ —   setzen  kann* 

Ana 

verhält  sich  die  letzte  zur  erstem,  wie  1  :  j  —  —  • 

•  .  üna 


«o 


Es  mufs  also  eine  grofse  Quantität  Luft  nach  A  und  B 
suströmen ,  wenn  der  Mond  sich  dem  Zenith  oder  Nadir 
dieser  Oerter  nähert;  und  es  findet  eine  ähnliche  Bewegung 
in  der  i^tmosphäre  wie  im  Ocean  Statt,  wovon  das  Baro- 
meter nur  deswegen  so  wenig  anzeigt,  weil  die  Schwere 
der  in ^  und  B  angehäuften  Luft  durch  die  Attraction  des 
Körpers  E  vermindert  wird/ 


Mit  welcher  Geschwindigkeit  abef  das  Wasser  oder 
die  Luft  gegen  A  und  B  zuströme,  das  läfst  sich  hier  nicht 
beistimmen  ,  da  die  gegenwärtigen  Untersuchungen  blos  den 
Zustand  des  Gleichgewichts  betreffen,  zu  welchem  das 
Meer  und  die  Atmosphäre  gelangen  würden,  wenn  der 
Himmelskörper  immer  über  derselben  Gegend  der  Erde 
stehen  bliebe.  Wollten  wir  die  Wirkungen  bestimmen, 
welche  erfolgen,  wenn  der  Mond  fortrückt  und  die  f*luida 
dtx  Erde  gav  nicht  sum  Gleichgewichte  gelangen ,   so  müis* 


^  I 


yL  Ahsclm.   Körp^y  deren  Tkeile>nch  gegefiSeUig  anziehen  etc.    jjjg 

ten  wir  di.e  Gesetze'  der  BewegUDg  flüssiger  Körper  kenneit) 
über  -welche  au»  den.  bisherigen'  Lehren  sich  noch  aichts 
hestimiuea  \eS%t* 


Sechstef     Abscl\nitt» 

Vcm  Gleichgewichte ßüssiger  Körper^  deren  TheiU 
jchen  sich  gegenseitig  anziehen ,  und  auf  welche 
aufserdan  andre  beschleunigende  Kräfte  wirken^ 


•«« 


jh^ 


105.  '  Die  Kesultate  der  im  vorigen  Abschiiiite  ange^ 
stellten  Untersuchungen  über  die  Figur. der  E:de  entfernten 
sich,  wie  schon  er\v ahnt  ist,  vorzüglich  deswegen  von  der 
Wahrheit,  weil  wir  die  anziebende  Kraft  der  Erde 9  als  in 
Mittelpunkte  derselben  vereitiigt,  ansahen:  es  ist  daher  der 
Mühe  w^erth^  diese  Untersuchung  so  zu  wiederholen,  dafs 
wir  jedes  Theilchen  der  Erde^  als  auf  di^  andre  wirkend, 
betrachten«  Wir  nehmen  hiebei  an,  dafs  die  Erde  die 
Gestalt  eines  durch  Uaidtehung  entstandenen  Sphäroids 
habe  und  durchaus  gleich  dicht  sey,  und.  werden  zuerst  eu 
bestimitien  suchen,  wie  die  AttractiQn  eines  solchen  Sphä* 
röids-auf  einen  innerhalb  desselben ,  oder  an  seiner  Ober- 
fläche liegenden  Punkt  Wirkt 

\o\t  ßie  Lage  jedes  Tbeilchens  Z  (Fig«  22.)  des  an« 
ziehenden  Körpers  sey  durch  die  Coordiuaten  AX  =  a% 
XY:s^y^  YZ:=iZ  bestimmt,  welche  den  auf  einander 
senkrechten  Axen  AB^  AC^  AD  parallel  sind«  Das  Vo-^ 
lumen  dieses  Theilchens  sey  t=z  dxdydzy  seine  Dichtigkeit 
s=f,  so  ist  die  Masse  desselben  =:  pe2a*c?ye?z,  welche  ich 
s:z  dM  setz^,  und  die  Masse  des  ganzen  sphäroidischen 
Korpers  mit  IM  bezeichne. 


V 


piS  /.  Th,  (Jesetze  des  Gleichgewichts  flüssiger  Körper^ 

Ferner  sey  *V  derjenige  Punkt ,  für  welchen  die  anzie« 
bende  Kraft  des  ganzen  Sphäroids  Lestiinnit  Werden  aoll^ 
und  die  Lage  dei^selben  sey  durch  die  auf  einander  senk- 
rechten  Coordiiiatcn  AO  '=::^ay  pR=t,  RS  :=:  c  gegeben^ 
so  ist' die  Entfernung  dieses  Punktes  J  von  dem  Th milchen  Z, 
ZS^/i(a-^x)^  +(,b  —  yy  +(c~z)^']i  und,  da  die 
anziehende  Kraft  im  directen  Verhältnisse'  der  Masse  und 
im  umgekehrten  des  Quadrats  der  Entfernung  steht,  so 
wirkt  dieses  Theilcheu  Z  auf  den  Punkt  S  mit  einer  Kraft, 

dm 

welche  der  Gröfse  ■     ^  proportional  ist:    ich  setze   diese 

dm 

Kraft  2=  V  ■'  "7  '^2"  >    *^™'    ^^^  bisherigen    Bezeichnangsart 

gemäfs,    die  Kräfte  durch  Zahlen  auszudrücken;    denn  da 

^^ 

9  d'Mdrei  Dimensionen  hat,  so  bezeichnet ,     ^  ^^  eine  blofse 

•     .  » • ZS 

2ahl,  wenn  Ä  eine  Linie  ist.     Aus  dieser  DjifFeTentialformel 

dm 

- — ■     ■^-  würde  die  Wirkung  des  gaazeii  Sphäroids  aiif  den 

Punkt  *S  gefunden  werden,  wenn  man  das  Integral  dersel- 
ben für  das  ganze  Sphüroid  bestimmen  konnte. 

io5.     Zerlegt  man  die  Kraft  -7 — =■—  nach  der  *RicL- 
%  h  •  c»  o 

tung  der  drei  Coordisaten ,  so  erhält  man  die  der  Ordii^ate  « 

(«— a?)  dm 

parallele  Kraft  = "— r- , 

hK^n^^y  fib—yY  +Cc— z)*]^ 

"und  das  Integral  dieser  Formel,  auf  das  ganze  Sphäroid  er- 
streckt, drückt  di<3  aus  der  Attraction  des  ganzen  Sphäroids 
auf  den  Funkt  S  nach  der   -  ^chtung  der  Ordinaten  x  ent- 

A 
springende  Kraft  aus«     Heifst  also  diese  Kraft  =^  -7-  ,       die 

B  .  . 

mit  den  Ordinaten  y  parallele  =  -r-,  und  die  mit  den  Ot- 

C 

dinaten  i  parallel  wirkende  Kraft  s=  -7-,  so  ist 


yi.  Absckiu  Körper y  deren  Theile sich  ge^etiseid^-  an:iehen  etcl     gy 

f  ,  (a  —  a)  tixdydz 


A=m- 


B=fff 


[(a  — a)»  +(6  — y)»  +;r— 0*]' 
f  ."C^  —  y)  d  ^dy  d  z 


c^m- 


f  (f — i)  dxdydz 


[  (a  —  *)»  +  (i  —  y)»  +  Cf  -  r)*  ]» 
yiro  Ale  Integrale  flieh  auf  den  ganzen  anziehenden  liörfer 
erstrecken  müsjen.    . 

io(J.  Diese  Integrationen  lassen  sich  leichter  ausrich- 
ten, wenn  man  statt  der  rcrhttvink lichten  (Koordinaten  x, 
y^  z  drei  andre  Gröfsen  einführt,  durch  welche  die  Lage 
des  Theilchens  Z  hestiinmt  wird*  Es  siiy  nämlich  dre  Ent- 
fernung desselben  von  cV,  SZrzzr^  der  Winkel,  welchen 
diese  Liinie  mit  einer  den  Ordinalen  x  pareHelen  Linie  ZE 
macht,  =pi  und  endlich  die  NeigUDg  der  Ebene  SZE 
gegen  die  mit  den  Ordinalen  x  und  y  parallele  Ebene  G'ZE 
=  <^y  so  lassen  sich  die  vorigen  Formeln  leicht  durch  diese 
Gröfsen  ausdrücken« 

Die  Linie  £Z,  welche  der  Ordinate  a;  parallel  gezo- 
gen, folglich  auf  die  Ebene  CAD  senkrecht  ist ,  treffe  ver-, 
längerTdiese  Ebene  in  m,  und  ms  sey  die''Linie,  in  welcher 
di&EbeneD^C  von  der  auf  sie  senkrechten  Ebene  SZE 
geschnitten  w^ird,  s  al^er  ^7  der  Funkt,  in  welchem  eine 
aus  S  auf  die  Ebene  DAC  senkrecht  gesetzte  Linie  die- 
«  selbe  trift,  so  ist  sm  die  Projection  .der  Linie  r,  und  der 
Winkel  smg  sr^,  wenn  mg  mit  A  C  parallel  ist« 

Es  erhellet  nun  leicht ,  dafs  sni  =;:  r  .  Sin.  p , 
a  »^  x^=z  r  Cos.  py 
^  h  "^  y  T=i  sm  ,  Cos.  ^  =5  r  Sin.  p,  Cos.  ^, 

c  —  t  =r  jm  .  Sin.  y  =  r  Sin.  p  Sin.  ^, 
und  da  schon  ohnehin  bekannt  ist,  dafs  , 

r*  =  (a  —  x)^  +C^—  y)*  +(c  — 1)%. 

so    fehlt   aur   Umformung    der   Ausdrücke   des    vorigen  5. 

nichts,    als  dafs  der  Weath  von  dxdydz  di^ch  p,  ^  und  ; 

ausgedrückt  werde. 

G 


f 


/  ^ 


98  I.  Th.  Gesetze  äes  Gleich  »ewichts  ßiissiger  Koi-per. 

107.     Lehrsatz.     Wenn   die  Gröfsen  a;,  y,  z  und  p^ 
o,  r  die  angeführte  Bedeutung  hahen,  so  ist 
dxdydz  =  r^  dp  dijdr  Sin.  p, ' 

Beweis.  Das  Parallelepipedura  -Z  EFGHfK  N stelle 
das  Theilchen  dM  z=:dxdydz^  und  mgnh  die  Projection 
desselben  auf  die  Ebene  CAD  vor;  so  ist  ZEtzzdx^ 
Z G  =z  m g  z=z  dy,  Z Jf  =  m ^  =  dz.  Ferner  ist  S'Z  =  r, 
ÄZE  =p,    Z^£  =  dpj     folglich,     wenn   Ze  auf  ÄE 

rdp 

senltrecht  ist,  Zeziz  rdp^  und>ZE  =  -: =  dx. 

5in.  p 

Aus  ähnlichen  Gründen  ist  jm  »•  =  d^ ,  und 

sm,  d(j        rdcf  Sin.  p 

m  «•  =  -r: r  =^  — ^: s=  dy. 

°  bin.  f'  Sin.  <y  "^ 

"Nennt  man  nun  r  —  dr  denjenigen  Theil  von  SZ,    welcher 

zwischen  «S  und  der  Ebene  H/JCN liegt,  so  ist 

tnt  r=z  dr  .  Siii.  p    und  hm  =  dr  ^  Sin.  p  .  Sin.  <f  =z  dzy 

folglich  das  Product  dxdydz  =  r^dpd(idr  .  Sin.  p. 

108.     Man  hat  also  jetzt,  wenn  man  in  fl.  105.  die  ge- 
hörig(en  Weithe  substituirt : 

A  izuffff  .  dpdtjdr .  Sin.  p  .  Cos.  p. 
^  :=z  Jff  f  .  dpdtjdr  ,  Sin.  p*  Cos.  qp, 
Cr=zffff.dpd(fdr,  Sin.  p*  Sin.  ^, 
wo  sich  die  Integrale  in  Beziehung  auf  die  veränderliche 
Gröfse  r  leiclit  finden  lassen,    da  oiFenbar,  weil^  eine  be^ 
ständige  Gröfse  ist, 

^A  =  Jf  f  •  rdpdif  .  Sin.  p  Cos.  p,^  , 
Eben  so  fände  man  die  Werthe  von  B  und  C,  und  diese 
Integrale  müssen  so  genommen  werden,  dafs  sie  sich  auf 
die  Masse  des  ganzen  anziehenden  Körpers  erstrecken.  Da 
wir  hier  annehmen,  dafs  «S innerhalb  des  anziehenden  Kör- 
pers liegt,  so  verschwindet  das  Integral  mit  r  zugleich,  und 
erhält  seinen  vollständigen  Werth,  wenn  r  bis  an  die  Ober- 
fläche des  anziehenden  Körpers  genommen  wird:  da  aber 
die  Linie  S  Z  die  Oberfläche  des  Körpers  zweimal  schnei« 
det,  und  zwar  an  verschiedenen  Seiten  von  S^   so  erhält 


« 
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man  den  vollständigen  Wertli  des  Integrafs,  wenn  man  die 
beiden  Werthe  desselben  zusammen  nimmt.      Sind  näailirh 
r  und  r"  die  Werthe,    welche  SZ  erlangt,    wenn  man  sie 
bis  au  die  Oberfläche* des  Körpers  verlängert,    so  miils  man  , 
in  das  Integral  r  +  r"  statt  r  setzen ,  und  erhält  folglich 
-^  ^^^ffs  0'  +  '")  ^V^^l  Sin.  p.Cösw  p^ 
^  =//f  •C'"'  +'*")  dpdij  Sin.  p^  Cos.  ^,  ' 
C  :=z  ff  g.Qr-^rr')  dpdq  Sin.p*  .  Sin.  tj^ 
und  es  mufs.nun,  wenn  die  fernere  Integration  vorgenom- 
men werden  soll ,   statt  /  +  r"  sein  durch  p  und^o  ausge- 
drückter Wert  b ,  aus  der  Gleichung  für  die"  Oberfläche  de% 
Korpers  gesetzt  werden  ;  alsdann  aber  werden  die  Integrale 
80    genommen,     dafs    sie  mit  p  und  ^  =  0    verschw^lhden 
und  mit /?  und;^  c=:  dem  halben  Umfange  ihren  vollständi- 
gen Wertb  erbalten. 

io>j.  Da  wir  hier  blös  von  der  Attraction  solcher 
Spbäroide  reden,  die  durch  Umdrehung  entstanden,  oder 
deren  zwei  Hauptaxen  gleich  grofs  sind,  so  haben  wir  für 
die  Oberfläche  derselben  die  allgemeiue  Gleichung 

w^hn  die  Ordinaten  vom  IVIittclpnnkte  des  Sphäroids  an  ge- 
rechnet werden,  wo  dann  ,die  mit  x  parallöle. iixe  die  geo- 
metrische Umdrebungsaxe  ist,  und  die  halbe  Länge  der- 
selben =&;    die  beiden  mit  y  und  2  parallelen  Hauptaxen 

aber  werden  gleich  grofs,  und  ihre  Hälften  smd  =  -7 — . 

■ 

Setzt  man   in  diese  Gleichung  statt  .r,  y,  2  diejenigen 
durch  p^  (/j  r  ausgedi'ückten  Werthe,  welche  im  106.  ß,  an- 
.gegeben  sind,  ^o  wird 

[fl  Cos.  p+  m  Sin.  p  (b  Cos.  9  +  c  Sin#  9)] 

Cos.  /?*  +  m  Sin.  p* 
P  — rt^  — m(t^+c^)    ^ 
Cos.p^-^mS'in.p^     ' 

und  folglich  die  Summe  der  beiden  Wurzeln  dieser  Glei- 
chung 

G  ci  '   •    . 


\ 

loo         I.  Th,  Gesetze  des  Gleichgewichts ßüssig^  Körper, 

2  .  [rtCos.p  +  m  Sin. p  (b  Gos.^  +  cSln.  ^)J 


r  +  r 


Cos.p*  +  m  Sin.;?*' 

£s  ist  also  für  das  durch  Umdrehung  entstandene  Sphä'rold 
2f,  dpdqSin.pCo^,p[aCos.p^inSin.p(bCos,ci'\-cSin,q)'] 


^=ff 


Cos.  p^  -i-  m  Sin,  p' 


Pp-2  fdpd(fSin,p^Cos,(flaCos,p-\-wSh'i,p(^hCos,(i^'Sin.(iyj 

^  —  JJ  "^  '^~      Cos.  p»  +  m  Sin.  p*  ' 

^^2fdpd<f .  Sin.p^S,in.^[r/Co.<.p4"rr<Sin.p(JCo6.^+cSin.^)] 

"^  jJ  Cos.  pk*  +  m  Sin.  p*        '  * 

und  diese  Formeln  lassen  sich  mit  Hülfe  des  folgenden  Lehr« 
sattes  noch  einfachet  maclien. 

xio.  Lehrsatz.  Wenn  P  eine  rationale  Function 
von  Slh.  p  und  Cos.p^  ist,  so  wird  alleuial/PcipCos.p^o, 
wet^n  die|es  Integral  für  p  =c:o  verschwinden  soll,  und  dana 

Vis  p  =  dem  halben  Umfange  genommen  wird,    * 

* 

Beweis.     Da  P   eine  rationale  Function  von  Sin.  p 
und  Cos.  p^  ist,   so  lüfst  sich  P  als  eine  rationale  Function 
der  einzigen  Grölse  Sin. p betrachten,  zugleich  ist  dp,  Cos.p 
=  d  .  Sin.  p ,   folglich  hängt  fP  .  d  .  Sin.  p  blos  von  Sin.  p  ' 
ai),  und  erhält  einerlei  Werth,  wenn  Sin.  p  einerlei  Werthe 
beigelegt  werden.      Dieses  Integral   erhält  also  für  p=  « 
und  für  p  =  130°  —  «  gleiche  Werthe,   und  wenn  es  ver-' 
schwindet,  wenn  p  =^  war,  so  verschwindet  es  abermals,' 
wenn  p  =  iQo^  —  «  ist.     Da  nun  vorausgesetzt  ist,    dafs 
da6  Integral  mit  p  =  0  verschwinden,   und  mit  p  =  130^ 
seinen  vollständigen  Werth  erhalten  soU,   so  erhellec,    dafs 
dieser  vollständige  Werth  wieder  =  o  ist. 

111.     Da   nun  im  §.  109.  der  Nenner  der  unter  dem 
Integralzeichen  stehenden  Formeln  eine  Function  von  Sih.p 
und  Cos.  p^  ist,  so  verschwinden  die  Integrale  all^r  derje- 
nigen Glieder,  welche  im  Zähler  eine  ungerade  Potenz  von 
,Cos.  p  enthalten.  '  '  y 

M^n  übersieht  aber  leicht,  dafs  aus  eben  dem  Grund« 
bei  der  Integration  in  Rücksicht  auf  9  ebenfalls  die  Inte- 
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.  .  '  .  1 

grale  derjenigen  Glieder  verschwinden,    welche'd^  Sin.  ^ 

Cos.  f  enthalten ,  folglich  kann  man  diese  sogleich  weglas- 

aon  und  setzen  ^        ' 

-^2^  n  (iprf^  Sin,  p  Cos. p* 

-^—Jf        Cos.  p*  +  m  Sin.7^"~ 
..^2 fmh dp (i<f  Sin, p^  Cos. i^^ 

^~Y  Cos.p^  +  mSi«.  p*        ' 

^^2pmc  dpdq  Sin.  p^  Sini  ^* 

^~'''         Cos.  p^+mSin.  p»    '  * 

und,  wenn  man  in  Beziehung  auf  ^  lutegrirt, 

-2^  a  (fdp  Sin,  p  Cos.  p* 

^~^      Cos.  p*  +  m  Sin.  p*    / 

-.a^imdp  .Siu.p'(4^+4Sin.^  Cos.  f/) 

"^  Cos.p*  +  7nSin.p*  * 

iÄ^cm<!?p  Sin.p'(^^ — '^Sin.if'Gos.fj) 

"^  Cos.  p*  + in  Sin,  p*  .  * 

und  tei  dieser  Integration  kommt  keine  Constans  hinaSu, 
weil  die-  Integra}e  mit  ^  zftgleich  verschwinden ,  ihr  voll- 
ständiger Werth  aher  wird ,   wexui  y  r=:  ir  =   dem    halben 

Umfange  ist 

/dp  Sin.  p  .  Cos.  p* 
Cos.  p,^  +  m  Sil),  p* 

/dp  Sin.  p' 
Cos.p^  +  m  Sin.p* 


/<ip  Sin.  p' 
Cos.p*+m  Sin.p* 


112.     Setze  ich  hier  Cos.  p  =  x,   so  wird 

— TT ^    s     r» 

»  -.<  (i— .i.^)fZa; 

m+Ci — m)  Ä* 


/ 


\ 
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T                    l  —  m 
oder,  wcnu :=  X\ 

Zatsn   p  J       dx  1 

A^-'l  i  +  XVr^J' 

woraus  für  A  folgt  - 

<•—  Are.  tang.  X  .r  — ä'|>  +^Const. 


A  = 


X*m 
und,  weil  für  ^  =z  i  ias  Integral  verschwinden  soll, 

Con.st.  =  —  -^-^  [  Are.  tang.  X  —  X  ] ,     . 

also  der  vollständige  ^Wcith  de»  Integrals,  den  e%  Hiv 
*  =, —  1  erlaugt  (denn  diese  Integrale  werden  von  p  =;:  o 
liis  />  r=:  flr  genommen) , 

und  auf  ähnliche  Weise 

Und  hiemit  sind  die  drei  den  Coordinaten  «,  S,  c  parallelen 
Kräfte,  welche  ans  der  Attraction  des  Sphäroids  auf  den 
Punlit  .y entspringen ,  bekannt,  wenn  die  in  den  Formeln 
X  Ol  kommenden  heständigen  Gröfsen  gegeben  sind,  und 
wenn  S  ein  Punkt  innerhalb  .des  Sphäroids  «der  an  der 
OLcrflnrhe  desselben  ist.  Denn  dafs  die  Formeln  auclf  für 
Punkte,  die  in  der  Oberfläche  liegen ^  gelten,  läfst  sich 
daraus  schliefsen  ,k  weil  sie  für  alle  innerhalb  liegende 
Punkte  gelten,  also  auch  für  die,  welche  unendlich  nahe  au 
der  Oberfläche  liegen. 


r  • 
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113.  Aus  den  Kräften,  .welche  nach  der  Richtung  der 

ABC 

Co ordinaten  wirken ,  -7-,  -7-,  -r-,     findet    man    leicht   die 

h       n       n 

ganze  Kraft,  welche  aus  der  vereinigten  Wirkung  jener 
entspringt,  indem  diese  =  ,  ist. 

Liegt  S  in  der  geometrischen  Tj'mdrelumßjsaxe  des 
Sphäroids  und  an  der  Oherfläche  desselben ,  so  ist  für  die- 
sen Punkt  a  =  der  halben  Axe  =  A,  isr^o,  c  =  o;  daher 

A         /^k  icg 
£  =  0,  C=  o  und  —  =  <-- — 7  rx' —  Are,  tan:;.  X],   und 

dieses  ist  die  ganze  Kraft,  mit  welcher  der  am  Pole  de« 
Sphäroids  liegende  Punkt  S  gegen  dasselbe  zu  angezogen 
wird.  Kimmt  man  diese  Kraft  als  bekannt  an,  und  setzt 
sie  =  1  y  so  erhält  man  eine  Bestimmung  für  die  Gröfsc  h^ 

weil  dann  h=z— —  [X  —  Are,  tang.  X]  ist.     Nehmen  wir 

nun  an,  dafs  diese  als  Einheit  betrachtete  Kraft  den  ihrer 
Wirkung  unterworfenen  Körper  in  der  ersten  Secunde  durch 
den  Raum  =g"  treibt,  so  wird  jede  andre  Kraft  P  Ihn  in 
derselben  Zeit  durch  den  Raum  =  Ps:  treiben.  Wir  wer- 
den  in  der  Folge  g  und  k  ala  bekannt  ansehen. 

114.  Wäre  der  anziehende  Körper  eine  Kugel,  so  ist 
Tn:=:j»  X  =  o;  man  hat  aber  allemal 

X  —  Are.  tanff.  X 

-^^ ^  =-}-|x».+fx4— jx«  +  etc. 

,  (1  +  X*)  Are.  tang.  X  —  X 
^a -^j—, =1— ^A*  +  3\X*— etc. 

folglich  hier,  wo  ^  =  a  ist,  wird  A  =  -  ,    B  =  f  «rf  t, 

5 

C  =  -f  iTf  c.  Die  ganze  Kraft  also,  mit  welcher  der  Punkt 
S  von  der  Kugel  angezogen  yvird,  ist  ZZj«'f  \/^(«*+i*+^*)» 
oder,  wenn  a*-;|-6*  +  tf*  ZU  if%  ZI  •f'^fÄ',  und  K  bedeutet 
die- Entfernung  des  angezognen  Punktes  vom  Mittelpunkte 
der  Kugel.      Stellt  man   sich  nun  eine  Kugel  vom  Halb- 


1  o4         J^«  ^''-  Gesetze  des  Gleich gewichts^ßussig er  Körper. 

mcsscr  m  K  vor,  deren  Dichtigkeit  Z^I  / ,  50  ist  ihre 
Idabse  "H  |frf/t',  also  die  anziehende  Kraft,  Welche  auf 
den  Putikt  S  wirkt,    so  grafs,    als  ob  diese  Masse  im  Mit- 

telynnkt  der  Kugel  vereinigt  wäre,  ~  f      ^  ■>  \ 

Liegt  S  in  der  Oberfläche  de«  anziehenden  kugeir#r-.' 
jnigen  Körpers ,  so  ist  K  der  Halbmesser  desselben ,  unH  S 
wird  so  gegen  diese  Kugel  angezogen,  als  ob  ihre  ganze 
Masse  im  Mittelpunkte  vereinigt  wäre;  dagegen,  wenn*!? 
innerhalb  hegt,  so  wirkt  die  Dm  umgebende  Kugelschale 
gar  nicht  auf  ihn,  sondern  blos  die  Masse  desjenigen  kugel- 
föruiigeu  Theils,  der  näher  als  S  beim  Mittelpunkte  liegt, 
und  die  Wirkung  dieses  Theils  ist  oben  so  grofs,  als  wenn 
seine  Masse  im  Centro  der  I^gel  vereinigt  \vi*re.  . 

*  • 

115.  Problem  17.  Ein  homogenes  Fluidum,  des- 
sen Thellrhen  einander  gegenseitig  anziehen,  und  desien 
äufsere  Oberfläche  die  Gestalt  ejnes  durch  Umdi*ehunjg  ent* 
staiidenen  Sphäroids  hat,  dreht  sich  mit  gegebener  Ge« 
achwindigkeit  um  seine  geometrische  Umdrehungsaxe^  man 
soll  bestimmen,  ob  das  Gleichgewicht  bestehen  kann. 

Auflösung«  Der  Punkt  S  (Fig.  «2.)  liege  in  der 
Oberfläche  des  Sphäroids,  und  seine  Lage  sey  durch  die 
auf.  einander  recht  winklichten  Coordinaten  A  Q  ZU  a» 
QRznh^  RSzU.Cy  deren  Anfangspunkt  im  Mittelpunkte 
des  Sphäroids  liegt,  bestimmt,  so  wird  die  Gleichung  für 
dic'Obcrfläche  des  Spbäroida  ^*  ZU  '**  +  m  (h^  +  c*)' allge- 
mein die  Lage  dos  Punktes  S  ausdrücken.  Hier  bedeutet  k 
die  halbe  Umdrehungsaxe,    welche  mit -den  Coordinaten  a 

k 
norallel  ist,  und  'y —  dea   Halbmesser   des  Acquators    des 

Sphäroids,   . 

* 

Auf  jeden  Punkt'  S  wirket  jetzt,  aufser  der  Attraction 
des  Sphäroids,    auch  noch  die  aus  der  Rotation  entsprin-  " 
grndc  Schwungkraft,  die  dem  Abstände  dieses  Punktes  von 


/ 
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der  Axe  ZZ  \fO>^  +  c*)  proportional  ist ,   welche  ich  daher 

durch  p  aufdrücke«     Zerlegt  man  diese  Schwung- 

J         < 
kraft  nach  der  Richtung  der  Coordinaten  ,    so  erhält  man 

nach  der  Richtung  der  Coordinate  b  die  Kraft  =  *7,naoh 

c 
der  Richtung  der  Coordinate  c  die  Kraft  =  -jr  ,  welche  den 

aus  der  Attractioa  des  Sphäroids  entspringenden   Kräften^ 

die  wir  vorhin  mit  —  und  rr   bezeichneten,  entgegen  wirks- 

n  h 

ten ,  indem  die  Schwungkraft  den  Funkt  S  von  der  4xe  zu 

entfernen  strebt,  statt  d^fs  die  eben  genannten  Attractious- 

kiäfte  ihn  gegen. dieselbe  au  ziehen. 

Bezeichnet  nun  P  die  Summe  aller  Kräfte,   welche  auf 
S  dei  Richtung  O /i  parallel  wirken,    O  die  Summe  aller 
mit  HO  parallelen  Kräfte^  und  R  die  Sunffne  aller  mit  «SÄ 
•   parallelen  Kräfte,  so  ist 

A  '  B         l  Bc        c 

wenn  A^  Bj  h  die  Bedeutung  des.  112.  {J.  habeu,    statt  G 

'Bc 
aber  sein  Werth  C  =  t"   gesetzt  wird.     Setze  ich  in_  den 

dortigen  Ausdrücken  ^ssa«,  Bs=:  iß^  daTs  nämlich 

«  =  yj-^jj   [X  —  Arctang.  X], 

ist,  $0  wird^   wenn  man  S  im  Pole  des  Sphäroids  nimmt^ 

km 
A=:kttj    also  P  äs  -T-,  und  wenn  man  diesen  Werth  von  P 

K  1  setzt,  h  sa  kitj  folglich  für  jeden  andern  Punkt  S 
a  fib        b  ßc        c 
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Soll  nun  das  Gleichgewicht  bestehen  können,  so  muh 
dp  =  Pda  +  Qdh  +  Rdc  seyn  (g.  59O,  und  für  jede  äqui- 
librirende  Schichte  <?p  =  o  =:=;  PJa  +  p<i^  +  Rdc  seyn. 
Wir  nahmen  aber  für  die  äufserc  Oberfläche  dife  Gleichung 
a*  +  m  (^^  +  c*)  =  Ät*  an*  und  da  diese  Oberfläche  die 
Form  einer  äcjuilibrirenden  Schichte  haben  mufs,  wofern 
das  Gleichgewicht  bestehen  soll ,  so  mufs  die  Differential- 
gleichung ada-^  m  (hdb  '{'  cdc)  ^:z  Q 

mit  der  Pda  +  Qdb  +  Rdc  =  o 
einerlei  seyn ,  die  letztere  aber  gibt ,  wenn  man  für  P,  O,  R 
iure  Werthe  setzt  und  mit  k  multiplicirt. 


da  + 


U    /j 


(tdJ  +  cdc)ZZo, 


_   ß         k 
et  mufs  also  m —  —  -^  seyn>  wenn  das  Gleichgewicht 

bestehen  soll« 


Aus  dem  vorigen  ist  belcannt,  dafs  m  ZU  —; und 

X 

Are.  tan^.  X  — 


3  •  — I Ä : T^' — »    folglich  -7  ZU  —  — m 

*  X  —  Are,  tang.  X  •  ^  f 


» 


(^'^  +3)  Are.  tang.  X—  3 X 


2  (X  —  Are.  tang.  X)  (i  +  X^)  ' 
oder,  weil  Are.  taug.  X  ZZ  X  —  }X'  +  *;i^  _  «  x»  +  etc. 

'A    ^    —  >  ^  t/T-l^'^^+A^"-  etc.] 
so   wird  -7  X*  -rri — ^ — r      ^      '  , , 

oder  -jZZfX*— I^X^ 

wo  man  die  folgenden   Glieder  weglassen  kann,   wenn  X* 
ein  kleiner  Bruch  ist,  und  man  Erhält  umgehehrt 

5       k         110      k^ 

^'-T-j  +  T'f' 

wodurch    die   Abplattung   des    Sphäroids    bestimmt    wird, 
wenn  k  und  f  gegeben  sind. 


I 
I 


faA**^* 


-  'r^ 
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Die  Gröfse/wird  aus  der  Ge^cbvrindigkelt,  mit  wjel- 
cher  sich  das  Sphäroid  um  seine  Axe  dreht,  bestimmt.  Es 
sei  daher  T  die  Anzahl  von  Secundcn,  in  vrelcher  das 
Sphäroid  eine  Rotation  vollendet,  so.  ist,  wenn  g  den 
Kaum  bezeiihnet,'  durch  welchen  die  als  Einheit  angenom* 
mene  Kraft  einen  Körper  in  der  ersten  Secunde  treibt ,  die 
Schwungkraft  in  der  Entfernung  ZZ  ^(t*  +  c^)  von  dei;  Axe 

— "TJ'i^ »    folglich  jZH—,  und  daher 

^    faATr^l       110 

k  . 

weil  die  höhern  Potenzen  von  -j  in  allen  hierzu  betrachten« 

/  • 

den  Fällen  dürfen  übersehen  werden. 

■ 

I        ii(J.     Wenden  wir  die  eben  gefundene  Formel  auf  .die 

Frde  ail ,    deren  Umdrehungs.zeit  nach  L  a  p  1  a  c  e  ZZ  8Ö164 

SecundenHÜ  T,  ihre  halbe, Axe  feZZ  i955592o  Pariser  Fufs; 

so  würde  sich  X  bestimmen    lassen,    wenn  man  g  kennte. 

,  Da   wir   die  Schwerkraft   am  Pole  det  Erde  ZZ  1    gesetzt 

haben,  so  ist  g  der  Raum,  welchen  ein  nahe  an  der  Ober* 

flache  •  der  Erde   unter    dem  Pole   fallender  Körper   in  dejr 

üg     ^ 
ersten  Secunde  durchläuft,  oder  —  die  Länge  des  Secun* 

denpendels  unter  dem  Pole.  Diese  Gröfse  ist  nun  zVrar 
nicht  aus  unmittelbaren  Beobachtungen  bekannt,   wir  kön« 

Ticn  aber  dieselbe  ZZ  3»oi^9  Far.  Fufs  ZZ  ""^  annehmen,  da 
es  hier  nicht  darauf  ankommt,   durch  welche  Hülfsmittel 

diese.  Gröfse  bestimmt  sey.     Dann  wird  — :;:;  H^  0,005433 

/  1 

iind  X*  ZZ  0,008^9.      Es  war  aber  m  ZZ      t    2 »  ^"^^  daher 

der  Halbmesser  des  Erdäquators  ZZ  k  .  V^(i  +X*),  woraus 
sich  dasYerbältnifsderAxe  zum  Durchmesser  des  Aequators 
wie  i  zu  V^(i  +  X*)ZZi  s  iy0043>  oder  beinahe  wie  230:251 
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(inaet.  Und  dieses  würde  die  wahre  Bestimmung  der  Ge« 
ttalt  der  Erde  seyn ,  inrenn  dieselbe  ganz  aus  einem  homo* 
genen  Fluido  bestände.. 

>i7.     Setzt  man  wie  im  jj.  115.  mZZ  1 9  »o  istft*  m  a* 

+  t*  +  c*  die  Gleichung  für  eine  Kugel  vom  Halbmesser  k; 

verlangt  man  also  zu  wissen,   hei  welchem  Werthe  yoaf 

oder  Tdie  Kugelform  bestehen  könne |   so  mufs  man,   nach 

Ab  Ac 

5.  11^. ,  A  ZZ  4  *f  «>  B  m  — ,     C  ~  —    setzen  ,     man 

Ak 
hätte  also,    weil  h  ZZ  —  ist,  für  Pda  +  Qi^  +  Ädc  HZo, 


f  '1 


(Jdi  +cdc)  ZU  o,  weil  aber  diese  Glei-' 


chung  mit  ada'\'  bdh  +  cdc  ZU  o  einerlei  seyn  mufs,    so 

h  '       k  .  » 

wird  1  +  "T  ZZ  1  y  oder  -f  IZI  o ,    folglich  T  ZU  ru .      Der 

Körper  müfste  also  zu  Vollendung  einer  Rotation  eine  un- 
endliche Zeit  gebrauchen ,   das  ist,    er  mufs  gar  keine  Um- 
drehungshewegung  hahen,    wenn  die  Kugelform  bestehen    • 
soll.      Eia  Resultat,    welche^   wir  schon   ohen   gefunden 
hahen. 

i\Q>  Wenn  S  nicht  an  der  Oberfläche  des  Sphäroids,  N 
sondern  innerhalb  desselbeii  liegt,  so  läfst  sich  auch  die 
Gestalt  der  durch  diesen  Funkt  gehenden  äquilibrirendeu 
Schichtehestimmen,  wenn  die  Gestalt  der  Oberfläche  be- 
kannt ist.  Da  nämlich  für  jede  äc[uilibrirende  Schichte- 
Pda+  p^i+  Rdc  ZZo  ist,  weil  der  Druck  in  jedem 
Funkte  derselben  gleich  grofs  ist ,  so  erhält  man  auch  hier, 
wenn  man  für  P,  O,  H  ihje  Werthe  setzt , 


ir-k 


a^a  + -TJ  (Adi  +  cdc)  —  o. 

Da  aber  j8,  «,  k  und  f  eben  die  Bedeutung'  haben  sollen,  wie 
im  ß.  1 15»  und  hier  die  Form  einer  äquilibrirendeu  Schichte 
desjenigen  Sphäroids  gesucht  wird ,   dessen  Oberfläche  wir 


i    * 
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ß  k 

dort  betrachteten ,    so  ist ,    wie  dort , "-r  IJZ  m ,    und 

...     *         ^     . 
man  hat  für  ^lie  Gestalt  der  üquilibrirenden  Schichte 

fl*  +  m  (6*  +  c*)  ZZ  Const. 
Also  ist  .auch  diese  äquilibrirende  Schichte  ein  durch  Um- 
drehung entstandnes   Sphäroidy    desseti  halbe  iixe,    wenn 
ich    die   Const,    ZZ  K*    setze,   IZI  X, 'der  Ilalbnjesscr    des. 

Aeduators  ZU  "7^  i«t,    so   dafs   also    das  Verhältnifs  der 

y  m 

Axen  bei  allen  äquilibrir enden  Schichten  dasselbe  bleib t^ 
welches  für  die  Oberfläche  Statt  fand. 

» 

119.     Um  den  Druck  zu  bestimmen,   welchen  irgend 
•in  Punkt  «S  leidet,  haben  wir  die  allgemeine  Gleichung    ' 
dp  ZU  —  {Pda  +  Qdh  +  Rdc)^ 

ada'^'  m(bdh  -\'  cdc) 

oder  d  p  ZZZ  —   '  — ,         "  , 

k 

wo  das  —  Zeichen  deswegen  vorgesetzt  wird,  Weil. die 
Kräfte  der  Richtung  der  Coördinaten  entgegenwirken:  in 
derGlei^ung  dpZZlo  brauchten  wir  hierauf  nicht  B.ück- 
sieht  9U  nehmen.     Aus  dieser  Qleichung  folgt 

p  ZZZ  Const,  —  ■■' , 

WO  die  Consta ns  so  bestimmt  werd/en  mufs ,  dals  der  Druck 
an  der  OberflÜc^e  verschwindet.  Bezeichnen  also  hier  a\ 
b\  c  die  drei  Coördinaten  für  einen  in  der  Oberfläche  lie«* 
genden  Fuxtkt,  so  wird 

Const.  ZZZ  '  ZZ  i  K 

2k 

weil  der  Zähler  ZZ  A*  ist.  Man  kann  aber  auch,  für  jeden 
ifndern  Punkt  a*  +  m  (t*  +  c*)  ZZ  -K*  setzen,  wenn  K  di« 
halbe  Axe  d^r  durch  diesen  Puidct  gehenden  äquilibrirenden 
Schichte     bezeichnet ,     daher    ist    allgemein    der    Druck 
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120.  Wir  verglichen  vprliin  (ß.  ß2.)  den  Druck  ,  den 
irgend  ein  Theilcben  leidet,  mit  dem  Gewichte  der  darüber 
stehenden  *Säu]e  des  Flüs'sigen :  auch  hier  lassen  sich  ühn« 
liche  Vergleichungen  anstellen. 

Liegt  der  Punkt,  für  welchen  der  Druck  bestimmt 
worden,  in  der  Axe  des  Sphäroids,  wie  p  in  Fig..  23. ,  so 
ist  der  Druck  wirklich  dem  Gewichte  der  darüber  stehen-^ 
den  Säule  Pp  gleich;  denn  da  hier  APzuk'^  Ap  ZU  A', 
so  ist  die  Länge  dieser  Säule  ZU  ^  —  ^1  das  Differential 
derselben  Z2 — dK.  Aber  das  in  p  befindliche  Theilcben 
dieser  Säule,  dessen  Masse  ZZ  ff^^t  wenn  man  den 
Querschnitt  desselben  HZ  ff   und   seine  Dichtigkeit  ZZ  1 

setzt,  wird  von  der  beschleunigenden  Kraft  ZZI  "7"     gegen 

n 

den  INIiUelpunkt  nach  der  Richtung  pA  gezogen,  das  Ge* 

K  d  K 
wicht  diese«  Theilchens  ist  also  ZZ  —  ff  •  r— -  >  und 

folgUcli  das  Gewicht  der  ganzen  Säule  ~  Const.  —  ff .  — ?• 

Diese  Säule  verschwindet,  also  ist  auch  ihr  Gewicht  ZZI  o, 
wenn  ICzZ^ist,    folglich  ist  Const.  IHiff.kj    tind  das 

Gewicht  der  Sävde  Pp  ZZ  //  7 eben  so  grofs ,  als 

der  im  vorigen  Q.  gefundene  Druck  auf  eine  Fläche,   welche 
—  //ist. 

^  121.  Wenn  der  Punkt  .S  (Fig.  23.)  nicht  in  der  Axe 
liegt,  so  hat  diese  Vergleichung  mehr  Schwierigkeit.  Denn 
wenn  man  den  Radius  A  S  bis  an  die  Oberfläche  verlängern 
wollte,  so  sieht  man  doch  gleich,  dafs  kein  Funkt  der 
Säule  «S  T  von  den  beschleunigenden  Kräften  nach  der  Rich- 
tung TS  getrieben  wird,  und  daher  das  Gewicht  dieser 
Säule  nicht  so  auf  S  wirken  kann,  wie  das  Gewicht  dor 
Säule  Pp  auf  p  wirkte« 

Die  Figur  stelle  den  Durchschnitt  einer  durch  «Sund« 
die  Umdrehungsaxe  gelegtea  Ebene  mit  der  Oberfläche  des 
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Sphärolds  vor,    so  ist  >^P=  i,    AB  zzs  7^~»  F^^  *®y  di« 

Linie,  in  wclclier  diese  Ebene  die  durch  S  gehende  äquill- 
brireude  Schichte  schneidet,    so  ist,  wenn  //p  =  JiC  gesetzt 

K 

Vfrirdy  nach  $.118*9  Ah  =:  -7—  .       Wenn    nun    S  W  die 

'  y    Vit 

Normalb  der  Linie  fSh  im  Punkte"^ «S  ist,  so  wird  das 
Theilcbcn  S  von  den  auf  dasselbe  wirkenden  Kräften  nach 
der  Richtung  S  W  getrieben ,  denn  es  lafst  sich  leicht  be- 
weisen, dafs  SW  auf  die  äqujlibrirende  Schichte  senkrecht 
ist,  weil  die  NormalUnic  einer  durch  Umdrehung  entstand- 
nen  Flache  immer  in  der  durch  die  Axe  gelegten  Ebene 
liegt.  Eben  so  wird  jedes  andre  Theilchen  T  nach  der 
Richtung  '£V  angezogen,  welche  hier  auf  die  durch  T 
gehende  äquilibrirende  Schichte  senkrecht  ist ,  und  es 
w^ird  sich  beweisen  lassen,  dafs  der  Druck  in  S  dem  Ge*^ 
wichte  einer  Säule  ZS  gleich.  Ist,  wenn  diese  Linie  ^<9  so 
gezogen  wird,  dafs  sie  alle  äquili)>rirende  Schichten  senk- 
reclit  durdischneidet.  Eine  solche  Linie  ZS A  heifst  die 
recht winklich'te  Trajectorie  dieser  elliptischen  Schichten, 
und  wir  werden  zuerst  suchen  müssen,  eine  Gleichung  für 
dicäelbe  i^u  finden. 

• 

■ 

122.     Wenn  für  den  Funkt  «S  die  Coordinaten  o,  &,  c 

sind,  so  ist  hier*  176*  =  a,  A  IJ  =  \/^(^*  +  c*),    welches  ich 

£=  u  setzen  will,  und  die  Gleichung  für  die  Ellipse  pSb  ist 

K*  =  a*  +'m  M*,    wenn  K  =  Ap   ist.     Man   findet   aber, 

"wenn  STV  die  Normale  dieser  Ellipso  ist, 

1       a  1 

tang.  SM'B  =-.-=  —  tang.  SAB, 

und  dieses  beständige  Verbal tnifs  der  TangentiJn  der  Win- 
kel, welche  Radius  Vector  und  Normallinie  mit  der  Axe  AB 
machen,  findet  für  alle  Ellipsen  Statt,  deren  Axen^^,  Ab 
sich  verhalten,  wie  ^m  :  1  ,'das  heifst  hier  für  alle  äqiiili- 
brirende  Schichten.  Es  sey  nun  A  S  Z  die  rechtwinklichte 
Trajectorie  dieser  Schichten,  welche  zugleich  durch  einen 
gegebnen  Funkt  Z  der  überllüche  geht,    so  ist  jed«  Tan^ 
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gcmte  S  W  dieser  Linie,  eine  Normallinie'dei jenigen  äquili- 
brirendeu  Schichte ,   welche  durch  den  Funkt  S  geht ,   und 

folglich  tang.  SWB=: —   tang.    SAB,       Bestimmt    man 

771 

aber  jeden    Punkt  ^  der   Trajectorie    durch   Coordinaten 

'  .  .      ,     ^« 

AU  ^s=-u^   US  =  a,  so  wird  tanp;.  SWD  ==  —.  und 

"  du 

t      a  ^      da         1       a 

tanfi[.  SAh  =:  — ,    folfiflich  ist  T-  =  —  •  —  die  Diffcren- 
^  u  ^  du        in      u 

tlalgleichtiQg,  welche  die  Natur  der  Linie  AS Z  ausdrückt« 


t 


Diese  Gleichung  gibt  Integrirt  a  =  -—r^-  ,    wenn  C  die  be- 

•täiidige  Gröfse  bedeutet.  Diese  beständige  GrÖfse  läfst 
•ich  bestimmen ,  weil  der  Punkt  JZ  an  der  Oberflächef^  durch 
welchen  die  Trajectorie  geht,  gegeben  ist.  Es  sey  nämlich 
für  diesen  Punkt  Au  sis  u\   UZ  ^=.  a\  so  mufs 


1  ^t 


oder  Const.  = 


Const.  a' 

seyny   und  maa  erhält  daher  für  jede  andre  Ordinate  a  der 


Trajectorie  allgemein  a=rt    J— J    . 


V 


123.     Setsst  man  nun  die  Länge  des  Degens  ZS  =  Sy 


a^ 


mu^ 


weil 


•oist,di  =— /(cla*  +  d«*)=— dii./ 

adu        ^ 
da:=:  —  .  Die  beschleunigende  Kraft,  welche  auf  das  Theil* 

TtlU 

chen  S  nach  derRichtung^SW^ wirkt,  ist  =  ,       9 

wie  aus  JJ.  115.  erhellt,  wenn,  ma n* dort /'(P^  +  O^^+R*) 
sucht ;  daher  erhält  mau,  wenn  mau  dem  Theilcheu  S  den 
Querschnitt  =^ff  und  die  Höhe  =iii  beilegt,  und  seine 
Dichtigkeit  =f  nimmt,  für  das  Gewicht  dieses  Theilchens  dj/ 
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ff.fdu 
ien  Ausdruck  dp  =  —  •         ,     (a*  +  m*  4*»K 


=  -//f 


'ada        mudu 


adu  "     * 

well  man  für wieder  da  setzen  ksnii.     Aiu  der  Inte- 

gratlon  jener  Formel  folgt  also  für  das  Gewicht  p  der  gan* 

fff 
%tn  SdAjleZSj  p'=:  Const.  —  •— 7-    (a*  +  m  u*)^     welche* 

Tersch winden  mufs,  wenn  j  =  o  ist,  oder  Z,mit  3  zusam* 
menfallt,  das  ist,  wenn  azs:  a%^u^=  u  wird.  Setzt  man 
den  hieraus  folgenden  Werth  der  beständigen  Grofse  in  die 
iSleichung'für  p\  so  wird' 


'V*  +  m  tt'*  -^^a^^^m  m**^ 


wenn  k  wie  bisher  die  halbe  Axe  der  Oberfläche,  und. IC  di^ 
halbe  Axe  derjenigen  äqiullbrlrenden  Scliichte  bedeutet^ 
worin  S  sich  befindet. 

Dieser  Ausdruck  für  p  ist  ganz  einerlei  mit  dem,  wel- 
chen wir  vorhin  für  den  Druck  fanden,  welchen  das  in  S' 
befindliche  Theilcheii  leidet  (g.  iipO»  aufser  dafs  dortf  =1 
gesetzt  wird,  oder  die  Materie,  woraus  das  Sphäroid  be- 
steht, selbst  zur  Abmessung  des  Druckes  gebraucht  ward. 
Der  Druck  ist  also  in  jedem  Punkte  so  grofs ,  als  das  Ge- 
wicht der  über  demselben  stehenden,  nach  der  Richtung 
dßr  Trajectorie  gekrümmten  Säule  des  Flüssigen. 

124.  Wollte  man  diese  Untersuchung  allgemeiner  ma- 
chen, und  auf  ein  Flu Idum  anwenden,,  dessen  Dichtigkeit 
nicht  allenthalben  gleich  wäre,  so  würde,  wenn  man  nach 
einer  ähnlichen  Methode,  wie  hier,  verfahren  wollte,  di« 
Rechnung  sehr  verwickelt  werden,  und  man  würde  auch 
nur  in  sehr  wenigen  FiGlen  ein  Spliarold  bestimmen  können^ 
für  welches  das  Gleicbgewlcht  mö^ich  ist. 

loi  Allgemeinen  findet  man ,  dafs  die  Abplattung  des 
TOthenden  flüssigen  Körpers  geringer  ist,  wenn  die  Dich- 
tigkeit vom  iVIittelpunkte  an  gegen  die  Oberfläche  abuLouBt, 

H 


/ 
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als  im  Falle  der  gleichförmigen  Dichtigkeit.  Zugleich  aher 
bleiben  dann  die  äquilibrirenden  Schichten  nicht  mehr  ähn- 
liche Sphäroidet  sondern  die  EUipticität  einer  jeden 
Schichte  hangt  von  dem  vorausgesetzten  Gesetze  der  Dich- 
tigkeiten ab  y  und  es  erhellt  schon  hieraus ,  daüs  die  drei- 
fachen Integrationen,  mit  welchen  wir  uns  im  Anfange  die- 
ses Abschnitts  beschäftigten,  äufserst  verwickelt  werden 
würden.  Durch  die  bisher  mitgetheilten  Untersuchung'en 
djid  indefs  wenigstens  die  Gränzen  bestimmt,  zwischen 
welchen  die  Applattung  der  Erde  nothwendig  enthalten  ist ; 
denn  da  es  durchaus  nicht  wahrscheinlich  ist,  dafs  die' 
Dichtigkeit  der  Erde  im  Innern  kleiner  sey,  als  an  der 
Oberfläche,  so  ist  die  im  ii6.  {(•  bestimmte  Abplattung 
die  gröfste,  welche  möglich  ist,  nämlich  diejenige,  welche 
bei  einer  gleichförmigen  Dichtigkeit  der  Erde  Statt  findet» 
Di6  kleinste  Abplattung  aber,  welche  die  Erde  haben 
könnte,  ist  die  im  vorigen  Abschnitte  gefiindne,  wo  wir 
annahmen ,  die  Dichtigkeit  sey  im  Mittelpunkte  ifnendlich, 
oder  die  ganze  Masse  der  Erde  in  demselben  vereinigt. 

Wirklich  zeigen  die  zur  Bestimmung  der  Figur  der 
Erde  angestellten  Messungen,  und  die  Beobachtungen  über 
die  Länge  des  Secundenpendels  unter  verschiedenen  Breiten, 
dafs  die  Abplattung  der  Erde  zwischen  jene  Gränzen  fallt,^ 
dafs  sie  nämlich  nicht  so  grofs  ist,  als  sie  bei  einem  homo- 
genen Fluido  seyn  "yvürde,  aber  viel  gröfser  als  in  dem 
Falle ,  da  blos  der  Mittelpiinkt  eine  anziehende  Kraft  be- 
säfse. 

Da  wir  die  mittlere  Dichtigkeit,  den  Halbmesser  und 
die  Kotationszeit  des' Jupiters  kennen,  so  läfst  sich  auch  die 
Abplattung  dieses  Planeten  nach  beiden  hier  angeführten 
Hypothesen  berechnen;  die  Beobachtungen  aber  zeigen, 
dafs  auch  ^es  .Jupiters  Abplattung  zwischen  jene  Gränzen 
fallt,  dafs  also  auch  bei  diesem,  eben  so  wie  bei  der  Erde, 
eine  gegen  den  Mittelpunkt  zu  wachsende  Dichtigkeit  Statt 
finden  mufste,  wenn  er  als  totirendes  Fluidum  seine  jetzige 
Gestalt  erlangen  sollte. 


I  • 


Zweiter    TheiL 


Die   Gesetze    der    Bewegung 


X  • 


flüssiger    Körper. 
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^  t  »  n^-^r-m-r^m* 


Erste    Ah  thei'lun  g. 

Dia  allgemeinen   Gesetze   der  B^ewe^u^g 

fliissig^er  Körper. 


Erster    Abschnitt. 

JBetraclitung    der    Bdwegung  flüssiger  Körper    im 
Aüg&neinefu 


ß.  125.    Protlem  18. 

V V  cnn  eine  flüssige  IVfaase  »ich  auf  irgend  eine  Wei«c  be- 
wegt, die  Elemente  ansugeben,.  durch  welchö»  sich  der 
Zustand  und  die  Bewegung  derselben  für  jeden  Zeitpunkt 
bestimmen  und  der  Rechnung  unterwerfen  läfst. 

Auflösung.  Man  bestimme  die  Lage  jedes  Theil- 
chens  Z  (Eig.  24.)  des  flüssigeh  Körpers  gegen  die  drei 
festen,  auf  einander  senkrechten  Axen  OA^  OB^  OC  durch 
4ie  diesen  Axen  parallelen  Cöordinaten  OXs=  a;,  XY^=  y^ 
rZ  =  zi  weil  aber  der  flüssige  Körper  in  Bewegung  ist, 
so  müssen  wir  zugleich  auf  die  Zeit  Rücksicht  nehmen,  und 
dasjenige  Theilchen-  betrachten  ,^  welches  sich  am  Ende 
einer  bestimmten  Zeit  =  t  in  dem  Punkte  Z  befindet.  Uta 
nun  den  Zustand  des  flüssigen  Körpers  für  diesen  Zeitpunkt 
kennenzulernen,  mufs  man  zuerst,  wenn  seine  Dichtig- 
keit Veränderungen,  su  leiden  fähig  ist,  die  Dichtigkeit  in 
dem  Punkte  Z,  welche  ich  x=  tj  setze ,  au  bestimmen  an- 
sehen $  und  weil  diese  nicht  blos  in  demselben  Augenblicke 
an  verschiedenen  Punkten  ungleich  sejn,  sondern  sich  auch 
in  demselben  Funkte  Z  im  Fortaanse  der  Zeit  imdera  kann^ 
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80  ist'f  als  eine  Function  der  vier  veränderlichen  Gröfsen 
.Ty  Vy  z  und  t  zu  betrachten.  Wenn  also  bekannt  ist,  wie  ^ 
im  Allgemeinen  von  diesen  Gröfsen  abhängt »  so  wird  man 
den  Werth  dieser  Gröfse  für  einen  bestimmten  Punkt  und, 
für  einen  bestimmten  AugeilblicK  angeben,  wenn  man  für 
x^.yfZ  und  t  die  "Berthe  setzt, ^  welche  diesem  Orte  und 
dieser  Zeit  ex^tsprechen,  Ist  die  Dichtigkeit  des  flüssigen 
Körpers  überall  gleich  und  unveränderlich ,  so  bedeutet  tj 
eine  beständige  Gröfse, 

Zweitens  mufs  man  den  Druck  kennen ,  welchen  das 
Tbeilchen  ^leidet^  wir  drücken  diesen^  wie  vorhin, 
durch  die  Höhe  p  aus ,  nämlich  durch  die  Höbe  einer  Säule^ 
aus  einer  homogeiteti  Materie  von  der  Dichtigkeit  =  i, 
deren  Gewicht  so  grofs  ist,  als  der  Druck  auf  eine  ihrer 
Basis  gleiche  Fläche.  £t  ist  schon  vorhin  erwähnt  >  dafs 
alsdann  f  das  Verhältnifs  der  Dichtigkeit  des  flüssigen  Kör«> 
pers  sur  Dichtigkeit  dieser  Materie  ausdrückt«  Da  auch 
der  Druck  von  der  Stelle  Und  von  der  Zeit  abhängt,  so  ist  p 
ebenfalls  eine  Function  der  vier  Gröfsen  *,  y,  2  und  u 

Drittens,  wenn  der  flussige  Körper  der  Wirkung  be» 
'  schleunigender  Kräfte  unterworfen  ist ,  so  wird  man  diese 
allemal  nach  der  Richtung  der  drei  Coordinateh  zerlegen 
können.  Diese  Kräfte,  wenn  sie  nicht  für  jeden  Funkt 
einerlei  sind ,  hängen  doch  gewöhnlich  nur  von  der  Lag« 
des  Punktes  Zj  nicht  aber  von  der  Zeit  ab,  Ihre  Bezeich« 
xiung,  wobei  die  Kraft  der  Schwere  als  Einheit  angenom^ 
menwird,  ssy  auch  hier,  wie  oben,  P  ==  den  Gräften, 
welche  nach  der  Richtung  Zx  wirken,  Q  =  den  nach  der 
Richtung  Zy  wirkenden ,  11  z=  den  nach  der  Richtung  Zz 
wirkenden. 

Viertens  gehört  sur  Kenaitnifii  der  Bewegung  die  Be« 

-stinmnfig  der  Oeschwiadigkeit  jedes  Theilch^ns  für  j^den 

Zeitpunkt,     Man  eerlegt  diese  am  besten  nach  d^r  Richtung 

der  drei  Axen;   <i^  sey  für  das  in  Z  höfiivdHche  Theilchen 

.  ^em  Ende  4er  Zeit  r         ^  ^ 
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nach  der  Richtung  Zx  i:=:  u^ 

nach  der  Richtung  2*y  =3  v, 

'  nach  der  Richtung  Zz  =z  w^ 

Offenbar  sind  auch  diese  drei  Gröfsen  Functionen- von 
ar,  y,  2  und  t,  und  man  übersieht,  dafs,  wenn  t  in  Secunden 
ausgedrückt  ^rd ,  man  für  u,  t;,  u; .  den  Baum  setzen  kann, 
der  Temiöge  dieser  Geschwindigkeiten  in  1  See.  durchlau« 
£en  würde. 

Wenn  diese  Grofsen  q,  ;?,  P,  p,  jR,  u,  i;,  m;  gefuudcÄ 
sind>  so  ist  der  ganze  Zus>tand  und  alle  Umstände  der  Be* 
weguilg  bekannt«  , 

istf.  Die  Kräfte,  Welche  auf  den  flüssigen  Körper 
wrken,  sind  immer  gegeben,  und  hängen  nicht  von  der 
Bewegung  ab,  daher  kann  man  P,  p,  R  als  bekannte  Grofsen 
zur  Bestimmung  der  übrigen  gebrauchen.  Die  ganze  Theo- 
rie der  Bewegung  flüssiger  Körper  ist  also  darin  enthalten^ 
dafs  man  aus  der  Natur  des  flüssigen  Körpers,  sofern  nämlich 
a  und  p  gegenseitig  von  einander  abhängen ,  und  aus  den 
Kräften ,  welche  auf  denselben  wirken ,  die  Grofsen  ^,  p,  u, 
Vf  w  bestimme,  und  dieselben  durch  a:,  y,  z  und  t  aus- 
drücke, um  für  jede  gegebene  Zeit  und  für  jeden  gegebenen 
Punkt  Z  ihre  Werthe  angeben  zu  Iwinnen. 

Ist  der  flüssige  Körper  homogen  und  keiner  Comptes- 
slon  fähig,  so  ist  9  eine  beständige  Gröfse,  und' es  brau- 
chen nur  die  übrigen  Grofsen  bestimmt  zu  werden.  , 

107.  Da  diese  Grofsen  <ji  p,  1/,  i',  w  als  Functionen  der 
.vier  Veränderlichen  a;,  y,  z  und  t  betrachtet  werden  müssen, 
-so  läfst  sich  allgemein  das  Differential  von  jeder  derselben 
in  folgender  Form  darstellen 

Hier  zeigen  die  drei  ersten  Glieder  an ,  um  wie  viel  die 
Dichtigkeit  in  demselben  Augenblicke  in  einem  nahe  bei  Z 
liegenden  Punkte,  fürwekhendieOrdinaten  a;+d«>  yV^y^ 
a+<2z  sind,  von  der  Dichtigkeit  in  Z  verschieden  sey,  und 


ito     liyrh,  L  jibth^  Geiette  der  Bewegungßüssi^er  Körper 

man  bestimmt  hieraus  die  Dichtigkeit  für  diesen  Zeitpunkt 
an  jeder  Stelle ,  wenn  man  u  als  unveränderlich'  betrachtet, 
^immt  man  hingegen  blos  das  letzte  Glied  dieses  Differen- 
tials, 80  erhält  man  die/ Veränderung  der  Dichtigkeit,  wel- 
che ip  dem  Funkte  Z  selbst  wahrend  der  Zeit  dt  vorgegan-. 
gen  ist,  oder  die  Dichtigkeit  desjenigen  Theilchens,  wel- 
ches sich  nach  Verlauf  der  Zeit  t:\rdt  in  dem  Punkte  Z 
beiludet.  Wollte  man  aber  wissen ,  um  wie  viel  dasjenige 
Theilchen,  welches  sich  zu  Anfange  des  Zeitraums  dt  in  Z 
befand  ,  seine  Dichtigkeit  während  dieser  Zeit  dt  verändert 
habe,  so  müfste  man  vorher  die  Stelle  bestimmen,  wphin  es 
unterdefs  fortgerückt  ist,  und  waren  für  diese  die  Coordi- 
nat^n  =!A;-t-<2^  y  +  rfy,  z+dz,  so  würde  die  Aen^erung 
der  Dichtigkeit  d<j  durch 


d 


+  dy 


[dx)        ^{dy}  [dtj 


+d 


+  dt 


aiisgeilrückt. 

Dafs  alles  dies  sich  auch  auf  die  Gröfsen  p,  u,  v,  w  an- 
wenden lasse ,  erhellt  nun  von  selbst« 

« 

123.      Um  4io  Bewegung  eines   flüssigen  Koi*pers   zu 
kennen ,   mufs  man  nothw^endig  die  Bewegung  aller  soixijer 
Theile  kennen,   und  es  ist  nicht,  wi^  bei  festen  Körpern, 
hinlänglich,  nur  die  Bewegung  einiger  Punkte  zu  bestimmen. 
Bei  festen  KÖi*pem ,    welche  ihre  Gestalt  nicht  ändern ,   ist 
die  Bewegung   des  ganzen  Körpers  bestimmt,    wenn  jnan' 
die  Bewegung    dreier  Funkte  desselben,    welche  nicht  in 
gerader  Linie  liegen,  kennt;  bei  biegsamen  Körpern  reicht 
dieses  freilich  nicht  zu ,  aber  die  Anzahl  der  Punkte ,  deren 
Bewegung  man  kennen  miifs,    um  die  Bewegung  des  gan- 
zen Körpers  zu  bestimmen,   ist  doch  immer  endlich:    bei 
flüssigen  Körpern  hingegen  iindet  dieses  nicht  Statt.     Indefs 
ist  doch  auch  hier  die  Bewegung  jedes  einzelnen  Theilchens 
nicht  ganz  und  gar  von  der  Bewegung   der  übrigen  unab«* 
hängigi   denn  wenn  die  Dichtigkeit  des  flüssigen  Kprpers. 
.unveränderlich  ist,    so  können  die  Theilchen  beim  Fort- 
fiiefsen  sich  weder   in  einen   gröfsern   Kauin    ausbreiten^ 


/ 
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i]Och  sicit-iii  einen  engem  zusammendrängen ,  und  daraus  ^ 
entsteht  eine  gewisse  Bedingung  für  die  Bewegung  der  ein- 
zelnen Theilcheii.  Aber  auch  dann,  wenn  der  flüssige 
Körper  einer  Verdichtung  oder  Verdünnung  fähig  ist ,.  so 
hängt  doch  jede  Veränderung  der  Dichtigkeit  vom  Drucke 
ah,  und  dadurch  entsteht  eh enfalls  eine  Beschränkung  d^ 
Belegung.  jDie  Bestimmung  diesei'  Bediugimg  ahcx  Ist  ein 
Ilaupttheil  der  Theorie  der  Bewegung  flüssiger  Körper,  . 
worauf  wir  bald  zurückkommen  werden.  •! 

129.  Man  kojinte  viTilleicht  zweifeln  ^  ob  die  vier 
Stücke,  wovon  wir  oben  behaupteten,  dafs  in  ihnen  die 
vollständige  Kenntnils  der  Bewegung  flüssiger  Körper  ent- 
halten sey,'  wirklich  zu  dieser  Kenntnifs  hinreichen^  da 
man  gewöhnlich  noch  auf  viele  andre  Umstände  Rücksicht 
nehmen  mufs,  z.B.  ob  der  flüssige'  Körper  \xi  ein  Gefäfs 
eingeschlossen  sey,  in  w;elchem  er  sich  bewegt,  oder  aus 
welchem  er  ausfTiefst,  wie  die  Figur  dieses  Gefäfses  beschaf- 
fen sey,  wie  weit  der  flüssige  Körper  sich  darin  erstrecke 
u,  s.  w.  Man  mufs  aber  bemerken,  dafs  jene  vier  StücJie  . 
hinreichen,  um  die  Differentialgleichungen  zu  finden, 
welche  die  Gesetze  der  Bewegung  ausdrücken.  V^ill  man 
aber  aus  diesen  weitere  Schlüsse^  ziehen,  so  mufs  man  bei  , 
der  Integration  die  eben  arwähnten  und  ähnliche  Umstände 
iu  Betrachtung  ziehen;  da  die  Differentialgleichungen  so^^ 
allgemein  seyn  müssen,  dafs  sie  allen  besondern  Fällen 
entsprechen. 

130.  Problem  19«  Aus  den  gegebenen  Geschwind 
digkeiten  u,  tr,  w^  mit  welchen  jedes  Theilchen  des  flüssi- 
gen Körpers  sich  bewegt,  die  Stelle  zu  bestimmen,  wohin 
ein  kleines  Theilchen  desselben  während  der  Zeit  dt  fort? 
rückt. 

Auflösung.  Wir  wollen  den:  kleinen  Masse,  deven 
Fortrücken  wir  zu  bestimmen  suchen ,  die  Figur  einer  drei* 
ecJ^igten  Pyramide  ZLMN  (Fig.'SS.)  beilegen,  für  derea 
Tier  Winkdputikte  die Coordinateu  ifolgende  sind: 


\  \ 


\ 
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£ixtZ^  OX'=iXy  XYzsiy^  YZsszZf* 

füri,  OR  =  x+dx,  HPssy,  PL  =  z^ 

fürM,  OXs=i«,  Xg=y  +  dy,  QM=z, 

£ixrN,  OX=x,  Xr=y,  'TN  =  z+dz. 

Da  nun  nach  Vcrlaiii  der  Zeit  t  im  Punkte  Z  die  Geschwin- 
digkeiten  nach  den  Richtungen  ZL^  ZMy  ZN  durch  u, 
Vf  w  hözeichnet  s^nd ,  60  erhält  mlin  für  die  Winkelpunkte 
der  Pyramide  folgende  mit  OA9  OB^  OC  paraDele  Ge'^ 
achwindigkeiten : 

für  Zf  Geachw.  nach  OA=u^  nach  OBacv,  nachOC  =  (<^, 


für  L,  Geschw.  nJach  O^i^zu  +  dx 


nach  OB  =  v  +  ii^ 


nach  OCsszw^  dx 


für  Mf  Geschw.  nach  OA  =r  a  +  dy 


[<2tt 


)• 


dv\. 

dx\  • 
dv) 

Tx 

0 

d  u 
I 


für  N,  Geschw.  nach  OA 


[dv-X 
nach  OB,z=zv  +  dy    —   » 

idw\ 
nach  OC=ii;  +  <?y  1 J"! » 


nach  0£  =  ti  -f-^z 


nach  OC  =  u;  -I-  Je 


.  Mit  diesen  Geschwindigkeiten  rücken  die  Punkte  Z,  L,  ^f, 

N  während  der  Zeit  dt  fort;   und  es  wird  daher,  wenn  z, 

-/»  m,^  die  Stellen  hedouten,   wohin  Z^  L,  M^-  N  am  Ende 

i^ieftea  kleinen  Zeitraums   gekommen  siad^    die  Ltge  von 

z,  %  m,  rt- durch  folgende  Coordinat^n  bestifninf : 


'•  %' 


Oxissx  +  udt^     xyszy  +vdtf     yz=:z\+lwit. 


(d'u 


Ori=:)t+dx+udt'[^dtdx    ^ 

\dx^ 

Cdw] 
pZ  =  2  +  wdt+dtdx    T~ 


(du]  fdv) 

Os:=zx'^udt+dtdy   —  »  ^7  =y+dy+»d^+df rfy   T"    » 


^m  =  z  +it'dt  +  dtdy 


0<=jr+i4di+^fdz 


r^ 


du] 


l^i 


onc=z  +  dz  4- lüde  +  rft<^2 


(dv] 

Tz 


Die  in  äer  Tyrtuniie  jSLMN  enthaltene  Matelrie  be- 
wegt sich  also  so,  dafs  sie  am  Ende  des  Zeitraums  dt  den 
Kaum  z/mn  einnimmt ,  welchen  wir  ebenfalls  als  pyrami- 
dalisch  betrachten  dürfen ,  weil  ZLMN  als  unendlich- 
klein  angenommen  ist,  und  daher,  die  Bewegung  mag  be^ 
schaffen  seyn,  wie  sie  wUl,  die  Voraussetzung  Statt  findet, 
dafs  alle  Punkte  derselben  Seitenfläche  ^  auch  wahread  der 
Bewegung,  in  einer  Ebene  bleiben, 

x3i*  Die  Figur  der  kleinen  pyramidalischeti  Magae 
kann  sich  also  vielleicht  ändern ;  aber  sie  behält  die  Form 
einer  dreiseitigen  PyYttmide,  daher  kann  man,  weil  jedo 
kleine  Masse  sich  in  solche  Pyramiden  zerlegen  läfst,  auch 
für  jede  andre  die  Figur  bestimmen ,  welche  sie  durch  die 
Bewegung  erlangt* 

132.  Da  der  Pyramide  ZLMN  Seitenlinien  JZL^ 
ZMf  ZN  auf  einander  senkrecht  sind,  und  ZLtszdx^ 
ZM:=zdy,  ZN=zdz;  so  wird  liVf= /(d*^  +  dy*> 
iN  =  /(dÄ*  +  dz*)  undilfN  =  /(dy*+dz*),  und  das 
Volumen  der  Pyramide  zsz^dxdydz,  .  Wir  können  abe( 
auch  die  Seiten  und  den  Inhalt  der  Pyramide  zimn  bestim« 

'{du 

aen.     Denn,  weilOr— >0fl;=d;c4*^t^^   T"   # 

\dx} 
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(dv\  tduf\     : 

00  wird  zl  =/<f<^A'*  +  2dtdx^  [^  \ , 

^eil  wir  dieProducte,  wo  unter  dcai  Wurzelzeiclien  vier 
Differentiale  vorlvomoieiiy  weglassen;  und  man  kann  auch. 
zl  durch  die  ersten  Glieder  der  Reihe ,  in  Welche  die  Wur«» 
zelgröfse  sich  auflösen  läXst  y  so  ausdrücken : 

(du) 


zl  =  dx'+  dtdx 


ydXj 


(dv] 
Eben  so  wird  zmsss  dy  +  dtdy    — 


,  und 


xn 


=  dt  +  dtä'i 


(^) 


'  ;    Ferner  ilt 


Or^Os-sidx^dtdx 


.^  _  rp  =  Jj.-  dtdx  [£]  +_dtd,  |jjj , 


und 


iqm-^  pl 


(dui 


+  ^^ij 


(^. 


daher 


Ode?  Zm  ■=  /(.?.«»  +  «Z>*)  + 

Hieraus  läüit  sich  der  Winkel  Izm  bestimmen,   denn  da 


Cos«  Izm  = 


2zi.zm 


»  so  wird 


tdtd 


CosJsmis 


*{i-[S^ 


Zdxdy 


'='"i+"(ij]> 


L  jihuhiu  im  AOg^meineru 


1^5 


iblglicli  weicht  dieser  Winkel  unendlich  wenig  vom  reciten 
ab  ^  weil  sein  Coelfius  durch  blofse  Differentialgröfsen  aus« 
gedruckt  ist. 

fdu\  (dw\ 

Man  findet  eben  so  Cos.  Izn  =  dt  I— |  +<Je  — |  ,ttii4 

(dv\ 

[dz}  [i 

würden  also  nur  um  DijSer^tiala  des  sw^yten  Grades  yp^i 
ßinilkstotus  verschieden  seyn. 


Cos«  mtn  c=<2t 


+^•0 


Die  Sinus  dieser  Winkel 


x33.  Wäre  liier  von  Bewegung  fester  Körper«  welche 
ihre  Gestalt  nicht  andern,  die  Rede,  so  müfsten  die  beidea 
Pyramiden  zt  m n  und  ZLMN  einiindev  gleich  imi  ähnlich 
Seyn,  daher  erhielte  man  die  Gleichungen  zl  iss  ^tL^ 
zm  =  Zflfu.  s.  w.,  oder 

fdu]  Mv]  (dw] 

id-j=°'  y'=°'  [77)-^' 

und  ferner  aus  den^Werthen  von  Irrj^  tn,  mn 

Für  feste  und  harte  Körper  müssen  also  «,  v«  w  solche  Fun« 
ctlonen  von  «<,  jr,  z  und  t  seyn ,  dafs  diesen  Bedingungen  Ge- 
nüge geschehe«  Aus  den  drei  ersten  dieser  Bedingungen  aber 
folgt,  dafs  u  nicht  von  x^  v  nicht  ^on^,  und  w  nicht  von  z 
abhaikgen  dürfe;  aus  den  letatera  folgt",  dafs  die  Formeln 
udx-^vdy^^udx — wdzj  vdy — »({«.sich  müssen  intfgriren 
lassen ,  da  alsdann  bekanntlich 

(dv\ 


(S=- 


oder 


\dy]     ^\dxi   ^ 


wird,  und  eben  so  die  beiden  übrigen  Bedingungen  Statt 
finden« 

Wollte  man  diese  Bedingungen  für  die  Bewegung  fester 
Körper  näher  untersuchen«  so  würden  sich  daraus  eben  die 
Gesetze  herleiten  lassen,  welche  man  auch  auf  andern  Wegen 
für  diese  Bewegung  findet«  Hier  aber  reicht  die  eben  an-' 
geitallt^  V^gbifihung  hi'n^   um  zu  seigen,   dafs  sich  auch 


t&<t     JI.  TA.  I.  ittfA*.   Gesetze  der  Bewegung ßiHsiger  Körper 

fceZ  flüssige^  Körpern  ahnliche  B«$dmgtingen  für  die  äiet 
Getchwindigkeitefn^^rd^ft  Anden  Iftssen.*  Denn^  obgle«eb 
die  Figur  der  Pyramide  Z  LMN  hier  nicht  unVeränd«rlid^ 
i^^^  so  bleibt  doch  ihre  Masse  diesiplbet  während  sie  nach 
z2»tn  rückt,  und  es  ist  also  einleuchtend  ^  dafs  die  Dich«* 
tig3ieit  f  welche  dieses  Theilchen  .  nach  «einer  Ankunft  in 
zZ?iiikhat,  sich  zu  der,  welche  es  iii  ZLMN  hatte,  tun«' 
grikebft,  wie  dä$  y^lttmeu  desaelbcn  in  dieaeti  beideil  La-^ 
gen,  verhält.  Bleibt  aber  die  Dichtigkeit  des  flüs#ig4ft 
Körpers  unveränderlich*,  so  mufs  das  Volumen  der  Pyra- 
mr.d^^  ^ ^ üf  N  und  zlmn  gleich  gtH>fs  seyn.  i 

♦        '  ■•  '  '.    ■       >  ,  .  .  >,  4- 

<  •  #   I     I  « 

154«  Proble«»  8;o«  Aus  d^r gegebenen.  Geschwin| 
digibeiten  u,  1^  lu  jedes  TheUchens  des  flüssigen  Jt£örpei^K 
die  Aenderung  der  Dichtigkeit  zu  bet timmen ,  welche  jedes 
Thtsilchen  leidet,  indem  es  sich,  während  der  Zeit  du 
fort;bewegt.  * 

i 

Auflösuxlg.     Des    vorhin  betrachteten  pyrsfinlduli^ 

sehen  Theikhens  ZLMN  (Fig.  25.)   Dichtigkeit   »ej-  In 

dieser  Lage  =^  9 ,  sein  Volumen  ist,    wie  wir  gesehen  faa«> 

hen,  x^^dxdydz^  also  die  Mas8e'defiseibeix:s;;^9<2»4^ii!k( 

Wäliteod  der  Zeit  dt  rückt   dieses  Theijchen  nach  s^m./» 

fort,  wo  seine  Figur  noch  pyramidalisch  ist  .und  die  Seit^ 

'(d'u]  fd^]     '■ 

zl:ssdx  +  dtdjc    ^j,  zmÄiTv +d£dj  'j-J,    , 

fdw] 

sind;  die  Winkel  an.x  aber  durch  folgende  Gleichungen  be- 
stinhitit  werden: 

(du) 


Cos«  Izmzrsdt 


m- 


Cos.  'Iz  n:^  dt 


(du]  fdw) 


(dv]        (dw) 

Hi«nos  ';l<ir(t  sich  da»  Voltiinen   d«r  Tjttmi/im  xlmn  kf« 


Cos.  mznsssdt 


i.  J^cKh.   itn  Allstmtxneru 


stimmen;  .deon   wenn   man  Cos.  Zzm=^/,  Co9.  2:n=^ 
Cos.  mz  n  =  X  sezt,    so  ist  die  Basis  der  Pyramide 

4er  Sinu«  des  Neigmigswinkels  der  Ebene  zln  gegen  die* 


•elbe  = 


/(i  — /*  — /4*— X*  +2X,i»/) 


9  daher  die  senk- 


rechte  Höhe  der  PjTCLmide 

/(i  ^  /a  —  ^>  ^x^  +  gx^O  •  • 

tind  ihr  Volumen =^4  Z<2  m .  z  ^  •  ^(f -*->'*— n/»*—^*+*^|i*•i• 
Da  aber  X,  (^  /  Dif|[^efeotlale  der  ecitto  «Ordnung  sitnA^ralsoC 
in  der  entwickelten  Wurzelgröfse  alle  Glieder  nach  dem 
ersten  blos  Diäereutiale  der  arweite»  Öffnung  enthalten ,  so 
kann  mea  das  Volumen  t^^tZ.zm-^zH^  setzen ,  od'er 

das  ist,  wenn  .man  die  Glieder  wesläfst,  welche  mehr 
DiiFerentialfactoren  enthalten,  das  Volumen 


zlmm=.\Axdydz  ^i+Jt 


{■ 


[du\     .        {dv\    .         \dw 


1}-. 


Die  Dichtigkeit  dieser  Pyramide  scy  =  f',   so  wird,  :weil 
die  Masse  so  grofs  als  hei  der  ZLM  N  ist, 

,=  ,'+,'..  {Q  +  [^]  +  [^g},  oder  ; 


.^dt         \dx]^\dy\^ 


{div\ 


dz 


jiz 
(fdt 


135.  Soll  also  die  Dichtigkeit  des  fitissigen  Körpers* 
«nveränderlich  seyn ,  i^o  müssen  u,  Vf  w  solche  Functionen 
yoiix^y^  z  und  t  seyn ,  dafs 

fdw] 


(^)Ma 


dz 


werde.  Und  lungekehrt  kann  die  Dichtigkeit  Keine  Aen- 
derung  leiden ,  gesetzt  auch ,  dafs  die  Natur  des  (lüssigeii 
Körper*  eine  solche  Aenderung  erlaubte »  wenn 
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istj  wßlcheß  aufser  andern  unzähligen  Fällen  tinter  andern 
<lann  geschieht,  wenn  u  nleht' von  x^  v  nicht  von ^.^  und 
w  nicht  von  z  abhängt«  ^ 

Wenn  sich,  aber  veahrend  der  Bewegung  die  Dichtig- 

Uv\    .    fdui\ 


keit.ändert,  so  gibt  die 'Formel 


M 


J: 


die^e 


Aendenmgan:  —  ist  der  Werth  derselben  positiv,  so  nimmt 
die  I>ichtigkett  ab,   is(  er  negativ,   «o  nimmt  die  Dicbtig* 

keit  beffan  Fortrücken  db%  Theilcheus  zu. 

'  ■      •. 

156.  Problem  dl.  Aus  den  gegebnen  drei  Ge^ 
schwindigkeiten  u^  v^  w^  mit  welchen  jedes  Theilchen  sich 
fortbewegt,  die  Beschleunigung  desselben  während  der 
2cit  dt  zu  bestimmen. 

Au  f lö  sun g.     Irgend  ein  Theilchen  des  flüssigen  Kör- 
pers rücke  während  der  Zeit  dt  (Fig.  2.6,)  von  Z  nach  z; 

'  die  Lage  desselben  am  Anfange  dieses  Zeitraums  sej  durch 
die  Ooordinaten  OX^=:Xy   XY'=;y^  YZ^=:z  bestimmt; 

'  so  ist 9  w^eil  wir  die  Geschwindigkeiten  nach  der  Richtung 
dieser  drei  Coordinaten  mit  i/,  v,  w  bezeichnen,  am  Ende 
der  Zeit //t,  Oa:  =  a;  +  u</£,  xyssjy^'vdtf  yzz^^Z'i'  wdt. 
Hat  nun  das  Theilchen,   Xvenn  es  in  z  ankommt,  die  Ge- 

*  achwindigkeiten  u%  v   vJ  erlangt ,  so  läfst  sich  u  durch 

[di^   .         fJwr  {da\    ,         [du\ 

\iA]       -^  \^y]  \dz\  \dt] 

aus4iÜ€ken,  und  weil  hier  dx^z^udt,  dy  zszvdt^  dzz=zv/dt 
ist ,  so  wird 


u  +  d: 


X 


"      (du 


+  wdt 


(diA 

dz 


+  ilt 


'du 
(dv 


ufsswi-u'dt 


Idx 


^dw]  fdui]  (dui 

+  vdt\rr~\+>idt   -j-   +dt   —  . 


\ 


■i 
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"Sßxa.  findet  ako  die  Beschleimigungen  aach  den  Bichtungea 
der  difel  Coordmaten 

u'~«         {du\    ;    (dü\    .    .W«!       Uu\ 


dt 

w' — w 


dt 


dz 
dt 


[dty 

[dt)      , 


137.  Dasicli  di^  Beschleunigung  <icr  Bewegung  jedes 
Xhellcbens,  auah'  i^us  'betx^chmng  der  auf  dasselbe  wirkenl* 
den  Kräfte  herleiten  läfst,  so  ergibt  dieses  eine  Vergleie 
chung,  welche  zur  Bestimmimg  der  Gesetze  der  Bewegung 
führt. 

0 

i3ä.  Die  FöTjmeln  des  156.  §.  zeigen^  däfs  die  Zu* 
nähme  jeder  der  drei  Geschwindigkeiten  von  den  übrigen 
beiden  mit  abhängt,  und  dafs  mah  daher  die  Beschleuni- 
gung für  die  Geschwindigkeit  u  nicht,  wie  in  der  Mechanik 

festp*  Ikürper  9  äut'ch  y^  ^  ausdrücken    darf*       Der   Giiind 

hievon  erhellet  aus  dem,  was  schön  von  der  Bedeutung  der 

Bucb&taben  u,  v,  iv  gesagt  ist;  denn  diese  Gesell witidigkeiten 

beziehen  sich  nicht  immer  auf  dasselbe  Tbeilcben  des  flüssigen 

Korpers ,  sondern  auf  einen  bestimmten  Punkt  des  Kaumes, 

in  welchem  der  flüssige  Körper  sich  bewegt.  Suchte  man  also 

unter  dem  Ausdi^cke  1/ •«—  u  den  UnterscMied  der  Gesuch win* 

digkeit,   welche  in  demselben  Punkte  Z  4m  Ende  und  am 

Anfange  der  Zeit  dt  Statt  findet»    so  hätte  man  allerdii^gs 

(du\  ... 

'f  aber  dieses  ist  nicht  richtig,  wenn  u  '-^  u 


U'-^UZ^zdt 


[dtj 


die  Aenderung  der  Geschwindigkeit  für  dasselbe  Tbeilcben 
des  Fliijislgen  bedeutet ,  welches  unter4ers  seine  Stelle  ver- 
ändert hat,  weil  in  dem  Punkte  z ,  wohin  es  unterdefs  ge* 
koiAmen  ist,  im  -A'nfange  der  Zeit  dtj  die  Geschwindigkeit 
nach  der  Richtung  der  Coordinate  x  nicht  s=  u  angenom- 
juen  werden  kann. 
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159.  Problem  22.  Wenn  anTser  den  Geschwindig- 
keiten UfVf  iv^  welche  in  jedem  Punkte  des  Raumes,  durch 
welchen  sich  der  flüssige.  Korper  bewegt.  Statt  finden, 
auch  die  Dichtigkeit  9  als  für  jeden  Punkt  gegeben  ange- 
sehen wird,  zu  bestimmen,  wie  diesö  GrÖfsen  von  einan- 
der abhängen. 

Auflösung.  Wir  nannten  'Torhin  (/  (Fig.  ft(S.)  die 
Diohtigkeit,  welche  ein  in  Z  befindliches  Theilchen  hat, 
und  nahmen  an ,  dafs  diese  =!b  tf  werde ,  wenn  dasselbe 
Theilchen  wahvend  der  Zeit  d  t  nach  z  rückt.  Wir  fanden 
alsdann  für  die  Aenderuug  der^  Dichtigkeit  folgende  Bedin* 
gungsgleichung 


9-7 

adt 


äu 


x 


'dv 


(diü\ 


Weil   aber  die)  Aenderung,    welche   9   leidet,    wenn  di0 
Gröfsen  x^  y,  z  und  t  sich  ändern ,  auch  allgemein  durch 


dtf  ^szdx 


dx 


+dy 


■dj 


•\-d. 


dj\ 

dz 


•\-dt 


(d<j^ 
dt 


autgedrückt  wird,  waihier  dxis=udt,  dysssvät,  dzzsiwdt 
i«t,  so  wird  ^' =  ^ +  d^,  oder 


o'sro+udt 


(dj\ 
dx 


+vdt 


'd<f 


+  wdt    -jr-    +dt  \-ri  i 
[dz) 


[d4 


daher ,  wenn  man  den  hlcxaus  gefundnen  Werth  von      , 
dem  aus  der  vorigen  Gleichung  folgenden  gleich  setzt, 

-  [r4+''[ryl+i^\+[4  ^-''[r.hldphiTzr 

fd^]  fdu\     •  fd,au) 

oder,  weil  «    —    +  o   —    =    — - —     ist, 

wo  nämlich  in  der  Differentiation  von  qu  blos  x^  in  der 
von^vblosy,  in  der  von  911;  blos  z  ab  veränderlich  ange- 
sehen werden  muiji. 


M. 


dx  j        {  dy  j 


L  Mschtu   im  j/U^emein^n^ 


*3i 


x40> .  Wenn  ^Iso'  u^v^w  gegebene  Functionen  von  x^ 
yy  z  und  e  sind,  so  ergibt  diese  Gleichung  dieBescbafienheit 
der  Function  f>  deren  .nähere  Bestimmung  aus  dieser  Di£Fe* 
rentialgleichung  indefs  noch  manche  Schwierigkeit  hat. 

j 

Wäre  die  Dichtigkeit  ff  und  sswei  Geschwindigkeiten 
Hy  V  gegeben,  sa  wären  drei  Glieder  jener  Gleicfiung  völlig  be^ 


dx  J        [  dy 


^  •       »    \ 


kannt,  und  wenn  man  diese 

td^tjw  

•etzt,   so  hätte  man    -^ — j  '\'  Q  ^^o^  und  daraus,  wenn 

man  blos  t.  als  vetunderlich  betrachtet ,     und  so  iiitegrlrt^ 
'  '.,  .  Const.  —  [Qdz. 


^4i.  .  Da  die  Auflösung  der  Gleichung 


■[^}*(^1 


d,qv\         fd,(f 


w 


ni. 
so 


•ehr  wichtig  ist,  so  will  ich  hier  zuerst  einige  Werthe  an- 
führen, welche  derselben  Genüge  thun,  obgleich  sie  nicht 
als  Yollitändige  Integrale  derselben  zu  betrachten  sind. 
Der  leichteste  Fall,  wo  derselben  Genüge  geschieht,  istj 
wenn  jedes  Glied  für  sich  verschwindet,   wo  dann  z.  B.  das 

■     ■     s±  o  anzeigt,   dafs  i/u  nicht  von  9c  abhänge^ 


Glied 


dx 


sondern  eine  Function  von  y,  z  und  t  sey,  deren  Beschaffen» 
heit  übrigens  ganz  unbestimmt  bleibt;  eine  solche  Function 
bezeichnen  wir  durch  F:  (y,  z,  Oi  und  können  daher  für 
den  Fall,  dafs  jedes  Glied  für  sich  verschwindet,  setzen t 
y  =  r  :  («•  y.  x),  9  u  =  A  :  (t^  y,  £),  9  v  =  2  :  (t,  a:,  z>, 
'910  =  0:  (e,  »•,  y),  wo  jede  Function  mit  einem  eignen 
Buchstaben  T,  S,  A,  0  bezeichnet  ist,"  um  anzudeuten, 
dafs  diese  verschiedenen  Functionen  gänzlich  unabhängig 
von  einander  sind.  Hätten  wir  gesetzt  9  =  F  :  (*•,  y,  t), 
9us=r:  (t,  y,  t),  io  würde  dieses  anzeigen,  dafs  q  auf 
eben  die  Weite  vOa  a,  y,z  abhängen    solle,    wie  9«  v©n 

1  2 
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f,  y,  2;  dieses  ist  ater  nicbt  notliwcAdig, .  da  der  Differen- 
tialgleichung Genüge  gescluelit^  vrepn  aucb^u  eine  gSiue 
andre  Function  dei>  drer-GToiseh  ^.z  und  t  ist , ^  als- ^' in 
Riickdcht  der  Grofseu  ji^,.^  z^    >.  ...'•.. 

•  Diese  Auflösung  ist  zwar  schon  vonWhr'Weitetti  Um- 
fange ;  man  kann  aber  eine  noch  ottgemein^i^'  fiml^fn  ,  V/^n>i 
man  eine  willkürliche  Function  a-ller  vier  Veränderlichen  .r,. 
y,  z  und  t  einführt*  piese,  Function  sey  =  T,  und  ihr 
Differential  dT  =,  Fdx\ Gdy  +  liäz  +  Idt. 


»2 


i^: 


MF 


Da  nun  hier  allemal 


dt 


(dG\ 

dx^ 
(dl 

~y. 


(dF 


dz 

dir 


''drl]_      (dF\  _ßT\\_- 


(dl 

d'.J 


ist,  so. findet  man,  dafs  auch  folgende AVerthe  der  Diffe- 
rential gldiclTung  Genüge  thun,  ^^nn  »,^y9l;3(,  ij  t,  ^  sechs 
bestai^dige  Gröfsen  sind.  !    '      ' 

7H  =  —  al — iG  —  tti  +  A:'(t,  y,  i'), 

.9«  =  —  ßi  +  ip—  ^ii ,+  s :  (t.  x/rS,  , '  ■;    ; 

V  0«;=  — y/  +,F  +  i'G  +0:(f,  ^,.y3.         •''     • 

Aber  es  läfst  sich  nicht  behaupten ,  dafs  diese  Werthe  das 
vollständige' Integral  jetler  Olieiohung  enthahen ,  oder  >all^ 
Fälle  umfassen,  wo  jene  Differentialgleichung  Statt  findet. 
Dafs  übrigens  be^  dei:  Anwendung  auf  wirkliche  Fäjle  dio 
hier  unbestimmten  Functionen  und  beständigen'  GröfscQ 
nach  den  Umständen  bestimmt  werden ,  versteht  sich  vo^ 
selbst.  • 

142.  Wenn  ^  eine  beständige  Gröfse  ouer  der  flüssige 
Körper  homogen  und  von  unveränderlicher  Dichtigkeit  is^," 
so  bestimmt  die  im  15p.  $J.  gefundne  Gleichung  eine  Bedin- 
gung für  die  dvei  Geschwindigkeiten,  indem  alsdann 

(dv\         (dw 


^d  u 

;,      + 


'yJ 


dz 


s=  o  ist. 
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Wir  können  füi> diese  Gleichung   eine    ähnliche  Auf- 
lösung von  grofser  Allgemeinheit  finden,  -wie  im  vorigen  JJ.  * 
Wenn  nämlich  T  wieder  eine  Function  von  ar,  y,  z  und  tht^ 
.  deutet,  deren  DifFerential  , 

dT=Fdx'{'  Gdy  +  lldz  +  Idt, 
so  thun  folgende  Werthe^  der  partiellen  Differentialgleichung 
Gbnüge: 

ur=z —  J^ß  —  #  H  +  A  :  (t,  /i  0> 

hier  brauchen  «T,  #  und  {  nicht  nothwendig  beständige  Grö- 
fsen  zu  seyn ,  sondern  es  ist  nur  nöthig,  dafs 


dz 


(dt\ 


dt 

Tz 


=  o ,  und   -j-  i  + 


[dxj 


l«^yJ 


=  O 


»ey,  oder  dafs  die- Formel '^i?.«  —  tdy  +  idz  für  sich  inte* 
gfabcl  sey^  ^Dieses  fiilut  uns  zu  noch  allgemeinern  Werthen, 
wenn  v^'ir  eine  Functioii^/^  zu  Ilüife  nehmen ,  der^n  Diffe- 
rential* rfr=  Kdx+  Ldy  +  Mdz  +  Ndt  ist,  denn  als- 
dann  thun  folgende  Wertlie.de^*  Differentialgleichung  Ge- 


nüge: 


u  =  +  HL  —  GM+^i  (r.  y,  z), 
V  ^  FM  —  IIK  +  X  :  (^  X,  z), 
.w=  6K  —FL  +e:  (e,  r,  y).^^  / 

Tn  diesen  Gleichungen  sind  die  beschränktem  Auflösungen 

u  ='a  :  (tyy.  z),  i;  =  S  :  C^  ^,  0»  "^  =  Ö  ^0»  *',>) 
mit  enthalten;   da  man  sie  aus  jenen  erhält,    wenn  man  7 
und  /^  =  o ,  oder  =  Con&t.  setzt. 

145.  Auch  die  im  vorigen  ß.  gegeb«ne  Auflösung  für 
den  Fall,  da  <f  verandeilich  ist,  Ifilstjsich  durch  eine  zweite 
Function  ^'^  allgemeiner  uiaclien.     Fs  sey  nämlich 

dT=Fdx+  Gdy+  IIdz  +  Idt, 
dr=:Kdx  +  Ldy+Mdz'+Ndt, 

$0  thuu  auch  folgende  Werthe  der  Gleichung  Genüge: 

<,  =  CG+H)K  +  (^H—F)L—(F+G)  M+F;  Cx,  y,  t), 


1    ■ 
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9»  =  (f  +  F)M+  (F—H)  N—  (Ö+  J)  K:+  r  :  (t,  jr,  z), 
^ii;=:(F+G)N+'(G  ^  J)  K  —  (Z+F)  L+  e  :  (t,  «,  y> 

Man  kann  auch  zwei  oder  mehrere  solche  Formen  verbin- 
den, aber  dadurch  wird  die  Auflösui>g  nicht  allgemeiner, 
weil  T  und  F  jede  Function  von  x^y^z  und  t  bezeichnen 
kann.  Hätte  man  nämlich  eine  andre  Function  T"  mit  V 
verbunden ,  und  die  daraus  gefolgerten  Werthe  zu  den  vo- 
rigen addirt,  so  erhielte  man  eben  das,  was  sich  orgihti 
wenn  man  gleich  anfangs  T^  T"  ttzti  T  gesetzt  hatte« 


Zweiter    Abschnitt« 

Allgemeine  Gesetze  der  Bewegung  flüssiger  Körper^ 
auf  ivelcJie  bescldeunigendc  Kräfte  wirken. 


144.  Problem  25.  Wenn  auf  einen  flüssigen  Kör« 
Pf  r  beschleunigende  Kräfte  wirken ,  und  der  Druck ,  wel- 
chen irgend  ein  Theilchen  leidet,  als  bekannt  angenommen 
wird,  zu  bestimmen,  mit  welcher  Kraft  dieses  Theilchen 
zur  Bewegung  angetrieben  werde. 

Auflösung.  Für  dep  Punkt  Z  (Fig.  27.)  sind  die 
aufeinander  senkrechten  Coordiuaten  OX==Jt,  XYz=zyf 
Y  Zz=z  z,  JVTan  lege  dem  Tjieilchen,  welches  wir  hier  he- 
trachtcn,  die  parallelepipedische  Form  ZLNMzlnmheU 
und  setze  die  Seiten  desselben  ZL^zzdx^  ZMzszdy^ 
Zz  =rfz5  so  ist  sein  Volumen  =  dxdydzj  und  "wenn  die 
Dichtigkeit  hier  =9  ist,  die  Masse  =  fjdxdydi.  Auf 
dieses  Theilchen  wirken  beschleunigende,  der  Schwere 
»  älmliche  Kräfte,  welche  wir  uns  nach  Bichtungen,  die  den 
Coordinaten  parallel  sind,  zerlegt  denken,    und  die  ^umme 
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^ller  zplt  OA  parallel  wirkenden  Kräfte  =  P,  die  Summe 
aller  mit  OB  parallel  wirkenden  =:  p,  und  die  Summe 
aller  mit  O  C  parallelen  ==  A  setzen.       ^ 

Aufser  diesen  Kräften  aber  kommt  hier  auch  derDruck» 
w^elchen  das  Theilchen  leidet >  in  Betrachtung ,  da  dasselbe 
dadurch,  sofern  dieser  Druck  nicht  von  allen  Seiten  gleich 
ist,  ebenfalls  zur  Bewegung  angetrieben  wird.  .Wir  be- 
. zeichnen  die  Höhe,  welche  in  dem  Funkte  Z  den  Druck 
abmifst,  durch  p,  und  betrachten  diese  Gröfse  als  eine 
Function  der  vier  Gröfsen  x^  y,  z  und  t,  daher  wir  für  ^ie 
übrigen  Winkelpunkte  des  Farallelepipedi  den  Druck  für 
eben  den  Zeitpimkt  in  folgenden  allgemeinen  Ausdrücken  , 
darstellep : 

Im  Funkte  Z  ist  der  Druck  ==  p, 
in  L ist  der  Druck  :=szp+dx  !  —  [  ^ 


tn 


in  n  —  «—     —     s=:p  +  ia; 


M4 


Wenn  wir  nun  die  einander  gegenüberstehenden  Seitenflä» 
chen  betrachten,   ZMzm  und  LNin,   so  ist  offenbar  der 

(dp] 
Druck  auf  jeden  Funkt  der  Ebene  LNln  um  da;  |t~     g^ö- 

fser,  als  der  Druck  auf  jeden  ähnlich  liegenden  Funkt  der 
Flädie  ZMzmi  jeder  Fxinkt  der  Ebene  LNln  leidet  also 


/ 
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einen  Druck ,   'welcher  durpb  die  Höbe  dx 


Mr^ 


v-^j 


-7-    bestimmt 

(ix 


wird,    und    da  die  Gröfse   dieser  Fläche  =  dydz  i«t.,    so 

{dp\ 
iLtixckt  dxdydz    —     den  ge^auxiten  Druck  aus,  welchen 

.  J 
die  gaitze  Fläche  leidet,   und  die  Bjchtung  dieses  Druckes 

ist  mit  der  Axe  ji  O  parallel, 

'Auf  das  Parallelepipedupif  dessen  M^iSfle  s::  (jdxdydi 

ist ,  wirkt  also  nach  der  Richtung  /i  0  die  bewegende  Kraft 

(dp] 
^si  dxdydz    -7-   ,  und  «wir  finden  daraus,   indem  wir  mit 


X 


der  Masse  dividiren ,  die  beschleunigende  Kraft  s=:  "^^ 

9 


X 


welche  der  Richtung  der  Kraft  ^  entgegen  wirkt.  Eben  s» 
findet  man  die  aus  dem  Drucke  .entspringende  beschleuni« 
gende  Kraft,   welche  auf  das  Theilchen  nach  der  mit£0 


1    \dji\ 
parallelen  Richtung  wirkt,  =;= —    'r- 


I  und  .die  mit  CO  pa* 


rallel   wirkende  =  — 

.    1 


dz 


Verbinden  wir  diese  Kräfte  mit  den  der  Schwere  ahn» 
liehen,  wovon  vorher  die  Rede  gewesen,  so  finden  wir, 
dafs  folgende  beschleunigende  Kräfte  das  Theilchen  Z  zuf 
Bewegung  antreiben : 


mit  der  Richtung  0  A  parallel ,  die  Kraft  =c  F- 


mit  der  Richtung  OB  parallel,  die  Kraft  =  O 

mit  der  Richtung  OC  parallel,  die  Kraft  s:='R f-r;  • 

Diese  Ausdrücke  enthalten  alle  Kräfte,  welche' auf  das 

•if 

Theilchen  -Z  wirken  können;  denn  wenn  auch  ehio  Hiifseife 
liraft  auf  dein  flüssigen  Körper  drückt,  so  ist  Ihre  Wirkung 
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auf  das  Theilchen  Z  schon  mit  in  dem'Drucke  p  ^nthalten^ 
den  wir  in  Betrachtung  gezogen  haben. 

i45t  Weil  der  DrucK  auf  jeden  Punkt,  der  Fläche 
X;NZri  gleich  grofs  ist,  so  geht  die  mittlere  Bichtun^  dea 
g^sammten  Druckes  durch  den  Mittelpunkt  der  Masse  des 
Farallelepipedi,  weil  man  diese  kleine  Masse  aWhohiogen 
betrachten  darf.  Eben  diosea  gilt  von  dem  Drucke  auf  die 
Seitenflächen  MNm ii'und  z/nm,  und  dsi  die  Kräfte  P,  (), 
K  ohnebin  als  im  Schwerpunkte  angebfacht  betrachtet  wer* 
den  müssen  9  so  theilen  diese  Kräfte  dem  Parallelepipedo 
keine  Unidrehungsbewegtmg  mit,  doch  kann  seine  Figur, 
und  selbst  sein  Volumen,  wenn  das  Fluidum  ein^r  Vcr<^ich» 
tung  oder  Verdiinnung  fähig  ist ,  Aenderungen  leiden.  In« 
defs  ist  zu  bemerken,  dafs  die  Umdrehungsbewegung  nur 
in  sofern  ausgeschlossen  wird-,  als  wir  auf  Differentiale  der 
zweiten  Ordnung  nicht  Rücksicht  nehmen :  äaCs  her  der 
Rücksicht  auf  diese  allerdings  sich  eine  Umdrehung  ergeben 
könne,  erhellt  aus  der  vorigen  Untersuchung  über  das  Fort* 
rückcn  eines  pyramidalischen  Theilchens  (J.  iSo«)-  Wie 
^ber  auch  diese  Bewegung  bescha£Fen  sey,  so  w^ird  man  sie 
aus  den  hier  vorkommenden  Lehren  bestimmen  können, 
und  man  darf  nicht  besorgen ,  dafs  irgend  ein  Umstand,  der 
|iaf  die  Bewegung  ^nfluf^  hat ,  hier  übergangen  werde. 

146«  ~  Zur  Erleichterung  der  Rechnung  ist  das  Thell- 
cfheti  des  flüssigen  l^rpers  hier  als  parallelepipedisch  äuge* 
nommoA  wordc^n ,  und  man  könnte  daher  noch  fragen-,  ob 
bei  taitier  andern  Gestalt  sich  die  besohl eunijgen den  Kräfte 
eben  #0  würden  gefunden  haben,  In  den  Lfehren  vom 
ißleichgewicfate  fläasiger  Körper  fanden  wir,  dafs  der 
Druck ,  welchen  ein  eingetaiuchter  Körper ,  oder  irgend 
ein  bestimmter  Theil  des  Flüssigen  leidet,  nicht  von  der 
Figur,  sondern  nur  von  dem  Viplumen  desselben  abhängt, 
wenn  die  Dichtigkeit  des  flüssigen  Körpers,  der  zur  Erhalt 
tung  dei^  Gleichgewichts  diesen  Raum  ausfüllen  mfifste, 
überall  gleich  grdfs ,  und  die  auf  denselben  wirkenden  be- 
tchleungenden  KrSte  in  all^n  Punkten  einetlei  sind.     Hier 


158     ^»  ^  •'•  -^^^  Gesetze  der  BeuegungfifUsi^er  KSrper, 

nber  kann  das  kleine  Theilchen  in  Z  allerdings  als  homogen 
angesehen  werden,  und  die  Kräfte  P,  O,  R  als  in  jedem 
Funkte  desselben  gleich  grofs,  vrir  dürfen  also  auoh  hier 
für  dieses  unendlich  kleine  Theilchen  annehmen,  dafs  der 
]>ruck  mcbt  von  der  Figur ,  sondern  nur  vom  Volumen  des 
Theilchens  abhänge ,  also  die  Bestimmung  der  beschleuni- 
genden Kräfte  auch  bei  einer  andern  Figur  dieselbe  bleibe. 
XJeberdies  aber  kann  man  sich  ja  auch  allerdings  den  ganzen 
flüssigen  Körper  in  solche  paralleleplpedische  Theilchen  ge* 
theilt  denken,  da  unsre  Voraussetzung  gar  nicht  auf  die 
innere  Natur  des  Fluidi  gegründet  ist,  oder  diesen  als  ein 
blofses  Aggregat  von  kleinen  (vielleicht  festen)  Farallelepi« 
pedis  betrachten,  indem  es  dabei  ganz  gleichgültig  ist, 
welche  Gestalt  die  kleinsten  Theile  dei  flüssigen  Körpers 

(wenn  man  sich  solche  denken  will)  haben  mögen. 

< 
Der    Druck  p    kommt    hier'  nur    aU  Function    von 

c,  y  und  z  vor ,  da  man  blos  für  eine  bestimmte  Zeit  die 
beschleunigenden  Kräfte  sucht,  und  daher  t  als  unverän- 
derlich betrachtet. 

147.  Problem  24.  Wenn  ein  flüssiger  Körper  4^r 
Wirkung  von  was  immer  für  Kräften  ausgesetzt  ist,  di# 
Gründe  zur  Bestimmung  der  Bewegung  anzugeben. 

Auflösung.  Wir  betrachten  den  Zustand  des  fiüssi* 
vfin  Körpers ,  in  welchem  er  sich  am  Ende  einer  bestimm^ 
ten  Zeit  t  (Fig.  24.)  befindet,  und  richten  unsre  A^fimerk" 
samkeit  auf  irgend  ein  Theilchen  Z,  dessen  Lage  durch  die 
Coordinaten  OX:=x,  XY-=Ly^  YZ=zZy  welche  den 
Axen  OAf  OB^  OC  parallel  sind,  bestimmt  wird«  Auf 
dieses  Theilchen  wirken  die  beschleunigenden  Kräfte  P,  Qi 
R  nach  den  Richtungen  2rx,  Zy^  Zz^  welche  jenen  Axen 
parallel  sind.  Die  Dichtigkeit  des  in  diesem  Augenblick  in 
Z  befindlichen  Theilchens  sey  =^f,  der  Druck,  welchen 
dassfslbe  leidet,  werde  durch  die  Höhe  =  p  bestimmt.  Man 
betrachte  die  Bewegung  des  Theilchens  als  nach  den  Rich- 
tungen Zo;»  Zy^  ZzztAtgLy  und  nenne  die  Geschwi^dig« 


JOL  Ahuhu  aufwdche  beschUunigwitU  Kräfte  wirken»     13p 


nach  der  Bichtung  Zx^  as  u,  die  Geschwindigkeit 
nachZyi  s=Vy  die  Geschwindigkeit  nach  Zz^  s=r  u;;  so 
-vrissen  wir  a^s  0.  139.9  dafs  zwischen  der  Dichtigkeit  und 
den  drei  Geschwindigkeiten  folgende  Bedingungsgleichung 
Stattfindet: 


'^•fu|      rj.^o 


dx 


Wir  fanden  ferner  im  vorigen  Problem  die  beschleunigen- 
den Kräfte ,  welche  auf  dieses  Theilchen  nach  den  mit  den 
Coordlnaten  parallelen  Richtungen  wirken , 


dx 


nach  der  Richtung  Zx^ 


__jLf£p' 


1 


j-T'i  pach  der  Richtung  Zy, 

1    [dp] 
Ä  —  —  J— j  nach  der  Richtung  Zzi 

und  bei  diesen  Ausdrücken  ist  die  Kraft  der  Schwere  als 
Einheit  angenommen.  Setzen  wir  daher  den  Raum ,  durch 
TV'elchen  die  Schwere  eixien  frei  fallenden  Körper  in  der, 
ersten  Secunde  treibt,    =^  gj   so  ist  die  Geschwindigkeit, 

.  ,  •       i    (dp] 

welche  irgend  eine  andre  Kraft  !==  P  —  — -    j-    dem  Körper 

am  Ende   der  ersten  Secunde  würde  mitgetheilt  ^  haben, 


-'-=f(^)- 


wenn-  sie  während   dieser  Zeit  mit 


gleicher  Stärke  auf  ihn  'wirkte,    oder  die  von  ihr  herrüh- 
rende Aenderung  der  Geschwindigkeit  während  des  kleinen 

Zeitraums  =2  dt  ist  =r  s^gdt  S  i*  -^  —  j;r"  j  ?•    Eben  diese 

Aenderung  der  Geschwindigkeit  nach  der  Richtung  Zx^ 

nach  welcher  diese  Kraft  wirkt,  fanden  wir  aber  im  136«  ()• 

fdul 

+ 


{"(^1 


+  V 


[dy] 


-  [5;]  +  ^t}}''^ 


und  da  beide  Ausdrucke  gleich  seyn  müssen,    so  erhalte» 
V(/it  die  Gleichung 


Hb     Il.th,L  Ahth.  Steue  der  BewfgUng  fiäuigtr  KSrpeTy 


ig  (dp  fdu]    .         fd.a 


\du 

[dz\ 

• 

+ 

■du] 

ft 


well  die  Aenderung  der  GeschwiiidigKeit ,  welche  im  2  iten 
Problem   bestimmt   ward,    nur   von  der  beschleunigenden 

1    (dp] 
Kraft  =P h- 

wir  eben  so  die  dbrt  gefundenen  Beschleunigungen,   nae& 
der  Richtung  Zy 

[dv]  \dv\        '    fdv]        fdv] 


bewirkt   werden   kann.       Nehmen 


nach  der  Richtung  Zz 


(d 


u 


w 


X 


+  V 


'dw^ 
dx 


+  w 


(d 


w 


dui 

17 


50  ergibt  die  VeFglcichung  mit  den  nach,  dieser  Richtung 
wirkenden  beschleunigenden  Kräften  zwei  andre  Gleichun« 
gen.  so  dafs  man  hat: 


2^   [dp\  (du] 

(dv\ 


2  g  (dp 

^s9'-  [Tyj 


u 


9gR-- 


(dp] 

Tz 


+  v 


+  v 


+  » 


du 

Tx 

■dv 
■dw' 

Ay\ 


\ 


w 


(du\ 
(dv" 


w 


(d 


w 


w 


'dA 
dt 

(dv) 
Tt 

t 

'dw 


Bei  dieser  ganzen  Untersuchung  aber  «aufs  t  in  Secande^i 
ausgedrückt  werden  und  u,  v,  w^  die. Räume,  bezeichnen,  • 
welche  das  Theilchen  in  einer  Secunde  durchlaufen  würde, 
wenn  seine  Geschwindigkeit  gleichförmig  bliebe,  oder, 
wenn  man  nach  andern  Zeittheilen  rechnen  wollte,  so 
müfsteauchg*  den  Raum  bezeichnen,  welchen  ein  fi^eifal- 
lender  Körper  während  eines  solchen  Zeittheüchens  durch- 
läuft. 

Diese  drei  Qleiditmgcn ,  verbunden  mit  der  zwischen 
der  Dichtigkeit  und  den  Geschwindigkeiten  gefundenen, 
enthalten  die  ganze  Theorie  der  Bewegung  flüssiger 'Körper. 

/  i4Q.     Unser  ganzes  Geschäft  würde  also  darin  beate- 

Ken ,    die  Gröfsen  p,  f ,  u,  v,  iv  als  solche  Functionen  ^on 


//•  Alschn^  'auf  wdche  hescUeunigetide  JKrAjtp  wi/^k^tu     l\\ 

sc^y^  z  und  t  zu  bestimmen  ,-  welche  jenen  Gleichungen  Gc» 
nffg^tiiun.',  öder  die  ans  jenen  GTöichungen  gefüddnen  In*> 
tegralQ  auf  betftiii]LmteFäl)e  axizuweildeii. 

»  . 

149.  I^a.?   entweder  beständig   ist»    oder  blos  yom 

Dru^cke  ^  abhängt,  oder  zugleich  von  der  Wärme,  welche 
.  j^r  als  eine  gegebene  Function  von  a*,  y,  z  und  t  betrachten, 
io  ergibt  sich  hieraus  eine  neue  Gleichung,  weil  die  Natur 
des  flüssigen  KöfjTtrs,  wie*^  äämli'ch  die  Dichtigkeit  viDOt 
Drucke  und  von  def  WaYine  abhängt*,  als  bekannt  voraus^ 
gesetzt  wild.  Wir  können  daher  (f  als'  eine  linder s  woher, 
gegebene 'Function  betracblcn,'  statt  Speicher  Wir  in  den 
Gleichungen  ihr^n  Werth  setzen ,  ^  im d  wir  haben  alsdann 
zur  Bestiinmtmg  der  "Tier  Gtöfteu  p,  uf  t%'u^  "Vieri GTeichun« 
gen,  woraus  erhelTet ,  dafü  die  gegebne  Auflosung  voUatäu* 
dig  und  kein^rBeding^g  übesis^en  ist«   ; 

m 

150,  Diese  Gleichungen  enthalten,  nun;  zxyar  dje  g^nze 
Theorie  der  Bewegung  flüssiger  Körper;  aber  um  sie  anzu^ 
wenden,  muTs  man  die  Integrale  dieser  Gleichungen  be- 
stimmen, und  HÜese  auf  gegebne  Fälle  anzuwenden  wissen 
-^  eine  Aufgabe,  welche  mit  grofsen  Schwierigkeiten  ver- 
knüpft ist.  Wir  werden  uns  indefs  der  Auflösung  derselben 
um  einen  Schritt  ntihprn,  wenn  wir  die  Gleichungen  ein- 
facher zu  machen  suchen,  welches  sich  dadurch  erreichen 
läfst,  dafs  wir  die  drei  letzten  in  eine  einzige  zusammen- 
fassen, wMche  den  Sinn  von  allen  dreien  umfafst, 

Sgl«  Frob-lem  25»  Wenn  aufset  den  beschleunig^ 
gendeh  Kräften  P,  Q^  R  aucb  die  Gesobwindtgkeiteu  m,  v,  w, 
jedes  Theilchens  und  die  Dichtigkeit  f  desselben  als  be- 
kannt angenommen  Werden,  den  Druck  p  durch  eiire  ein* 
zige  Gleichung  zu  bestimmen.  '     nr 

\  v^jiflötung«^  Von  den  drei  iip  vorigen  Problem* ^c-^ 
fundenen    Gleichungen    gibt     die    erste    den'  Werth    yoa^ 


|T".|  »  die  2weit«  denWartlivon  nr    t 


die     dritte    den 


14^     //•  7%>  J*  Abth.   Gesetze  der  Bewegung  flüssiger  Körper^ 


Wcrth  von 


•     Da  nun  p  eine  Function  von  x,  jf,  z  und  t 


itty  SO  wird,  wenn  wir  t  als  vnveränderlieh  betradbteh» 


dp  =  dx 


Daher  'können  wir  aus  der  Verbindung  jener  Gleichungen 
4en  Werth  des  vollständigen  Diflerentials  dp  bestimmen« 
Ich  setce »  um  die  Formeln  afizukürzen » 


[dx] 


+  » 


I 

+  w* 


(du\         {du\ 


•     fdvl  ßv\  Uv\        {dv\ 


«M+''(^)+«' 


(du>\ 


•duÄ 


wodurch  sich  die  drei  Gleichungen  des  vorigen  Problems 
in  folgende  verwandeln : 

q    [dx) 

—figg—K 


?  bh) 


dp 


=sigR—fr. 


Multtpllclrt  man  die  erste  dieser  Gleichungen  mit  c^or,  die' 
«weite  mit  dy^  die  dritte  mit  dz^  und  addirt  sie,  ao  gibt, 
die    Summe-  der    vor    dem   Gleichheitszeichen    stehenden 

m 

^gdp- 
Glieder  =  ,  weih  als  unveränderlich  angesehen  wird, 

und  mau  erhält  die  Gleichung 

t^  =  2g  CPdx  +  Qdy  +  Rdzy^Vdx—rdy^fVdt, 

aus  welcher,  durch  die  Integration ,  p  gefunden  werdan 
muls« 


JL  Aiichn.  auf  to^he  hetcUaudgetiide  Kräfte  wrken.      t4S 

Diese  Glelchting  Ist  eben  so  allgemein ,  inrie'  die  drei 
vorigen;  denp  es  ist  einleuchtend ,    daTs,   wenn 

dp  =  L  d*  +  itf  dlj»  +  Nds 
ist,  diese  eine  Gleiohung  folgende  di«i  in  sich  schUesst, 
(dp\  >     {dp\  fdf\ 

luid  dafs-  dieäe  drei  nichts  mehr  bestimmeo  y   als  jene  eine* 

1^2.     Die  gante  Theorie  der  Bewegung  flüssiget  Kör», 
per  ist  also  in  diesen  zwei  Gleichungen  enthalten: 


I. 


fdyl 
dt 

+  . 

'd.tfu 

+ 

d.if 
dl 


=1=»;: 


«■» 


TL.-^-^  =  »S(.Pdx-\:^dy^Kdz)—\Jdx—Väy—Wd^ 

womit  man  noch  eine  diritte  verbinden  muTs ,  welche  ^ 
durch  ^  ausdrückt  t  und  welche  bei  einem  gegebnen  Fluido| 
immer  als  bekannt  k^ms  angenommen  werden.  » 

153,  In  der  letzten  jener  beiden  Gleichungen  wird  t 
als  beständig: betrachtet  9  weswegen  nach  vollbrachter  Ixite«^ 
gration  in  den  Werth  von  p  statt  der  beständigen  Gröfs^ 
eine  unbestimmte  Function  von  t  gesetzt  werdeii  mufs :.  und 
dieses  ist  auch  der  Natur  der  Sache  gemäl« ,  weil  der  Druck 
p  in  jedem  Augenblick  durch  einep  willkürlich  angebrach- 
ten äufsern  Druck  verändert  werden  kann.  Bei  der  An-. 
Wendung  auf  einen  wirklichen  Fall  wird  diese  Function, 
bestimmt,  well  der  äufsere  Druck  und  das  Gesetz,  nach 
welchem  er  sich  etws^  im  Fortgange  der  Zeit  ändert  y  gege- 
ben ist. 

154.  Wenn  in  der  jsweiteu  Gleichung  die  Gröfiea  U^ 
Vy  W  als  gegebene  Function^  von  Xy  y  und  %  angesehen 
werden,  so  müssen  diese  so  beschaffen  seyn,  dafs  sich  die 
Gleichung  integriren  lalst ;  denn  wenn  sie  keine  Integration 
suliefse,  Ao  würde  da«  anzeigen,  dafs  eine  solche  Be\^'er 
gung  nicht  bestehen  könne.  Wir  wissen  aber  aus  dem 
Vorigen ,  dafs  bei  allen  in  der.  Natur  vorkommenden ,  der 
Schwere  ähnlichen  Kräften  die  Formtl.PJ«  +^rfj'  -^-^ii 


1 44     V'  ^*-  ^'  ^^^^'  Gesetze  der  Bcwegungßisnger  Körper, 

|Lc^l  int^grireu  läfst;   vt^i  es  erbellt  daher,   daf»  der  zweite 

Theil  der  Gleichung  allemal  iiitegrabel  seyn  vfrerde,  weua 

die  Formel  Udx+^dy+TVdz  ist.     Wir  wollen 

Fdx  +  gdy  +  Rdz  =?:  d5  und  Udx  +  Vdy  +  Wdz  =  JT 

setzen,    weil   wir  annehmen,    daf»   beide  Formeln  wahre 

Differentiale  sind ,  «o  wird  . 

2gdp 

-      ■  f  =  2gdS  y  dT, 

9 
und  die  Gleichung  ist  auf  eine  Form  gebracht ,    wo  die  Be- 
dingungen der  Iritegrabilität  bekannt  sind.      Denn  wenn  f 
entweder  eine  ke«tändige Gröfse  ist,  oder blos  von p abhängt: 
so  bat  man 

Wo  Tit  Ait  unbestimmte  Function  von  t  bezeichnet,  welche 
bei*  der  Integration  hinzukommt.  Aber  auch  wenn  q  von 
den  beiden  Gröfsen  p  und  2gS^T  abhängt,  so  ist  die 
Auflösung  möglich ,  und  man  würde  nach  vollendeter  Inte» 
e^ationp  und^  als  Functionen  von  Z^S  —  .Tausgedrückt 
erhalten« 

Ücberhaupt  erlaubt  die  zweite  Gleichung  nur  dann  eine 
Integration ,  .  wenn  man  sie  durch  irgend  eine  Substitution 
auf  eine  Form  bringen  kann,  welche  nur  zwei  veränder- 
liche Gröfsen  enthält:  denn  die  Bedingungen  der  Integra- 
bilität  einer  Differentialgleichung,  welche  drei  oder  meh- 
rere  veränderliche  Gröfsen  enthält,  kommen  alle  darauf 
hinaus,  dafs  äiese  Gleichung  durch  irgend  eine  Substitution 
sich  auf  zwei  veränderliche  Gröfsen  müsse  zurückführen 
lassen. 

155.     Durch,  die    Voraussetzung,     dafs   die    Formel 

'  jjjj^  4.  Vdy+  Wdz  für  »ich  iutegrabel  seyn   soUe,    be- 

tohränken  wir  die  Allgemeinheit  de?  Gleichung^  gar  sehr, 

indem  wir  zwei  ganz   neue  B^ingungen   einführe4,    daf» 

*  [dlh      \dV\    -{dv\      {dm 

..    !•  i,      S3    und     —    =2    -; —    seyn  solle.    Es 

T^^^'""^    {dy\       [d»\  [d^]        U*i     ^ 


IL  Ahschn^  auf  melche  leschUmigende  Kräfu  mrketL  145 
■cbeint  zwar, "als  wenn  nock  die  dritte  Bediagongtdei« 
«hung'l— I  SB  l-^  hinzukomme,  aber  diese  ist  in  in 
ersten  beiden  schon  mit  enthalten,   weil  joi« 

[dydz)  °*  [dxdz)  "  [dxdyl 
geben,    woraus  [^  a  f^J  folgt. 

Üebrigenft  hängen  vermöge  der  ersten  allgemeinen 
Gleichung  (jj.  152.)  die  Gröfsen  U,  Vy  W  a«ch  von  7  «b, 
und  so  sind  diese  GröDien  schon  von  einer  Seite  her  be« 
'  stimmt,  und  es  steht  uns  keineswegs  frei,  andre  Bedingung 
gen  für  dieselben  willkürlich  festzusetzen.  Indeb  ist  so  viel 
gewils ,  wenn  man  Werthe  für  die  Gröfsen  p,  9,  «,  »,  ur  fin. 
.den  kann  ^  welche  den  beiden  Gleichungen  Genüge  thun, 
und  wo  zugleich  p  und  9  fso  von  einander  abhängen,  wie 
es  die  Natur  des  flüssigen  Körpers  erfordert,  von  welchem 
die- Kede  ist,  «o  w^ird  eine  solche  Bewegung,  wie  sie 
durch  jene  Gröfsen  bestimmt  wird,  bei  diesem  Fli^ido  möff^ 
lichseyn.  ^  ® 

Für  die  erste  der  beiden  Gleichungen,  welche  von 
P,  p,  K  undp  unabhängig  ist,  läfst  sich  das  vollständig« 
Integral  angeben«  .   •  -~ 

156*    Problem  sttf.     Es  ist  die  Differentialgleichung 


+ 


l  ^y  \ 


dz 


gegeben,  man  soll  ihr  vollständiges  Integral  angeben. 

Auflösiings    Die  Aufgabe  verlangt,  dals  eine  Glei* 
fhung  von  der  Form 

■.  (^^(^^(^)+(^^•    ■' 

allgemein  aufgelöst  werde,  oder  da(s  man  die  allgemeine 
Foicm  der  Functionen  F^  Ql  R,  S  angebe )  welche  von  x^  y^ 
z  und  t  abhängen,,  und  alle  dieser  Gleichung  etitsprechend« 

K 
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Fälle  umfassen.  Wir  wollen  bei  der  Auflösung  dieser  Glei- 
chung  von  den  einfachsten  Fällen  anfangen,  und  annehniei!i, 
es  wäre  nur  eine  einzige  veränderliche  Gröfse  x  da,  ^o  dafs 

die  Gleichung  nur  a^s  dem  Glicde     -r-    =  o  bestände ,    so 

hätte  man  P  =:  Constans  aU  das  vollständige  Integral. 

« 
Sind  zwei  veränderliche  Gröfsen  Xj  y  vorhanden ,    oder 

...       fdP]    (dg\ 

bestände  die  Gleichung  aus  den  Gliedern     -; —  +    -r—    =  o- 

80  wniirde  man  das  vollständige  Integrsil  finden,  v^enu  lüan 
kgend  eine  Function  O  beider  veränderlichen'  Grölsen  au- 
nähme,  und  alidann 

setzt,  wo  für  O  jede  Function  dieser  beiden  Gröfsen  kanu 
angenommen  werden« 

Wir  gehen  zu  dem  Falle  fort,    wo  die  Gleichung  au» 


+  A  :  :c 


den  drei  Gliedern 


MF] 
djfj 

+ 

dpi 

[d-y\ 

+ 

dK 

17' 

=  a  besteht,  und 


folglich  von  drei  veränderlichen  Gröfsen  abhängt.  Zur 
Auflösung  'derselben  nehmen  vrir  an ,  dals  O  und  o  zwei 
willkürliche  Functionen  jener  drei  Gröfsen  sind,  und  maa 
übersieht  leicht ,  dafs  die  Werthe 


P=: 


(>  = 


H  = 


dO 

Jy. 

{dO\ 


do\ 

Tz 

{do\ 


do- 

Ty\ 

{dO\ 


(dO\ 
Tz 


+  r:(y,t), 


fdO'  (do 


\Ay. 


dx 
dÖ 


(do\ 

+  S:(y,s) 


O 

[dx] 


der  Gleichupg  Genüge  thun:  man  darf  aber  auch  behaup- 
ten, dafs  sie  die  vollständige  Auflösung  enthalten,  weil 
aufser  den  Functionen  O^  o^  wofür  jede  von  x^  y  und  z  ab- 
hängende Function  gesetzt  werden  Icann,  noch  drei  andre 
unbestimmte  Funotk>nen  vorRonunen,  welche  von  zwei 
Teräxxderlichen  Gröfsen  abhängen« 


*  ' 
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Hieraus   lafst  sich   nun  auch  die  Auflösung  der  Glei- 


chung 


(dP\ 


\d  X 


{dg 


+ 


wm 


(dS\ 


dt 


=  o  herleiten.    Neh«- 


men  wir  nämlich  drei  Functionen  O,  o,  k»  der  vier  veränder- 
liehen  Gröfsen  x^  y,  z  und  t  an,  so  enthalten  folgende  Wer- 
the  für  F^  Q^  Ry  S  die  vollständige  Auflösung  jener  Glei- 
chung: •  / 


j.^mt]{±]+ 


fia\ 


'do'\  (iU 


(dO]  (M  rrf«i 


dtJiayJ+UJldyJld^ 


[iyhdz)[dtj 

Ld^J  U^J  [dzj      [d  ,J  [dyj  !<f  tj      [ dtj  [dzj  I ^J ^     •  ^>''"''^' 


tiOj  rjo]  (dm)    (do\  rdo\ 
~   ~  '       ' dt]\dt.] 


dt\\dx\\M 


du 


Jt] 


fdO,  fdo'^  (da,' 


dO i  [f/  o'j  (du)    fdO}  |^//o]  w«i    r^o^  fdo]  [J« 

li  f J  [  JxJ  [dyj      [d  xj  [äjj  [d  tj      [d  y]  \d  t\  \dx 

\dO'  :do\  {d^^^    [rfO]  {do  {du\    \dO\  {d6\  [dj^ 


\d  t]  \dy]  [dx)     ^dxj  [dt 
(dO\  fdo)  fdw)     fdO]  fdo 


[dx 


+  -'liJi+ 


■JO 


(dm 

dx 
fdo]  fi«'» 


N  [d^} 


^dO 
(dO] 


(do\ 

dXj 
}do' 


dm 

dl» 


da\  _.,   _  . 


DiT  diese  Werthe  die  -Gleichung  auflösen ,  und  ^zugleich 
drei  willkürliche  Functionen  aller  vier  veränderlichen  Grö- 
fsen,  nebst  vier  Functionen  dreier  veränderlichen  enthal- 
ten, so  darf  man  sie  als  äie  vollständigen  Integral« 
werthe  betrachten.    ' 


157.     Um  die  Richtigkeit  dieser  Auflösung  zu  bewei- 
sen, bemerke  man  fo]|i;endes.    lu  dem  Werthe  von  P  kommt 
das  von  dx  abhängende' partielle  Differential  nirgends  vor, 
?%ben  so  wenig  in  Q  das  von  y  abhängende,    noch  in  Ä  das 
von  X,  oder  in  S  d[as  von  t  abhängende.     F«rntr  erhält  mau 

K  2 
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den  Werth  von  O,  wenn^män  im  Wertlie  von  P  allentlial* 
ben  dr  statt  dy  setzt,  und  die  Zeichen  umkehrt;  setzt  man 
im  Werthe  von  Py  dx  statt  dr>  so  erliält  man  den  Werth 
von  Af  und  endlich  den  Werth  von'«}.  Wenn  man  im 
W#fAe  von  P,  dx  statt  dt  setzt,  und  die  Zeichen  um« 
kehrt.  « 

In  jedem  dieser  Ausdrücke  haben  diejenigen  Glieder 
einerlei  Zeichen  ^  welche  keinen  gemeinschaftlichen  Factor 
haben I  diejenigen  aber,  weiche  einen  solchen  Factor  ent- 
halten, haben  entgegengesetzte  Zeichen»  Hingegen,  wenn 
man  die  verschiedenen  Gleichungep  mit  einander  vergleicht, 
so  haben  diejenigen  Glieder  verschiedene  Zeichen,  welche 
keinen  gemeinschaftlichen  Factor  enthalten,  die,  welche 
nur  einen  gemeinschaftlichen  Factor  haben,  sind  mit  ei» 
nerlei  Zeichen/  die  aber,  worin  zwei  gemeinschaftliche 
Factoren  vorkommen  ^  mit  entgegengesetzten  Zeichen  he* 
zeichnet. 

Niftimt  man  nun  irgend  ein  Glied  aus  einer  von  jenen 
vier  Gleichungen ,  so  findet  man  in  jeder  der  drei  Gleichun- 
gen ein  Glied,  welches  zwei  diesem  Gliede  gemeinschaft- 
liche Factoren  enthzilt,  ynd  di^se  Glieder  haben  das  entge-' 
gengesetzte  Zeichen  von  jenein :  es  läfst  sich  aber  leicht 
zeigen,  dafs  dafB  partielle  Differential  jenes  ersten  Gliedes 
durch  einige  in  den .  partiellen  Diflepentialen  der  letztern 
vorkommende  Glieder  aufgehoheu  wird;  weil  nämlich  die 
ungleichen  Factoren  dieser  Glieder  so^beschaffen  sind,  dafs 
ihre  partiellen  Differentiale  so  gesucht,  wie  die  aufzulö* 
sende  Diffeiciitialgleichung  es  verlangt,  einander  gleich 
werden,  und  da  eben  das  für  alle  übrigen  Glieder  gilt,  so 
erhellt,  dafs  die  Summe  aller,  der  Differentialgleichung  ge- 
mäfs  genommener,  partieller  Differentiale  verschwindet, 
wie  die  Differentialgleichung  es  erfordert. 

.  158.  Bie  im  156.  (J.  gefundnen  Werthe  für  P,  p,  R,  S 
sind  also  diejenigen ,  welche  für  ^u,  <jv^  qw  und  ^  gesetzt, 
der  ersten  für  die  Bewegung  flüssiger  Körper  gefundnea 
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GTeichung  Genüge  thun,  und  zugleich  die  vollständige 
Auflösung  derselben  enthalt^en.  Die  Auflösung  eben  jenes 
Problems  gibt  uns  auch  für  den  Fall,  da  q  unveränderlich 
ist,  die  Werth^  von  Uy  v^  Wy   denn  da  die  Differentialglei- 


chung alsdann  o  == 


di 


'dv\ 


fdw\ 


ist,   so  erhalten 


si,  V,  w  diejenigen  Werthe,   welche  wir  für  P,  (>,  R  fanden, 

(dS\ 

=  o   setzten ,    und   die  Gleichung   aU  nur 


alt    wir 


dt 


aus  drei  Gliedern  bestehend  betrachteten. 


Dritter     Abschnitt« 

Anwendung  der  vorigen  Lehren  auf  flüssige  Körper ^ 
deren  Dichtigkeit  allenthalben  gleich  und  un^ 
veränderlich  ist.  '* 


^r^m 


159.  Problem  27.  Wenn  ein  homogenes  fluidum 
von  unveränderlicher  Dichtigkeit  der  Wirkung  "beschleunl* 
gender  Kräfte  unterworfen  ist,  die  Gesetze  seiner  Bewe« 
g;ung  in  analytischen  Formeln  darzustellen. 

Auflösung.  Wir  nehmen  hier  die  Dichtigkeit  ^  als 
eine  unveränderliche  GrÖlse  an,  und  setzen  sie  =  &,  und 
in  diesem  Falle  werden  die  beiden  für  die  Bewegung  dea 
flussigen  Körpers  gefundnen  Gleichungen 


rdy—Wdz, 


i5o     Jf.  Th,  I,  Ahth,   Gesetze  der  Bewegung ßUssiger  Körper* 
Und  für  das  Integral  der  ersten  haben  wir 


u 


'dO)  fdo) 

cly)    dz 
'dO) 


(dO 


V 


w 


(dO 
d  X 


do] 


do 

'do 
dx 


+  r"(y,z,t), 


d-' 

dO] 

dl 

woOundo  jede  Function  der  vier  veränderlichen  Gröfsen 
Xy  y,  i  und  t  bezeichnen  können. 


'do 


+  2 :  (x,  y,  Ol 


In  der  zweiten  Gleichung,  wo  alle  Buchataben  die  aus 
dem  Vorigen  bekannte  Bedeutung  haben,  ist  die  Formel 
Prf.r+  Ody^-  Rdz  in  allen  in  der  Natur  vorkommenden 
Fällen  für  sich  integrabel ;  ich  setze  ihr  Integral  =:  5  *}, 
also  wird  die  Gleichung 

&£dp 

-~^=^2gds—vdx  —  rdy  —  rvdz. 

in  welcher  die  Zeit  t  als  eine  unveränderliche  GrÖfse  he* 
trachtet  wird.  Da  nun  die  Geschwindigkeiten  ü,  v,  w  schoti 
durch  die  erste  Gteichung  als  Functionen  der  vier  verändei«» 
liehen  Gröfsen  x^  y,  z  und  t  ausgedrückt  sind,  so  w"ürde 
diese  Gleichung  den  Werth  von  p  durch  e])eii  diese  Gröfsen 
geben ,  avenn  sie  9ich  auflösen  licfse,  Diese  Gleichung  ist 
nur  dann  möglich,  wenn  die  Formel  11  dx  +  Fdy  +  Wdi> 
i\\v  sich  integrabel  ist:  eine  Bedingung,  welche  die  Allge- 
meinheit der  ersten  .Gleichung  sehr  einschränkt.  Setzt  maa 
das  Integral  dieser  Formel  ^^  T,    so  erhält   man  aus  der 


»)  Die  Integrabilita't  der  Formel  Pix  +  Qäy  -^  l\i%  findet  in  des 
meisten  Fällen  Statt,  indefs  kömien  auch  FäOe  vorkommen,  wo 
diese  Formel  nicht  für  sic^i  liitegrabcl  ist ,  z.  13.  wenn  man  auf 
den  Wideritand  Rücksicht  nimmt,  welcJien  flüssige  Körper  bei 
ihrer  Bewegung  leiden/  und  diesen  afs  eine  Function  der  Ge7 
•chwindigkeit  betrachtet.  In  solchen  Fällen  braucht  dann  auch 
nicht  dio  Formel  üäx  -(~  ^^>  4"  fVd%  für  sich  integrabel  la 
»cyn.  \B.) 
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«weiten  Gleichung  -7—  =  2g S —  T+  f:  f,   weil  statt  der 

beständigen  Gröfse  bei  der  Integration  eine  unbestimmte 
Funcftion  der  in  dieser  Gleichung  als  bestäiidig  betrachteten 
Zeit  t  hinzuliommt. 

160,  Aus  der  allgemeinen  Auflösung  der  ersten  Glei- 
chung sind  also  nur  diejenigen  Fälle  brauchbar,  welche  der 
verlangten  Integrabilität  der  Formel  I7c?a:  +  /^riy  +  JVdz 
entsprechen,  oder  die  Functionen  O  und  o,  nebst  den  mit 
r,  A/S  bezeichneten,     müssen   so    beschafien    seyn,     dirfs 

(du]     (dm 

1 7—     :=   -; —     sey ,  und  diese  Fälle  «u 
[dz)         [dxj       ' 

bestimmen  hat ,  ungeachtet  der  allgemeinen  Auflösung  der 

ersten  Gleichung ,  noch  grofse  Schwierigkeit. 


(iE]  _  ra 

[d  yj  -  [d  xj 


und 


161.     Betrachtet  man  die'  Werthe  van   17,  V^  Wj    so 

überzeugt  man  sich  leicht,  dafs  den  Gleichungen 
(d  U]        \d  V 

\dy\  ~\dx^ 
Genüge  gesphieht ,  wenn 
[d  u\  \d  V 


(dm  _[d W 
[JT  j  ~  [  57 


und     T" 


ist,  oder  wenn  die  Formel  «rfx-+  vdy^-  wdz  für  sich  in- 
tegrabel  isti  diesen  Fall  werden  wir  daher  in  der  Folge 
noch  etwas  näher  betrachten.  Vorher  aber  wollen  wir  bei 
'der  Betrachtung  einiger  einfacherer  Fälle  stehen  bleiben, 
die  wenigstens  die  Anwendung  unsrer  Formeln  etwas  mehr 
int  Licht  setzen  werden ,  wenn  sie  uns  gleich  eben  keine 
Aufschlüsse  über  solche  Falle  geben ,  deren  Auflösung  nicht 
so  nahe  liegt.  Ich  werde  mit  dem  Falle  anfangen,  wo  die 
drei  Geschwindigkeiten  =:  o  sind,  oder  der  flüssige  Körper 
ganz  in  Ruhe  ist;  unsre  Formeln  müssen  für  diesen  Fall 
eben  dasjenige  geben »  was  aus  den  Gesetzen  des  Gleichge- 
wichts ^chon  bekannt  ist. 


162.     Problem  aß«      Wenn   die   drei    Geschwmdig- 
kelten  Uj  v,  w  für  alle  Theilchen  des  flüssigen  Körpers  ver- 
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schwinden,  aber  beschleunigende  Kräfte  P,  Q^  R  auf  dem 
selben  wirken,  den  Druck  zu  bestimmen,  den  jedes  Theiü 
eben  während  der  Ruhe  In  jedem  Augenblicke  leidet« 

Au f  1 0 s u n  g^  Sa  hier  u  =  v  =  i/^  =  o ,  und  auch 
ihre  Differentiale  =  o  sind,  so  geschieht  der  ersten  Glei<« 
chung,  bei  Körpern  von  unveränderlicher  Dichtigkeit, 
allemal  Genüge«  In  der  aweiten  Gleichung  aber  wird 
17  =  o,  f^=o,  JFssB  0|  tgid  sie  erhält  ds^her  die  Form 
dp  ^ 

Dieselbe  Gleichung,  welcte  wir  vorhin  (J.  39.)  für  da$ 
Gleichgewicht  flüssiger  Körper  von  unveränderlicher  Dich- 
tigkeit fanden,  und  welche  nur  aann  möglich  ist,  "yveitm 
der  letzte  Theil  der  Gleichung  ein  vollständiges  DifiFerential 
ilt.       Es  sey  also    Pdx  +Qdy  +  Rdz^zisäS,     so  wird 

P 

^ss  «S  4"/;  ^9   weil  die  Zeit  t  in  dieser  Gleichung  als  un« 

veränderlich  betrachtet  ward ,  und  daher  bei  der  Integration 
eine  unbestimmte  Function  von  t  statt  4^r  V^ständigen 
Gröfse  hinzukommen  mufsi 

163«  Bei  den  vorigen  Befrachtungen  des  Gleichge^ 
wichts  setzten  wir  p  =?:;  ^  «J  +  Const. ,  weil  wir  dort  auf 
Aenderung  der  Umstände  Im  Fortgange  der  Zeit  nicht 
Rücksicht  nahmen;  es  ist  aber  offenbar,  dafs  s(att  jener 
beständigen  Gröfse  irgend  eine  Function  der  Zeit  t  gesetzt 
werden  kann«  Man  betrachte  nämlich  den  flüssigen  KÖr^ 
per,  als  in  ein  Gefäfs  eingeschlossen,  in  welchem  er  ver- 
mittelst eines  Kolbens  durch  Irgend  eine  Kr^ft  gedrückt 
werde :  offenbar  wird  er  im  Gleichgewichte  bleiben ,  da  er 
keiner  Zusammendrücknng  fal^g  ist,  und  das  Qleichge<^ 
wicht  wird  fortdauern ,  die  auf  den  Kolben  drückende  Kraft 
mag  sich  im  Fortgange  der  Zeit  ändern,  wie  sie  will.  Die 
Aenderung  dieses  äufsern  Druckes  hebt  also  das  Gleichge* 
'wicht  nicht  auf,  bringt  aber  in  dem  Drucke,  ^yelchen  jedes 
Theilchen    des    flüssigen   Körpers  leidet  |    eine  Aenderung 
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hervor»  daher  xnuft  unsre  Gleicfating,  weil  sie  den  Druck 
für  alle  möglichen  Fälle  dea  Gleichgewicht»  enthaltbn  soll, 
eine  unheati^mte  Function  von  t  enthalten« 

16^  Da  der  äufsere  Druck  auf  den  Kolhen  sich  auf 
alle  mögliche  Weise  andern  kann ,  und  diese  Aenderungen 
nicht  einmal  nach  dem  Gesetze  der  Stetigkeit  su  erfolgen 
"brauchen ,  so  erhellt ,  dafs  auch  die  Function  f :  t  nicht 
nothwendig  dem  Gesetze  der  Stetigkeit  unterworfen  ist, 
aojidcm  Aenderungen  von  endlicher  Gröfse  leiden  könne, 
während  t  sich  uneualich  wenig  ändert.  Solche  Functio- 
nen kann  mgn  unstetige  —  functiones  discontinuas  —  nen- 
nen,- und  dieses  Beispiel  hewcist  die  Nothwendigkeit, 
solche  Functionen  in  der  Analysis  zu  gebrauchen, 

165.     Der  Druck,  welchen  jedes  Theilchen  des  Flüs« 
tlge^  leidet,   ist  also  durch  S  nur  in  sofern  bestimmt,  als 
auch  der  Hufsere  Druck  für  einen  gegebnen  Zeitpunkt  be- 
kannt ist;  und  wenn  die  Aenderung  dieses  äufsem  Druckes  \ 
im  Fortgange  der  Zeit  nicht  bekannt  ist,    so  läfs$  sich  «us 
dem  Werthe  von  S  allein  der  Druck  nicht  bestimmen.     Ist         ^ 
fiber  in  irgend  einem  Funkte  der  Dpick  bekannt ,  so  kann 
man  für  eben  den  Augenblick  den  Druck  in  jedem  andern . 
Punkte  angeben« 

\66,  Obgleich  hier  blos  die  Rede  von  flussigen  Kör^ 
pem  ist,  der^n  Dichtigkeit  sich  nicht  ändert,  so  läfst  ,sich 
doch  auch  leicht  die  Anwendung  auf  diejenigen  machen, 
für  welche  f  veränderlich  i^t«  Für  diese  wird ,  weil  u,  v, 
w  und  ihr^  Differentiale  yörachwindön ,  die  erste  Gleichung 


s)= 
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gange  der  Zeit  seine  Dichtigkeit  nieht  ändern,  sondern  in 
Jedem  Punkte  ipnfs  die  Dichtigkeit  immerfort  so  bleiben, 
wie  sie  einmal  ist  -^  diesffs  ist  auch  für  sich  klar,  da  Aen- 
derung der  Dichtigkeit  nicht  ohne  Bewegung  Statt  finden 
kann,  Honiogen  braucht  das  Fluidum  nicht  zu  seyn,  weü 
gar  nichts  über  die  Abhängigkeit  der  Gröise  9  von  x$yyZ 
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......  dp 

bc-'timnjt  wird. '   'Dit  zweite  Gleiqliung  wird  nun  —  =s  dSj 

deren  Integral  wir  jetzt  J  —  =3  ^S  +  Const.  setzen  müssen, 

wenn  ^  als  Function  von  p  gegeben  ist.     Die  Ruhe  besteht 

also   iiur,    wenn   diesd  Gleichung   die  Integration    zulüfst. 

Eine  Function  von  t  darf  hier  im  Werthe  von  p  nicht  vor- 

kommen;  denn  da  f,  wenn  es  veränderlich  ist,  immer  von 

V  abhängt,  50  würde  auch  ^  von  der  Zeit  abhängig,    wenn 

(d<i] 
p  es  ist,  und  dieses  widerstreitet  deif  Gleichung     -r-j  =  o. 

^ucb  die  Natur  der  Sache  zeigt  dieses  deutlich ,  denn  wenn 
sich  der  Druck  auf  den  Kolben  ändeite,  so  würde  dieser 
nicht  an  der  Stelle  stehen  bleiben,  wo  er  sich  befand, 
sondern  den  flüssigen  Körper  zusammendrücken,  oder  ihm 
eine  Ausdehnung  gestatten,  so  dafs  also  das  Gleichgewicht 
nicht  fortdauerte. 

167.  Da  hier  der  flüssige  Körper  als  in  ein  Gefäfs 
eingeschlossen  betrachtet  wird,  so  oiufs  dieses  durch  be- 
stimmte Kräfte  in  Ruhe  erhalten  werden ,  weil  sonst  unsre 
Voraussetzungen  nicht,  mehr  Statt  flnden.  Diese  äufsera 
Kräfte  kommen  so  wenig',  als  die,  welche  auf  den  Kolbeji 
wirken,  in  der  Differentialgleichung  vor,  weil  sie  für  alle 
Theilchen  des  flüssigen  Körpers  einerlei  sind;  aber  nach 
vollendeter  Integration  müssen  die  in  die  Rechnung  ge- 
'tSrachten  unbestimmten  Functionen  nach  diesen  äufsern 
Kräften  und  nach  andern  Umständen  bestimmt  werden. 
Die  äufsern  Kräfte,  welche  auf  das  ganze  Gefäfs  wie  auf 
einen  festen  ^örper  wirken,  müsseo.  im  gegenwärtigen 
Falle  so  bestimmt  werden,  dafs  sie  der  Wirkung  der  Kräfte 
P,  p,  R  auf  die  ganse  Masse  des  Flüssigen  uncl  der  auf  den 
Kolben  drückenden  Kraf^  das  Gleichgewicht  halten, 

x6Q*  Problem  29.  .  Wenn  die  drei  Geschwindig- 
keiten u,  V,  u;  für  jeden  Fnnkt  Z  des  flüssigen  Körpers  einer- 
lei sind ,    so  dafs  alle  Theilchen  mit  gleichförmiger  Bewe- 
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wegung  nach  einerlei  Kiclitung  fortgehen,  den  Druck  für 
jede  Stelle  des  flüssigen  Körpers  und  für  jeden  Zeitpunkt  zu 
bestimmen,  wenn  zugleich  1?e schleunigende  Kräfte  auf  den- 
selben wirken. 

Auflösung.  Der  Voraussetzung  zu  Folge  bewegt 
sich  die  ganze  flüssige  Masse  wie  ein  fester  Körper,  un4> 
wenn  man  sie  als  in  ein  Gefüfs  eingeschlossen  betrachtet,  so 
wird  das  Gefäfs  mit  dem  flüssigen  Körper  gleichförmig  fort- 
bewegt. Eine  solche  Bewegung  kann  immer  Statt  finden, 
ungeachtet  der  beschleunigenden  KrÄfte  P,  O,  R,  wenn 
man  nur  an  das  Gefnfs  solche  äufsere  Kräfte  anbringt,  wel- 
che diesen  das  Gleichgewicht  halten.  Wirken  einige  dieser 
Kräfte  vermittelst  eines  Kolbens  unmittelbar  auf  den  flüssi- 
gen Körper  y  so  hängt  der  Druck,  den  jedes  Tiieilchen  des 
flüssigen  Körpers  leidet,  von  diesen  mit  al),  und  daher 
müssen  diese  Kräfte  in  depi  Integral^usdruck  für  p  mit  vor- 
kommen. 

Da  ucrti,  vrrz  ß,  W1SZ  y  beständige  Gröfsen'  sind, 
und  die  Dichtigkeit  =&  unveränderlich  ist,  so 'sind  alle 
Glieder  der  ersten  Gleichung  =  o.  Ueberdies  ist  TJ  =  o, 
K=  o,  fFr^o,  und  daher,  wenn 

Pdx+  g(ly+  Rdz^dS  ist, 
dp  =  JdcS  und  p==i  i*S -H/:  f. 

Der  Druck  hängt  also  von  der  Wirkung  der  Kräfte  P, 
Qy  R  eben  so  ab,  wie  im  Zustande  der  Ruhe,  und  die  von 
äufsern  Kräften  herrührende  Aenderung  des  Drucks  wird 
duich  d^s  Glied  f:  t  angegeben, 

169.  Die  Resultate  des  vorigen  ($.  hätten  sich  aus  dem 
vorigen  Problem  herleiten  lassen,  da,  nach  den  Gesetzen 
der  Mechanik,  bei  einßm  Systeme  vonJKörpern  alles  einer- 
lei bleibt,  wenn  das  ganze  System  gleichförmig  und  in  ge- 
rader Richtung  fortbewegt  wird,  '  Aber  da  die  beschleuni- 
genrlen  Kräfte  'P,  O,  K  sich  ändern  kpnnen ,  wenn  der  flüs- 
sige Körper  in  eine  and^e  Stelle  rückt^  30  findet  diese  An- 
wendung nicht  so  unmittelbar  und  allgemein  Statt. 


1^6     II,  Th,  Im  Abth»  Gesetze  der  Bewegung  flüssiger  Körper, 

Bei  ipm  Zustande  der  Ruhe  bemerkten  wir ,  daXs  der«> 
.selbe  nicht  bestehen  könne,  'wenn  die  Formel 

Pdx  +Qdy  +Rdz 
nicht  für  sich  integrabel  tey :  und  hier ,  bei  der  gleichfor- 
migep  Bewegung,  findet  etwas  ähnliches  Statt.  Denn 
wenn  hier  dieselbe  Formel  nicht  die  Integration  zuläfst,  so 
ist  die  Gleichung  für  p  unmöglich^  und  die  gleichförmige 
Bewegung  konnte  in  einem^  siolchen  Falle  nicht  bestehen, 
sondern  die  Richtung  oder  die  Geschwindigkeit  würden 
nothwendige  Aenderungen  leiden. 

Uebrigens  müssen  auch  hier  die  unbestimmten  Functio* 
nen,  welche  bei.  der  Integration  hinzukommen,  nach  den 
Umständen  bestimmt  werden ,  wie  vorhin  erwähnt  ist. 

170.  ^  Problem  30,  Wenn  die  drei  Geschwindigkei- 
ten Uj  Vj  w  jedes  Punkts  Functionen  der  Zeit  tsind,  zu  be- 
ßtimmcn,  x)  ob  und  unter  welchen  Bedingungen  eine  solche 
Bewegung  bestehen  könne,  'wenn  beschleunigende  Kräfte 
auf  das  Fluidum  wirken;  &)  wie  der  Druck,  den  jedes 
Theilchen  leidet ,  ausgedrückt  werde. 

Au  f  1  ö  s u  n  g.  Da  UyV^w  blos  von  t  abhängen ,'  so  er* 
he)lt,  dafs  in  jedem  Augenblick  alle  Theilchen  mit  einer- 
lei Geschwindigkeit  nach  parallelen  Richtungen  fort- 
rücken :  die  Geschwindigkeit  und  Richtung  ändert  sich  im 
Fortgänge  der  Zeit;  aber  diese  Aenderung  ist  bei  allen 
Theilchen  gleich ;  alle  behalten  daher  unter  einander  einez^ 
lei  Entfernungen,  und  die  ganze  Masse  rückt  sö  fort,  wie 
ein  fester  Körper.  Man  kann  daher  sich  den  flüssigen  Kör- 
per in  ein  Gefafs  eingeschlossen  denken  ^  mit  welchem  er 
ohne  drehende  Bewegung  fortrückt. 

Bei  dieser  Voraussetzung  findet  .die  erste  Gleichung 
Statt,  weil  jedes  ihrer  Glieder  =  0  ist ;  in  der  zweiten  aber 

du  dv  dw 

wird  17=  3-,     r="T-,     jr=:-r-.       Man    hat   daher 
u  t  a  t  at 

2gdp  du  dv  dw  . 
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vreil  wir  annehmen y  daCs  Pdx  +  Qdy  +  Rdz  für  sich  in- 
tegrabel  und  =  dS  sey.     Die  Integration  giht 
ft  n^p  xf^tt  dv  dw 

Ä  ®  dt         "^dc  dt        -^ 

du      dv      dw 

weil    r- ,    -T- ,    3—  hlos  von  t  abhängen  ^    und  daher  hier 
d  t     d  t     dt 

als  beständig  angesehen  werden*^ 

« 

,  171«  Diese  Bewegung  ist  also  möglich,  weiln  die  aufset a 
Kräfte  so  beschaffen  sind  ^  dafs  sie  einem  festen  Körper  eino 
solche  Bewegung  mittheilen  würden«  Es  lassen  sich  mau* 
nigfaltige  Zusammensetzungen  äufserer  Kräfte  denken,  wel- 
che dieses  s&u  bewirken  im  Stande  sind^  da  man  su  dea 
Kräften  y  welche  eine  solche  Bewegung  heryorbringen  kön* 
neu,  immer  noch  zwei  gleiche ,*  nach  entgegengesetzten 
Richtungen  wirkende  hinzusetzen  darf.  Wirkt  eine  dieser 
Kräfte  vermittelst  e»nes  Kolbens  auf  den  flüssigen  Körper, 
so  ändert  sich  der  Druck  p^  wenn  diese  Kraft  sich  ändert, 
und   es  erhellt,    dafs  auch  hier  die  Function  f :  t  Im  Aus* 

druck  für  p  vorkommen  muTs« 

• 

172.  Ist  also  der  flüssige  KÖrpei^  in  ein  Gefafs  einge» 
^  schlössen  ^   ^it  welchem  er  auf  die  Im  Problem  angegebne 

Weise  fortrückt ,  so  bleibt  er  in  Vergleichung  des  Gefufses 
in  Ruhe,  und  bewegt  sich  so,  als  ob  er  mit  demselben 
einen  festen  Körper  ausmachte.  Gleichwohl  kann  der 
Druck,  den  jedes  Theilchen  des  flüssigen  Köq)ers,  oder 
irgend  eine  Stelle  der  Wand  des"  Gefafses  leidet,  sehr  ver- 
änderlich seyn ,  theils  wenn  der  Werth  von  tS  nicht  allent- 
halben einerlei  ist,  theils  weil  die  Wertlie  der  folgenden 
Glieder  «ich  ändern,  indem  der  Körper  fortrückt,  theils  well 
der  äufsere  Druck  vielleicht  nicht  immer  derselbe  bleibt. 
Indefs  läfst  sich  für  einen  bestimmten  Zeitpunkt  der  Weitli 
von  p  für  jeden  Punkt  des  flüssigen  Körpers  angeben ,  wenn 
man  ihn  für  einen  Punkt  kennt. 

173.  Wenn    also  die   Kräfte   P,  Q$  R   so  beschafFen 
•ind,    dafs  die  Formel  Pdx+  Qdy  +  hdz  sich  integriren 
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läfst  y  80  kann  die  flüssige  Masse  jede  fortruckende  Bewe- 
gung annehmen  >  welche  hei  festen  Körpern  möglich  ist, 
wenn  man  nur  voraussetzt  ^  daCs  die  Dichtigkeit  unverän* 
derlich  sey.  Oh  aher,  eine  Umdrehungshewcgung  eJjen  so 
wie  hei  festen  Körpern  Statt  linden  könne,  erhellt  hieraus 
nicht.  Bei  einem  festen  Körper,  welcher  sich  um  eine  un- 
veränderliche Axe  dreht,  sind  die  Geschwindigkeiten  den 
Entfernungen  von  der  Axe  proportional,  hei  einem  fliissi« 
gen  Körper  ist  dieses  nicht  so  sclilechtfsrdings  nothwendig, 
weil  die  einzelnen  Theilcheii  nicht  in  gleichen  Zeiten  ihre 
Umläufe  zu  vollenden  hrauchen.  Diese  Bewegungen  werde 
ich  im  nächsten  Ahschnitt  h'etrachten ,  hier  aber  noch  einige 
Fälle  untersuchen ,  wo  die  Bewegung  von  der  Bewegung 
fester  Körper  gänzlich  verschieden  ist. 

1 74.  Prohlem  31.  Wenn  die  drei Geschwindigkei- 
teil  71,  V,  w  für  jede  Stelle  des  flüssigen  Körpers  und  immer  ein 
beständiges  Verhältnifs  behalten ,  die  Bedingungen  anzuge- 
hen, unter  welchen  eine  solche  Bewegung  möglich  ist, 
wenn  beschleunigende  Kräfte  atif  jedes  Theilchen  des  flüssi- 
gen Körpers  wirken*  . 

Auflösung.  Weil  die  Geschwindigkeiten  11,  v,  w 
ein  beständiges  Verhältnifs  haben ,  so  gehen  alle  Theilchen 
des  flüssigen  Körpers  nach  einerlei  Richtung,  aher  mit  ver- 
änderlicher Geschwindigkeit  fort,  und  wir  werden  die  Be- 
dingungen, unter  welchen  eine  solche  Bewegi^ng  möglich 
'  sey,  bestimmen.  Es  ley  m  eine  Function  der  veränderlichen 
Gröfsen  jir,  y,  z  ündc,  so  geschieht  der  Voraussetzung  Ge- 
nüge, wenn  u  =  «#,  v  =  /8«,  M;  =  yjf,  arber  «,  yS,  y  be'- 
ständige  Gröfsen  sind. 

Die  erste  Gleichung  gibt  hier,  weil  die  Dichtigkeit 
des  flüssigen  Körpers  unveränderlich  ist, 
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Es  ist  aber^  wenn  man  t  als  beständig  betrachtet , 


dM  =  d 
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ttdM:=si—  ßdx 


+  dy 
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ydx 
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d  z 


,  daher 
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,dz, 
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[dy] 


oder  d 
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'           vdx\{d» 
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welcher  Gleichung  Genüge  geschieht,  wenn  k  eine  Function 


der  beiden  veränderlichen  Gröfsen    y 

( X         y 
1} 


und 


l     -J* 


oder  der   Gröfsen 


und 


X 


y,\ 


ist ,     aufser- 


dem   aber  hann  auch  t   auf  irgend    eine,    hier  noch  nicht 
näher  bestimmte,  Art  in  dem  Werthe  von  jt  vorkommen. 

Dafs  dieser  Werth  der  richtige  sey,  erhellt  leicht, 
denn  wenn  h  eine  solche  Function  ist,  so  läfst  sich  ihr 
Differential  durch 

'dx   "    dy\  (dx       dz 

[»        ß)  [»         yj 

ausdrücken.      Dann  aber  ist 
d  «]  __  L  + M 

dZl  —    -    '- 


d*  =:  L 


+  Ndt 


c 


d»^ 


/s' 


^I 


',  woraus 


tJ  +^ 


+  y 


'/i  ^ 


.J». 


=  o  folgt. 


Zur  Auflösung  der  zweiten  Gleichung  erhalten  wir 


17=«** 


Jz, 


+  « 


welches  =«  k— j  ist,  weil  die  ersten  drei  Glieder  zusammen 
=s  o  sind ,  wegen  der  Gleichung 


Eben  so  wird  F—ß  \j-U  ^=:y  k^  . 


[d 


!>« 


i6o     IL  Tfc»  J.  Abth.  Gesetze  der  Bewegung  JbJissigtr  Körper. 
Die  zwielte  Gleichung  wird  also 

Da  wir  dieintegrabiljtät  der  Formel  P dx^Ody^-Rdi. 
voraussetzen  I    so    erfordert   diese   Gleichung   nothwendigi 

dafs  auch  die  Formel  (itdx  +i8i>  +  ydt) 


dt 


für  sich  inte- 

'dr^ 


d  t 


eine 


grabel  sey^    und  dieses  ist  sie  nur  dann,  wenn 

/ 

Function  von  «Jc  +  i8y  +  j^z  und  von  t  ist. 

Diese  Bedingung  kann  mit  den  vorhin  fiir  den  Werth 
von  M  gefundnen  Bedingungen  nur  dann  bestehen,    wenn 

I—    blos  von  t  abhängt,  daher  yrüf  in  Rücicsicht  der  vori« 
gen  Bestimmungen,  erhalten 

le\  ^d.QTit) 

ft    ■*" 


dann  ist 


dt 


,  welches  ich  =  r'  x  e  setz«,  turd 


^SP 


^ÄÄ^^J— .(«a?+/8>r+y2).r':e+A:t» 


I75*  Das  Theilohen  des  flüssigen  Körpers,  für  weU 
ches  «m  Ende  der  Zeit  =  t  die  Coordinaten  a^  y  und  z  sind, 
bewegt  sich  also  mit  der  Geschwindigkeit  =« .  V(«*  +i8*  +y'^> 
und.  die  Richtung  seiner  Bewegung  ist  gegen  die  drei  Axea 
OAj  OBy  O C  unter  Winkeln  geneigt,  d^ren  Cosinus 

•*  _  ^      ,  y 

sind.  Hieraus  erhellt ,  dafs  alle  Theilchen  nach  parallelen 
Richtungen  fortgehen ,  aber  die  Geschwindigkeit  kann  an 
verschiedenen  Stellen  und  zu  verschiedenen  Zeiten  \mgleich 
seyn«   Das  allgemeine  Gesetz- für  die  Geschwindigkeit,  dafs 


r  r*      y]'     f*      *1  . 

•^  l«      ß)      l*      yJ 


I 

\ 
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seyn  solle,  läßt  hier  ein«  unendliche  Menge  verschiedener 

Fälle  zu.  •  ,   •  /' 

176,  Ni^nmt  maD  an,  dafs  r  :  f  =  o  sey,  oder  dafs 
die  Geschwindigkeit  von  der  Zeit  unabhängig  in  eincpn  ge- 

gehnen  Punkte  immer  einerlei  bleibe,  so  ist  auch    --  {  =r:  o, 

[dt) 

und  die  Gröfsen  ü,  y,  TV  verschwinden. 

Diese  Bewegung  schelirt  derjenigen  seht  nahe  ähnlich 
xusejrn,  welche  wir  an  den  Flüssen  beobachten.  Wenn 
wir  aber  dann  annehmen,  dafs  blos  die  Schwere  auf  den 
flüssigen  Körper  mit  der  Richtung  der  Ordinate  z  parallel 
wirkt,,  so  ist  P  =  o ,  p  =  o,  R=s  —  1 ,  und  folglich 
5=— z,  also  prrzh  (a  —  z),  "yvenn  a  die  beständige  Gröfse 
bezeichnet«  Der  Druck  verschwindet  also  in  einer  horizön*- 
talen  Ebene  In  der  Höhe  z  =  a,  und  hängt  überhaupt  gar 
nicht  von  der  Geschwindigkeit  ab. 

Die  ^cvveguug  läfst  sich  also  hier  wohl  nicht  anders 
denken,  als  horizontal,  denn  obgleich  die  Formeln  wohl 
jede  Richtung  zuliefsen,  und  dann  nur  angaben,  dafs  der 
flüssige  Korper«8ich  in  Tropfen  zerstreut,  wenn  sich  Thcile 
desselben  über  die  Höbe  z  z=za  erhöben,  so  sieht  man  docU 
nicht,  was  für  äufsere  Kräfte  hier,  w^o  das  Fluidum  nicht 
in  ein  Gefäfs  eingeschlossen  ist,  eine  solche  Bewegung  her- 
vorbringen könnten^:  beschleunigende  Kräfte  aber  können 
es  nicht  seyn ,  weil  wir  angenommen  haben ,  dafs  es  deren 
aufser  der  Schwere  keine  geben  solle.  Das  eben  aufgelöst«i 
Problem  läfst  sich  aber  noch  allgemeiner  fassen. 

1774     Problem  3Ä.     Wenn  die  drei  Geschwind igket- 

teau^VyW  folgende Werthe haben  ll=pi«^-^:^  i;z=/5*  +  A;f, 

j«=y«4~2«t»   Wo  jr  eine  Function  von  a*,  y,  %  bezeichnet, 

«,  /§,  y  aber  beständig  sind »    die  Bedingungen   anzugeben, 

«^jntcr  welchen  eine  solche  Bewegung  bestehen  kann ,  wenn 

beschleunigende  Krä.fte  «uf  den  flüssigen  Körper  wirken. 


^62     lt.  T/c.  I«  Ahik.  Gesetze  der  Bewegung ßüssi^er  Körper^ 

Au f  1  ö  8 u  n g.     Die  erste  Gleichung  für  die  Bewegung 

des  flüssigen  Körpers  gibt  hicf-  wieder 

und  mau  kann  e  als  unabliängig  von  t  ansehen,    weil  jeder 

Geschwindigkeit  schon  auTserdem  eine   unbestLmint0   Fun^ 

"ction  von  £  beigefügt  ist.     In  der  zweiten  Gleichung  aber. 

erhalten /wir  tr=r':t,  ^  =  A':t,   W^  =  r';t,  wenn  hier 

d.Tu 

und  allemal  — ; —  mitH':  e  bezeichnet  wird.      Daher  wird 

dt 

das  Integral  der  zw.eitcn  Gleichung,  wenn  wir 

Pdx  +  i^dy  +  Rdz  =;?  dS  setzen', 

-~  =25:5  — «.r:  t  — y. />':<— 2.  S':  t  +  e  :  e, 

WO  0  :  t  die  nach  der  Integration  hinzukommen4c  FunctloA 
von  t  bezeichnet. 

x7Q.  Dieses  Problem  umfafst  viel  mehrere  Falle ,  als 
das  vorige,  da  nicht  blos  in  demselben  Funkte  sich  die 
Kiclitung  der  Bewegung  im  Fortgange  der  Zeit  Sondern 
kann,  sondern  auch  in  demselben  Augenblicke  die  Richtung 
der  Bewegung  'an  verschiednen  Stellen  nicht  einerlei 
zu  seyn  braucht.  Denn  für  einep  bestimmten  Zeitpunkt 
haben  die  Functionen  F  :  t,  A  V,  S  :  t  zwar  in  jedem 
Punkte  einerlei  Werthe;  ab<yr  Gef^chwindigkeit  und  Rich- 
tung der  Bewegung  können  dennoch  sehr  verschieden  seyn^ 
weil  tf  eine  Function  des  Ortes  ist,    doch  sind  die  GrölJsen 

U  V       u  w 

—  —  — ,  —  —  —  allenthalben  einerlei. 

179.  Diese  Bewegung  ist  aber  immer  noch  vbn  der 
Bewegiuig  dßr  Ströme  s^r  verschieden,  denn  wenn  wir 
die  Formeln  auf  diese  anwenden  wollten ,  so  müfsten  wir 
M,  V,  u;  als  von  t  unabhängig  annehmen ,  also  statt  der  Fun« 
ctionen  von  t  bestandige  Gröfsen  setz^.  Dann  aber  er* 
halteu  wir  wieder  p  :=s  b  (a — t),  wenn  wir  blos  auf  die 
Wirkung  der  Schwere  Rücksicht  nelunen  und  S^sz  —  z 


Jlf.  AbscK  Anw.  d.  Formeln^  Uf4Hji d.  Dicht,  e.  bestand*  Gröfse,    iC^ 

setzen«  Also  würde  auch  hier  der  Drucli  In  einer  gewissen 
horizontalen  Ebene  =  o  werden,  und  man  dürfte  dem 
Fluido  blos  eine  horizontale  Bewegung  asutchreiben,  so  dafs 
y  =  o  und  2  :  f :;:?  o  wäre.  Es  konnte  also  kein  Abhang 
^er  Ober&ache ,  welcher  doch  bei  den  Flüssen  etwaa  we- 
sentliches ist  y  Statt  finden.  lnde£i  ist  die  hier  vorgeschrie» 
hene  Bewegung  etwa  das,  was  ein  horisontal  fortströjnen* 
der  Flufs  seyn  würde ,  dessen  Bewegung ,  wenn  sie  einmal 
bestände,  "wegen  der  Trägheit  fortdauern  würde,  wofern 
nämlich  die  Bewegung  gar  keinen  Widerstand  leidet. 

Da  bei  der  horizontalen  Bewegung  y=sB0  ist^  so  würde 

der  Drucke  aber  an  jeder  Stelle  eben  so  grofs  seyn,  als  wenn 
der  flüssige  Körper  ruhte/  Der  Werth  von  m  zeigt,  dafs  in 
einer  bestimmten  horizontalen  Ebene  die  Geschwindigkeit 

in  allen  den  Punkten  einerlei  sey ,  für  welche  "-  — -  t  einer- 

tt        ß 

lei  Werth  hat ,  das  heifst ,  wenn  man  in  dieser  horizonta- 
leu'  l&bene  Liüien  zieht,    die  gegen  die  Axe'der  x  unter 

einem  Winkel  geneigt  sind,  dessen  Tangente  =  — *  ist,  so 

werden  alle  Theilchea ,  die  in  derselben  Linie  liegen^  sich 
auf  einerlei  Art  bewegen.  Aber  sie  bewegen  sich  nicht 
nach  der  Richtung  dieser  Linie,  weil  u  =s  ms^  m  und 
V  ='/$«  +  11  ist,  also  die  Kichtung  der  Bewegung  nur  dann 

■ 

mit  jener  Linie  übereinstimmt.  Wenn  m:n=s«  : /S,  imdm,». 
bezeichnen  hier  beständige  Gröfsen,  die  statt  der  Ftmctio* 
neu  r  :  t  und  A  :  t  gesetzt  worden. 

r 

Findet  das  eben  angegebene  Yerhältnifa  nicht  Statt, 
so  rückt  das  Theilchen  aus  einer  jener  Linien  in  die  andre 
über,  und  ändert  nun  seine  Geschwindigkeit  und  Richtung. 
Man  könnte  den  Weg,  welchen  jedes  llieilchen  in  dieser 
horizontalen  Ebene  nimmt,  verfolgen,  denn  mau  hat 
d«=:(«a4*m)  dt  und  ciy=Ä08«  +  n)df,  weim  a:,  y  die 


i64     ILTh.LAbdi,  Gesetze  der  ß<wegungßüssig€r  Körper*, 

Coordinaten  dieseil  Weges  sind,  und  wenu  man  hier  dt 
eUminirt,  so  gibt  die  Integration 

nx  —  my  +  F  iQßx  — »«y)  =  Conftt. ,' 

weil  M  als  Function  von  ßx  —  «y  angeschen  wird,  da  z  un» 
veränderlich  list.'  Diese  Gleichung  würde  die  Linie  bestim- 
men ,  in  welcher  irgend  ein  Tbeilcheu  des  Flüssigen  fort«* 
geht. 

1-79  ^)*  Wollte  man  diese  Probleme  mit  mehr  Genau*- 
igkelt  auf  die  Ströme  anwenden ,  so  niilTste  man  auch  dar- 
auf Rücksicht  nehmen ,  d^rfs  das  Wasser  allemal  bei  seiner 
Bewegung  einigen  Widerstand  findet,  und  daher  aufser  der 
Schwere  auch  dieser,  als  eine,  der  Richtung  der  Bewegung 
gerade  entgegenwirkende  bescl^Ieunigendd' Kraft,  in  Be- 
trachtung gezogen  werden  muls.  Es  scheint  aber  nicht, 
dafs  diese  Untersuchung  selbst .  dann  zu  befriedigenden  Re- 
sultaten führt.  J^uch  lassen  sich  so  mannigfaltige  Voraus* 
Setzungen  für  den  Wei^th  von  u,  Vy  w  .erdenken ,  ^ei  denen 
immer  die  Bewegung  möglich  ist ,  Aah  man  sich  eben  nicht 
wundern  darf,  wenn  diese  hier  ganz  willkürlich  aoge- 
nommerie  nicht  gerade  diejenige  ist,  welche  in  der  Natur 
bei  der  Bewegung  der  Strome  Statt  findet :  wir  werden  in 
der  Folge  eine  Methode  kenuent  lernen,  nach  welcher  sich 
aus  der  Kenntnifs  andrer  Umstände,  nämlich  aus  der  Figur 
des  Bodens  und'  der  freien  Oberfläche  einige  nähere  Be- 
stimmungen für  solche  Bewegungen  herleiten  lassen. 
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Vi  e:rter    Abschnitt. 

\ 

f^on  der^  Umdrehungsbewegung  flüssiger    Körper^ 
deren  Dichtigkeit  unveränderlich  ist» 


^  . 


xßo«  P  r  9  b  1  c  m  S5.  Ein  flüssiger  Körper  dreliet  sich 
mm  eine  feste  Axe  OC  (Fig.  2ßO»  ^"^  zwar  so,  dafs  die 
Bewegung  jedes  Theilcbens  gleichförmig  und  seine  Ge- 
schwindiglteit  einer  gewissen  Function  des  Abstandes  von 
jener  Axe  proportional  ist:  man  soll  bestimmen,  oh  ein© 
solche  Bewegi^ng  bestellten  Hönne« 

A  u  f  fii  s  u  n  g.  Man  betrachte  ein  Theikhcn  Z»  dessen 
,  Lage  durch  die  Coordinatcn  OXr=zXy  Xy  =  y9  YZ^^z 
be^tiinint  ist;  die  ümdrehuiigSiaxe  sey  den  Ordinatcn  ^  pa- 
rallel, so  ist  der  Abstand  dieses  Theilcbens  von  der  Axe 
25=  VZ  =  sf(x^  +  y*) ,,  und  dieser  Abstand  bleibt  wählend 
der  Bewegung  ungeändert.  Da  nun  Z  sich  in^einer  auf  die 
Aic  senkrechten  Ebene  bewegt ,  so  ist  die  mit  dieser  Axe 
parallele  Geschwindigkeit  w  =5:  o*  die  Geschwindigkeiten  a 
und  V  aber  sind  so,  beschaffen,  dafs  derWeith  vOn>/^(a;^+j^) 
ungeahdert bleibt,  indem  sich«  und  y,  während  der^Zcit 
d[t,  um  udt  und  vdt  ändern;  man  hat  also 

xdx'^  ydy 

das  ist,'  weil  dx  =  udt,  dy  =1=  vdt^   üx  +  vy^=PO, 

Man  setze  u=Ty,  t;  s=  —  T.r,  so  wird  die  Ge- 
s<Jhwindigheit,  mit  welcher  das  Theilchen  Z  fortrückt, 
=  T.  V^(«*  +  y*),  und  es  mufs,  der  Voraussetzung  dieses 
jProblemft  gemäfs,    auch  X  eine  Function  von  /(«*  +  y*) 

X      Tr  V 

•eyn,   welche  durch  T=:r: bezeichnet    werden 

mag,    der  schon  bekannten  Bezeichnung  gemäfs,  daü  wir 


\      , 


■r.m 
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ä.r-.x  fdT] 

■~j —  sssr:  X  tetzta,  ist alio  hier  i -r— I  ^ 
ax  '  [dx] 

""*  [57J  =:->'^=  1-7-J'  •''•'H^i  ""'^  ^J  "'^^^''' 

Es  ist  nun  zu  bestimmen ,    ob  eine  solche  Bewegung    be* 

*  stehen  könn«,  o<fer  diejenigen  jBedingungen  erfülle,  welche 

die   awei   Häuptgleichungen  (J.  159.)  fordern.     Die  erst* 

dieser  Gleichungen  gibt   T"    +    J"    ==®>    '^^^  ^'^  ^^ 
erffillt,  da  ^f^^y  [II]  =:.y.  r«:  [^'J  ,   und 


(^)=-'(j7)"=-^-^-^U   « 


*      » 


■■{- 


ist. 


=iL 


Für  die  zweite  erhalten  wir,  wenn  wir  P' 

setaen,  folgendes,    D^    —   ^Lxy^    |— |.  =  T  +  tjy», 


[dx^ 


^—T—Lx*, 


dv 


M 

=  — ^  Lxy^  so  wird 


t/cÄ  L  Txy*  ~  Tx  (T  +  L^*)  5=  —  T^o;, 

frz=Oy  folglich  l/d«+rd^=^  jP(a;da:  +  yay). 
welches   sich  integriren   lifst,    weil   T  eine  Function  vo« 
C**  +  >*)  ist.     Die  zweit«  Gleichung  ist  also  integrab^, 
wenn  die  Formel  Pdx  +  Qdy  +  Rdz  es  ist,  welches  wir 
immer  voraussetzen.     Diese  Formel  sey  =  J«S,  so  wird  d^ 

Integral  der  zweiten  Gleichung 
2gp 
-p  =  iigS  -hfT^  (xdx+ydy^  +/:  t. 

Eine  solche  Bewegung  ist  also  möglich,   und  etistdahar 
der  Mühe  werth ,  sie  genauer  ;bu  untersuchen. 

Es  sey  die  Entfernang  von  der  Axe  Z  V^=z  /"(o;*  +^*) = ii 

und  das  IntegraJ/I'*  (xdx-i- ydy^z=:  JT^ .sds  seyÄ  F  :  h 

.  r :  i 

«o  ist  T*  =  — — ,  und  die  Geschwindigkeit,   mit  welcher 


IV*  Abscbn^  Von  der  UmirAungsbewegünjßüss,  Körper  etc^   i  &y 

das  X^eilchen  Z^    dessen  Entfernung  von  der  Axe  =  i  ist« 

fortrückt y  =s  Ts  tsz  yfs.T'is.    Der  Druck  aber  wird 

h 
p=:zlS+—.r:3  +  f:L 

« 
igi.     Bezeichnet  man  die  Geschwind iglccit  des  Thell* 

chens  Z  mit  A  :  i,  so  wird  r*:  i  c=— — ,  und  der  Druck 

s 

p-hS-^—f ^-^A-^t:u 

Wenn  also  die  Geschwindigl^eit^sich   verhielte,    wie 
die  nte  Potenz  .der  Entfernung  von  der  Axe,  oderA;^  =  «i'* 

wäre,  so  wird  p  =  65  +  ■  +  f  *•  ^ »    dagegen  würdd 

für  eine  allenthalben  gleiche  Gescjiwindigkeit  rs  m 

iQ2.  Warum  in  das  vollständige  Integral  eine  unhe* 
stimmte  Function  von  t  gesetzt  werden  mufs,  ist  schon 
mehrmals  erwähnt ,  und  es  erhellet ,  dafs  nlan  sie  weglas-, 
sen  oder  eine'  den  Umstanden  angemessene  beständige 
Grabe  .da£ür  setzen  muTs,  wenn  keine  Aenderung  der 
äufsern  Kräfte »  die  auf  den  flüssigen  Körper  wirken ,  Statt 
find^  1 

i83.  Ünsre  allgemei^ie  Betrachtung  zeigt,  dafs,  wie 
man  auch  diese  wirbelnde  Bewegung  fiiigirt,  dieselbe 
durch  die  bescbleunigenden  Kräfte  P,  Q^  R  nicht  gehindert 
werde,  trenn  nur  die  Formel  Pdx  +  ^^y  "¥  ^dz  sich  in- 
tegriren  läfst;  es  kann  nämlich  durch  äufsere  Kräfte  alle- 
mal eine  solche  Bewegung  bewirkt  werden. 

i84"  Weil  die  ganze  flüssige  Masse  sich  so  um  die 
feste^Axe  OG  dreht ,  dafs  jedes  Theilchen  seine  Entfernung 
von  dieser  Axe  nicht  ändert*  so  kann  man  sich'  die  ganze 
Masse  als  in  ein  rundes  Gafafs  eingeschlossen  denken^    des- 


J 


I 
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I 
sen  Axe  0  C  ist.     Die  Figur  diesjßs  Geföfses  hat  auf  die  Be« 

%v;egung  keinen'  EinQufa,   wenn  nur  aUe  auf  0  C  senkrechte 

Querschnitte  desselben  Kieise  sind. 

ff 

i05«  Wir  wollen  annehmfen,  dafs  keine  andre  be- 
schleunigende Kraft,  als  die  Schwere  auf  den  flüssigen  Kör- 
per wirke,  und  dafe  die  Richtung  dieser  der  A^e  OC  pa» 
xallel  sey.     Unter  dieser  Voraussetzung  wird 

P  =  h(h^z)  +  —  f ■— +/;N 

.w^enn  in  der  Entfernung  =  s  von  der  Axe  die  Geschwindig* 
keit  =  A  :  5  Ist,  und  h  eine  beständige  Gröfse  bedeutet» 
*'  Wir  liönnen  die  VoraussetJ'.ung  hinzufügen,  dafs  die  äufsern 
Kräfte  ungcandert  bleiben,  also  /:  t  aus  der  Formel  weg- 
fallt Es  stelle  nun  £E  FI'' (Fig.  29.)  den  Vörticaldurch- 
schnitt  durch  die  Axe  des  Gefüfses  vor,  und  O  H G  sey  di» 
freie  01)erfläche,  in  welcher  der  Druck  verschwindet,  so 
-wild,  für  die  Entfernung  O P  1=:  s  vpn  der  Axe,    die  Höhs 

welche   Gleichung  die  Gestalt   der  freien  Oberfläche   be*. 
stiuimt.  y       • 

Es   ^ey  in  der  Entfernung  sc  s  von  der  Axe  die  Ge« 

schwindißkeit  =  «( j**,   so  wird  P  M  =  fe  -|-  '    ,  also, 

wenn  n  eine  positive  Zthlist,    die  Oberfläche  gegen   die 
Mitte  zu  hohl ,  und  in  der  Axe  selbst  die  Höhe  am  kleinsten 

rzuh. 

Wäre  n  negativ,  so  würde  die  Oberfläche  in  der  Mitte 
unendlich  eingedrückt  seyn ,  oder  um  die  Axe  \f  ürde  ein 
leerer  Kaum  eutstehen. 

'     Pie  Voraussetzung  n  =5  t ,  wo  alle  Theilchen  in  einer«» 
lei  Zeit  einen  Umlauf  vollenden,   gibt   für  die  Oberfläche 

die  Gleichung  z  rrz  h  +  —  ^   welche  einer  Parabel  zuge« 

4» 


\ 


r 
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Lört«  deren  Axa  HC  ist.  tmd  deren  Parameter  s=:  — :    der/ 

Scheitel  dieseir  Parabel  liegt  in  IL     Für  deo  Druck  in  ir* 
gend  einem  Funkte  Z  erhSh  man  in  dleaem  Falle 

und  e$  erbellt y  daüs  der  Druck,   welchen  das  Gefafs  leidet^ 
nicht  blod   von   der  Tiefe   unter    der  Oberfläche    abhängt, 
sondern  desto  gcöfser  ist,'    je  grölser  der  Halbmesser   d^es, 
Geßirses  an  dieser  Stelle  isc  .  '  • 

0 

• 

In  den  Fällen,  wo  n  =  o  oder  negativ  ist,  tritt  die  ^ 
Schwierigkeit  ein ,  dafs  die  sehr  nahe  an  der  Axe  liegenden 
Theilchen  ihre  Umläufe  in  unendlich  kurzer  Zeit  vollenden 
niüfsten ;  aber  diese  Unbequemlichkeit  hebt  sich  von  selbst, 
weil  um  die  Axe  sich  ein  leerer  Raum  bildet.  Wir  vrollen, 
um  einen  solchen  Fall  zu  betrachten ,  n  =  — '  ^  (Fig.  30O 
setzen,    also  in  der  Entfernung  =  j  Von  der  Axe  die  Ge-^ 

schwindigkeit   =  ,  so  wird  der  Druck 

woraus  für  die  freie  Oberfläche  die  Gleichung 

^  =  —-77 T  folgt,       ' 

2^(Ä  — Z)  "^ 

Nimmt  man  also  OH  =^  h^   so  wird  der  leere  Raum  wpa  die 

Axe  durch  Hyperbeln  begranzt,  für  welche  HP.PMziz: 

hx.     Um  die  Axe  bildet  sich  also  ein  Schlund ^^und  in  GMl 

ist  der  S>ruck=?:  o,   hingegen  wird  in  irgend  einem  andern 

Funkte  Z  de?  Druck 

«.^  h                           a^b 
p  =  hCh  —  z}  — =b.HP—': jj^, 


«» 


.X 


oder  V  =?:  — 


/ 


1 


% 


FM   •    FZ 


'  a^h.mz 


I 

t 


I 
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Solche  Bewegungen,  wie  die  hier  betrachteten  ,  kön- 
nen wirklich  in  der  Natur  Statt  finden/  und  es  gehören  die 
kleinen  Wirbel,  die  man  da  bemerkt,  wo  das  Wa«»er  an 
einem  festen  Gegenstände,  «.  /B.  an  Bi'uckenpfeilern  vorbei- 
fiielst,  hieher,  ohgleich  sich  da  eine  fortrückende  Bewe-' 
gung  mit  der  Bewegung  um  eine  Axe  verbindet.  Bei  die- 
B.en  Wirbeln  ist  gewöhnlich  die  Geschwindigkeit  der  von 
der  Axe  ent£erntern  Theile  gröf^er,  als  die  Geschwindig- 
keit deijenigen,  welche  ihr  nälier  liegen;  man  bemerkt 
daher,  dafs  ihre  Oberfläche  in  der  Mitte  ausgehölt  ist, 
ohne  doch  einen  Schlund  zu  bilden. 

Bei  den  Strudeln  im  Meere  hingegen  mufs  vermuthlich 
die  Bewegung  so  beschaffen  seyn,  dafs  dre  Geschwindigkeit 
der  von  der  Axe  entferntem  Theile  geringer  ist ,  oder  auch 
dalis  alle  sich  mit  gleicher  Geschwindigkeit  bewegen. 

t86'  I^ei'  flüssige  Körper  sey  wieder  blos  det^  be-^ 
•chleunigenden  Kraft  der  Schwere  unterworfen,  aber  die 
Umdrehungsaxe  aey  jetzt  nicht  vertical,  sondern  horizon- 
tal, und  die  Schwere  wirke  den  Ordinaten  x  parallel,  dab 
also  P=i,  ()  =  o='ä,  folglich  S  =z  x  key.  In  4er 
Entfernung  sc  s    von   der  Axe  sey  die   Geschwindigkeit 

^:  A  :  f }  «o  wird  p  r=lx  +  —  J  ^— — — ^  wenn  die  äu- 


^g  X 


fsern  Kräfte  unveränderlich  sind.     Wir  wollen  zuerst  den 
Fall  betrachten,    wo  die  Geschwindigkeit '=   icxist,    wo 

also  p  =  i  (« •—  Ä)  +  ist ,  wenn  h  eine  unbestimmt« 

45" 
bestandige  Gröfse  bedeutet.     In  der  Figur  sey  die  Axe  des 

Gefäfses  EF6H  (Fig.  31.)  horizontal,'  die  geradciLhile 

OA  vertical:   man  nehme  an,  dafs  OA^=h  sey,  *lo  wird 

für  einen  in  der  Verticalebene  liegenden  Punkt  N,  dessen 

Entfernung    von    der   Axe  s=:f=:PN    ist,     der    Druck 

p=J   —  .  PN*—  pN  5  für  den  Funkt  M  aber,  wohin 
H  nach  einem  halben  Umlaufe  kommt »  wird  . 
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'Dasselbe  Theilchen  des  flüssigen  Korpers  leläet  also  wäh- 
rend der  Bewegung  einen  sehr  ungleichen  Druek,  der  selbst 
in  gewissen  Fällen  negativ  werden  könnte.  Da  der  Druck 
mit  X  zugleich  wächst,  und  die  Ordinaten  x  niederwärts 
gerichtet  sind,  so  ist  der  Druck  für  irgend  ein  Theilchen 
am  kleinsten,  wenn  es  «ich  senkrecht  über  der  Axe  befin- 
det, und  der  Druck  wird  also  für  dieses  Theilchen  nie  ne- 
gativ,  wenn  er  es  hier  nit;ht  ist;  zugleich  nimmt  der  Druck 
mit  dein  Abstände  von  der  Axe  in  gröfserm  Verhältnisse  zu, 
als  bei,  Vergröfserung  de«  Werths  von  x,  -Man  übersieht 
daher  leicht,  dafs  der  Druck  in  keinem  Punkte,  der  weiter 
als  Myon  dfr  j\xe  Hegt,  negativ  seyn  kann,  wenn  %t  es  in 
M  nicht  ist,     D^  Druck  sey  in  M  =  o,,  und  PM  =  A, 


•t*k» 


so  ist  fc  +  A  = T  j  tind  der  Druck  kann  nirgends  ver- 

schwinden,  wenn  man  einen  festen  Cylinder,  dessen  Halb- 
messer =  ^  ist,  in  das  Gefafs  einsetzt«     Wenn  also  ein  sol- 
cher Punkt  M  bekannt  ist,  wo  der  Druck  =z  o  wird ,  so  ist  ^ 
die  bestandige  Grobe  h  hiedurch  hestimiut. 

Für  A  :  ^  s=:  "TT»  o^«'  n  3=  —  ^  wird 


/*' 


*h 


wo  die  beständige  Gröfse  h  das  Reichen  4^  haben  muÜ», 
wenn  der  Druck  nidht  für  alle  oberhalb  der  Axe  liegenden 
Funkte  pegativ  werden  ;soll ;  denn  x  wird  von  der  Umdre- 
.  hungsaxe  axigerechnet.  Aber  selbst  dann  verschwindet  der 
Druck  für  Funkte,  die,  in  der  durch  die  Axe  gelegten  Ver- 
ticalebene  oberhalb  derselben  liegen ,   wenn  a"  :s  —  A  und 

fc  —  l  —  -"-^  =  o  wird ,  und  die  Gleichung      > 
Ugk  ° 
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£it)t  die  beiden  Grähzen  des  Werthos  von  x  auy  jenseits 
M'elcLcr  der  Druck  negativ  wird.  Man  ßielit  aus  dieser 
Gleichung,  dafs  um  die  Axe  des  Gefafses  ein  Cylinder  vom 


Halbmesser  \}i  —  yf 


,%\ 


'   ^^j 


eingesetzt  werden ,  fer- 


ner aber  'd,er  Halbmesser  des  Gefafses   nicht  gröfser,    als 


=  ifc  +  / 


5  ft       — 


^Si 


seyn  mufs,     und   dafs    endlich 


h^ 


2,%' 


mufs    angenommen    wei?den,    wenn    der   Druck 


nira,ends  negativ  werfl^n  soll.  Uebrigens  würde 'eine  solche 
Bewegung  bestehen  können ,  wenn  sie  ^inroal  in  Gang  ge- 
setzt wäre,  und  mau  die  Hindernisse,  welche  wegen  der 
Reibung  am  Gefäfse  Statt  finden,  nicht  in  Betrachtung 
zieht, 

*8ö  ^)'  I^^®  beständige  Grofsc7i  ist  immer  bestimmt, 
yreun  für  irgend  einen  Punkt  der  Druck  bekannt  ist.  Es 
scv  z.  B,  In  dem  zuletzt  betrachteten  Falle  in  der  Entfcr- 
nung  =  /  vertical  oberhalb  der  Axe  der  Druck  =  ^ ,  so  hat 
jnan ,  weil  x  ±=:  —  Z  ist ,  und  i  =  / 

5P  =  i  (fc  -  Z;  —  J-- ,  also  A  =  |-+Z+ 


2  er 


und  man  findet  nun  die  Entfernung  er  ky   wo  oberhalb  der 
Axe  der  Dnick  verschwindet,    durch  5p  und  l  ausgedrückt. 

Da  der  Druck  in  Punkten*,*  welche  vertical  oberhalb 
der  Axe  liegen,    verschwindet,    sowohl  wenn  die  Entfer* 


nung  von  der  Axe  jr=:/i  =  ^Ä-F^ 


.a> 


Mcnn 


k  =  ih  —  / 


ßffj 


ist ,   alt 


1  

j  60  mufs  der  Druck  in 


einem  Punkte,  dessen -Entfernung  ewischen  diese  beiden 
fällt,  am  grölsten  werden.  Für  dies^  Entfernung,  welcher, 
gerade  oberhalb  der  Axe,    der   gröfste   Druck  entspricht, 


findet  man  s  = 


/«5' 


Und  hier  wird  p 


S 
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a«^ 


wenn  also  h^  ij— •  wäre,  .lo   könnte,  in  keinem  Punkte 

oberhalb  der  Axe  der  Druck  positiv  leyn ,  folglich  die  Con* 
tinuität  des  Fluidi  nicht  besteben. 


-  Man  kantif  auch  die  Figur  derjenigen  Schichten  bestim« 
men ,  ^iu  welchen  der  Druck  gleich  grofs  ist.  Wenn  z.  B. 
bei   der  horizontalen  Lage    der  Umdrehungsaxe   die  Ge«> 


schwindigkeit  =  «i  ist ,    so  hat  man  dp  =tr  häx-i- 


m^btds 


^S 


oder  wenn  nian  horizontale  Ordinalen  ===  y  annimmt,    und 
allgemein  i**=  x^  +  y*  setzt ,  ^ 


dp=:  hdx 


f) 


«*  hy  dy 


ßff 


Soll  ntm  hier  dx^  dy  so  angenommen  werden^  dafs  p  unge^ 
ändeit  bleibt,  oder  die  Lage  des  durch  jr,  y  bestimmtem 
Punktes. so  geändert  werden,  dafs  er  auf  derjenigen  Linie 
bleibt,  wo  der  Druck  gleich  grofs  ist,    so  erhült  man 


Ax 


1  + 


^S 


+  dy. 


•»*  y 


»e 


als  Gleichung  für  diese  Linie  >  folglich 

*+  — — =  Consti 


4^ 

Gesetzt,  derjenige  Punkt  in  dieser  Linie,  für  welüheu 
y  n^  Q  ist,  sey  um  die  Höhe  t=iA  oberhalb  der  Axe,  odec 
mit  y  =  o  gehöre  x  z=z  —  /  zusammen,    so  ist 

Const«=:;  — Z+ ,   Und  allgemein 


tr 
O 


y-  =  - 


^Sil  +  x) 


+  i*  -  »\ 


oder,     wenn  man  den  Anfangspunkt  der  x  v(srändertj  und 

X  +  -^  =  X  setzt,  y*=:    / — -^    —  JC*.  Dieses  ist  eine 
Gleichung  für  einen  iCuels,  dessen  Mittelpunkt  um  die  Höhe 


t 

V 
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2g 

ec' — '-    oberlialb  der   Axe  liiegt,     und    disMen  Ualbmester 


ig. 


s=l  —  *— r  ist.  y 


a 

Eben  fo  könnte  mtn  für  andre  Werthe  Von  /i,  oder 
bei.  andern  Voraussetzungen  für  die  Gescbjiyindigkeit  ver- 
fahren, wo  aber  diei  Rechnung  meistena  schwieliger  werden 
möchte. 

187*  Wirkten  gar  keine  beschleunigenden  Kräfte  auf 
den  flüssigen  Körper,  oder  würde  SszzOf  ao  hätte  man 
aus  den  vorigen  Formeln 

wenn  man  annimmt,    daÜs  kein  yeränderlicher  Druck  roa 
Auiäen  .Statt  fiu^d^t.  ' 

Dieser  Ausdruck] gibt,  wexmA  :  s  =  mt^  ist^ 

b 

'  45" 

für  A  :  X  =  «,    pr=JA  + 


für  A  :  j  =  ii  ♦  r""»,  f=zbk — ' 


•» 

.i*» 

^< 

'         f 
n 

« 

«*  log.  * 

ih 

* 

.    ^gm^s*^ 

•      \ 


Nimmt  man  hier  an,  dafs  in  einer  gewissen  Elntfer- 
nung  =  l  von  der  Axd  der  Druck  s=  ^  werden  solle,  so 
erhält  man  in  den  drei  angeführten  Fällen  folgende  Werth« 
für  die  unbestimmte  beständige  Gröfse  h : 

■für  A  :  5  =  «i">     A  =  -j-  —  % 

furA:x  =  «,        ii  =  -j^  —  — — , 

b  ^s 

für  A  :  X  =«i^**,     A  s=-T- +  — — 7r~« 
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Der  Druck  wird  also  in  diesen  Fallen 

i    *  ^ 

im  ersten  Falle  P  =  tJ  +  T"  0*  *  —  P  "), 

im  zweiten  Falle  p  =:  ^ .  + .  log.  -r  , 

im  dritten  Falle  pt=:^  + 


i^gm 


J*  w»  I*  »' 


j2||»^{2|fft 


Wird  ^=20,  oder  ist  i  diejenige  Entfernung  von  der 
Axe,  w^o  d,er  Druck  verschwindet,  so  ist  in  allen  drei 
Fällen  der  Druck  negativ  in  Funkten  >  deren  Entfernung 
von  der  Axe  kleiner  als  =  /ist,  und  der  Druck  wachst  mit 
dem  Ahstande  von  der  Axe« 

Im  ersten  Falle  könnte  man  für  ^  auch  den  in  der  Ax# 
seihst  Statt  findenden  Druck  annehmen  ^  und  folglich  f  =  0 
setzen ;  in  den  heiden.  andern  Fällen  geht  dieses  aber  nicht 
an,  weil  sopst  für  jeden  Werth  von  i,  p  zs  unendlich 
würde«  Hieraus  lüfst  sich  schlielsen,  dafs  wenn  eine  sol* 
che  Bewegung  bestehen  soll,  wie  die  beiden  letzten  Vor* 
Aussetzungen  fordern ,  ein  Raun)  um  die  Axe  leer  seyu 
müsse :  ist  der  Halbmesser  dieses  leeren  Raums  (in  welchen 
allenfalls  ein  fester  Cylinder  eingesetzt  seyn  konnte)  ?=  Xr, 
und  der  Druck  an  seinei*  Oberfläche  =:=  o ,  hingegen  in  der 
Entfernung  =  l  der  Druck  s=:  ^ ,   so  hat  man  für  A  :  i  =:  «• 

die  Gleichung  ^  =  log.  «rs    al*o  «  =  v    '      '      ;  > 

h  logl  -7- 

und  nur  bei  dieser  bestimmten  Geschwindigkeit  kann  jene 

doppelte  Voraussetzung* wahr  seyn, Für  die  beiden 

andern  Fälle  würde  mau  ähnliche  Bestimmungen  der  Ge* 
•  schwindigk^it  erhalten ,  wenn  man  p  in  zwei  verschiedenen 
Punkten  als  gegeben  annähme.  Setzte  man  voraus,  p  solle 
in  zwei  verschiedenen  .Entfernungen  iron  der  Axe  ver-. 
schwinden ,  so  müfste  nothwendig  «  =  o  seyn ,  oder  gar 
keine  Bewegung  Statt  Enden ,  und  p  würde  überall  =  o 
den  Gesetzen  des  Gleichgewichts  gemnft. 


%y6     ILTh.  LAhth..  Gtstuc'dtr  Bewegtotg fiüsiigcr  Körper. 

Wäre  In  dieses  l^luldum  ein  sebr  kleiner  Körper  in  def 
Entfernung=i  von  der  Axe  eingetaucht,   so  würde  der« 

selbe  mit  der  Kraft  =  —  gegen  die  Axo  zu  getrieben ,  und 
^ese  Kraft  wäre- 


für  A  :  i  =  «  J**  die  Kraft  = 


für  A ':  srss  m     die   Kjraft  = 


.s 


a«»— I 


2  «-j 


für  A:i=:«r""*  dieTCriaft  =  - 


SLg.  i»w»** 


igO«  , Problem  54.  Wenn  ein  flüssiger  Körper  sirh 
11m  eine  feste  Axe  drebt^  oder  wenn  die  drei  Geschwindia- 
Kelten  u^  v^  w  jedes  Punkts  (Jen  Formeln  »y  —  ßz^  yz  —  «a', 
ßx  —  yy  proportional  sind,  die  Bedingungen  anzugeben» 
unter  welchen  eine  solche  Bewegung  bestejien  kann ,  wenn 
beschleunigende  Kräfte  auf  den  flüssigen  Körper  \|rirken.     ' 


AuflÖ8.     Es  sey  u=T(«y— i5z),   »s=:T(yz  — «ta}, 


'dw_ 

ÄiÄ  — yT+C^*  — yy) 


f 


dT 

[Tri 


•  t» 


Umdr^iMgtiew^i 


fdü\         '  fdT) 

idv]  (d 


(ßx  —yy) 


{dt»\  {dT\ 

I 


.  .      ^  (du' 

die  Glelcnung     -r- 


— •    :i=o  erhalt  also  hierdie 


rdf]  fdT]  fdT]  , 

Form  («y  — ^2)    —  +(y2_,cx)  —  |  +  (^xi^yy)^  ==0, 

tind  dieser  GleicLtiffg  geschieht  Genüge,  wenn  T  eine  Fun* 
ction  der  beiden  Gröfsen  (yx  +/Sy  +  »0  ^^^  **  "^X*  "f"  ^^ 
ist«     Denn  ^&^enn  man 

dT=M(Ydx+ßdy'^Kdz)+  N  (g:dx  + ydy+zdz)     . 
setzet  ^  so  wird  x 

(dT] 


'dT 


=  M)3+Nv> 


dT\ 
dl 


:^aM+Nz. 


und   wenn  man  diese  Werthe  in  jene  Gleichung  setzt  ^  so 
wird  sie  asr  o« 

Für  die  zweite  GhiGhung  erhalten  wir,  weim  T  voh  t 
tin  abhängig  ist^ 

U z=:  T^Cuyz  +ltfy—it^ X  —  ß* x), 
F  =  T*  Cßyx  +  «)Sz~(»^  +  yf)y)» 

daher  Udx+  Vdy+  Wdzczz  T^.d.itLyxz  +  ßfxy  +  «i5^t 
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I 

und  da'  d^ese  Formel  für  sich  integrabel^eyn  imifs,    so  mufs 
Teine  Function  von  [(«y  —  /52)*4-(«ä"  —  y^)^^(ßx — yyT'] 
rfeyn,  welches  mit  der  aus  i\ex  ersten  Gleichung  hergeleite- 
'  ten  allgemeinem  B.estimmung  bestehea  kann ,  weil 
{cty  —  ßz)^  +  (oLX  —  y^y+(ßx^yyy 

'  Setzt  man  ^Iso 

so  mufs  T  eine  Function  von  s  seyn ,  und  alsdann  gibt  die 
zweite  Gleichung 

•     ^  =  2gS:^i<.^  +  ß^  +  y^)fnsds+f:t, 
wenn  S  z=zf(Pdx  +  ^dy  +  Rdz)  ist.     ^ 

i89>  r)io  Geschwindiglieit  des  Tlicilchens  Z  Ist 
=  /(«^  +  v^  +"«;*)  =  Ts .  /(»*  +  ß^  +  y*), 
daher  werden  s  und  T  Functionen  der  wirklichen  Oeschwin« 
digkeit  jedes  Theilchens ;  aber  s  ist  dem  Abstände  des  Theil- 
chens  von  der  Umdrehungsaxe  gleich;  also  ist  T  eine  Fun«- 
,  ction  dieses  Abstandes,  und  mithin  die  Geschwindigkeit 
ebenfalls  eine  Function  desselben. 

190.  Dieser  Fan  ist  also  mit  dem  des  vorigen  Pro- 
blems einerlei}  da  auch  hier  der  flüssige  Körper  sich  uin 
eine  feste  Axe  dreht,  und  jedes  Theilchens  Geschwindig- 
keit gleicihförmig  und  einer  Function  seines  Abstandes  von 
der  Axe  proportional  Tst.  Nur  die  Art  der  Entwlckeluug  gab 
den  Formeln  den  Schein  einer  gröfsem  Allgemeinheit,  weil 
wir  die  Lage  der  Axe  als  unbestimmt  .annahmen ,  vorhin 
aber  voraussetzten ,  sie  sey  einer  der  Ordinaten  paralleL 
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Fünfter     Abschnitt. 

f^on  denjenigen  Fällefi  der  Reioegung  flüssiger  Kör» 
•pety  wo  die  Formel  udjt  +  vdy  +  wdz  intC" 
grahel  ist^ 


191.  Bei  den  bisherigen  Untersuchungen  über  die 
Bewegung  flüssiger  Körper  von  unveränderlicher  Dichtig- 
keit fingen  v?ir.  immer  damit  an ,  dafs  wir  zuerst  äei;  Glei- 
Uu\         ^dv\         {dw\ 


ch 


ung 


dx 


j 


=  o  Genüge  zu  thuft  suchten, 


und  dann  die  Fälle  bestimmten,  wo  auch  die  zvreite  Eedin* 
gung ,  dafs  cJda;  +  ^dy  +  W^tfs  ein  vollständiges  Diffe- 
rential werde,  eifüllt  würde;  man  konnte  nun  versuchen, 
umgekehrt  unter  den  Tällen ,  welclie  der  letzten  Bedingung 
entsprechen ,  di(^jenigen  zu  bestimmen ,  welche  der  ersten 
Gleichung  angemessen  sind.  Da  aber  eine  allgemeine  Auf- . 
lÖsung  der  zweiten; Forderung  nicht  bekannt  ist,  so  werden 
wir  die  iblgenden  Betrachtungen  auf  den  Fall  beschränken, 
wo  udx''\'  vdy  -^r  wdz  ein  vollständiges  Differential  ist. 
Dieses  findet,  au£ser  in  vielen  andern  Fällen,  auch  bei  der 
Bewegung  flüssiger  Körper  in  engen  Röhren  Statt,  und  die 
hierauf  geballten  Schlüsse  leiden  selbst  ai^f  flüssige  Körper^ 
deren  Dichtigkeit  verändeiUch  ist,  Anwendung, 

192.  Problem  35.  Wenn  die  drei  Geschwindigkei- 
ten 1/,  t;,  w  solche  Functionen  von  rtr,  y,  z  und  t  sind,  dafs 
sich  die  ¥otu\e\'udx  *\-vdy^wdz  integriren  läfst,  'die 
Gleichung  anzugeben,  welche  den  Druck  des  flüssigen 
Körpers  bestimmt« 

Auflösung.  Da  die  Gröfsen  u*  v^  w  auch  von  t  ab- 
hängen, so  nnifs  man  bei  der  verlaugten  Integrabilität  der 
Formel  udx  •i'  vdy  -f-  i^dz  die  Gröfse  t  als  unveränderlich 
betrachten.  Das  vollständige  Integral  dieser  Formel  sey 
s:  /,  so  wird  das  Differential  von  /,'wenn  man  auch  t  bis 
veründcrlich  betrachtet,  folgende  Form  haben: 
dl  :=s  udx  'i'  vdy  '{'  wdz  +  (ßdt^ 

M  S 


^ 


1  go     IL  Tfu  L  Alth.  Gesetze  der  Bewegung  fiüssiger  Körper, 

Wegen  der  vorausgesetzUn  Integra bilität  dieser  Formol 


hat  man 


(dv 
dl 


du 


dw\ 


dx 


'du\ 

Tz 


dx 


(du\ 


dt 


daher  kann  man  TJ  jetzt  auf  folgende  Weise  ausdrücken : 


Vtr^u 


dii 


+  v 


(dv 

\dx 


(d 


W] 


■^-iJ^J  +  ir!)- 


oud  aus  ähnlichem  Grunde 


+  1^1 

dzl  ^  Ut'* 


Da  nun  in  der  Gleichung 

^^-^  =  2gdS—  lldx—rdy^  Wdz, 

wo  «S  die  Wirkung  der  beschleunigenden  Kräfte  bezeichnet^ 
oder  =zf(Pdx  +  Qdy  +  Hdz)  ist,  die  Zeit  t  als  beständig 
^i^enommen  wird ,  so  ist  hier  ' 

(du]    ^        (du]    .        (du] 

und  eben  das  gilt  für  die  übrigen  Gröfsen.    Man  sieht  daher 
leicht,    dalk  Udx  +  Vdy  +JVdz^=:udu  +  vdv'jrwdw  +  d(l> 
ist,  und  dafs  man  erhält 
dp 

Diese  Gleichung  ist  möglich ,  wenn  *f  blo3  eine  Fun« 
ction  von  p  ist,  in  andern  FäUen  aber,  wo  die  Dichtigkeit 
nicht  blos  vom  Drucke  abhängt,  ist  sie  nur  dann  mögfich| 
wenn  f  eine  Function  der  GröXsen  p  und 

2gS  —  i(u^  +  v^+  w^)  +  (p  ist. 

195»  Da  die  Geschwin^gkeit  des  Theilchena 
=  ^(u^+i;*  +  ii;*)  ist;  so  sieht  man,  dafs  bei  dieser  Vorr- 
aussetzung der  Drucli  desto  mehr  abnimmt,  je  schneller  die 
Bewegung  ist,  weil  in  dem  Ausdrucke  f ür  p  ein  negatives. 


'    / 


V^ Ahich^  F^Uf wa d» Tormtl udx^vdy  +w d z integrah^ti  ißt 

dem  Quadrate  dieser  Geschwindigkeit  proportionales  Glied 
vorkommt.  •  ' 

Die  Gröfse  f  kommt  in  sofern  in  dem  Werihe  von  p 
vor,  als  die  Geschwindigkeiten  u,  v,  w  auch  von  der  Zeit 
abhängen;  bleibt  die  Geschwindigkeit  an  derselben  Stelle 
immerfort  unveränderlich ,  so  kommt  (p  nicht  vor. 

Die  unbestimmte  -Function  der  Zeit  endlich  f  c  t  be- 
zeichnet  blos  die  veränderlichen  aufsern  Kräfte ,  welche  auf 
die  ganze  flüssig«  Masse  wirken':  sie  mufs  den  Umständen 
gemäfs  bestimmt  werden  i  in  der  Bewegung  i^ber  bringt  sie 
keine  Aenderung  her^'or,  i 

194«  Die.  bei  diesem  Probleme  asum  Grunde '  gelegte 
Voraussetzung  umfalst  beinahe  alle  diejenigen  Bewegungen 
flüssiger  Körper,  mit  deren  Untersuchung  mau  sich  bisher 
bescbäftigt  hat.  Man  könnte  daheim  glauben,  dafs  sie 
.  durchaus  nothwendig  bei  der  Bewegung  flüssiger  Körper 
Statt  finden  müsse,  wenn  nicht  schon  im  Vorigen  einige 
Fälle  vorkämen,  wo  dieser  Bedingung  nicht  Genüge  ge- 
schah. 

Man  darf  sich  z,  B,  nur  des  im  33.  Problem  betrach- 
teten Falles  eriniiern ,  wo  u  t=:  Ty ,  v  =  —  Tx  und  1^  =  0 
war.  Unsrcr  jetzigen  Voraussetzung  zu  Folge  spllte  hier 
udx  '\'vdyj    ader   T  (^dx  —  xdy)   siph  integriren  lassen. 

Diese  Formel  aber ,    welche  man  auch  durch    Ty*  .  d  *  — ' 

ausdrücken^kann;  läfstsijDh  nur  integriren,  wenn  Ty^'s=ij\  — 
ist ,  und  diese  Bedingung  besteht  mit  der  oben  gefundenen 

X 

T  =  F :  (ä*  +  jv*)  nur  dann ,   wenn  T  s^     ^  .  -  ■ '     ist,  wo 

•  X  "T  y 

Ty^  £=  ^  wird,  welches  mit  der  Forderung  Ty^  =5/:  — 

Übereinkommt. 
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Wir  haben  aber  vorhin  gesehen,  dafs  die  Bewegungr 
immer  möglich  ist^  wenn  T  aucb  irgend  eine  andre  Functiou 
von  (\^  +.>*)  bedeutet,  und  dafs  sie  folglich  auch'd^nn  be- 
stehen kann,  wenn  die  Formel  udx  'i'  vdy  -^  wdz  kern 
volhtändiges  Integral  ist*  Die  Vorige  allgemeine  Auflösung 
zeigte,  dafs  die  Bewegung  immer  bestehen  könne,  -wenn 
die  Geschwindigkeit  irgend  e'ne  Function  des  Abbtandes 
von  der  Axe  ist;  aber  unter  allen  diesen  Fällen  pafst  für 
die  Integrabilität  der  eben  'erwähnten  Formel  nur  der  einv 

1 

zice,  wo  die  Geschwindigkeit  =  ■    ;  ^    , — r-    ist,  oder  im 

umgekehrten  Verhältnisse  des  Abstand  es  von  der  Axe  steht. 

V  Man  kann  aber  ^uch  aus  andern  Gründen  schliefscn, 
dafs  die  hier  angenommene  Voraussetzung  nicht  nothwen" 
di^i  bei  allen  Bewegungen  Statt  zu  finden  brauche.  r)enn 
"Wir  haben  eben  gesehen,  dafs,  bei  einer  nicht  überall 
gleichen  Dichtigkeit,  die  Gleichung  -für  p  $iich  nur  dann 
intcgriren  läfst,  wenn  q  als  Function  von  p  .und  von« 
[ß^gS  —  ^  (u^  +  t^*  +  w^)  +  (p]  darf  betrautet  werden. 
Oflenbac  aber  könnte  es  Falle  geben,  wo  der  Grad  der 
Wärme,  wenn  diese  nicht  überall  gleich  ist,  sich  nicht  als 
Function  der  Gröfse  [si^*?  —  i  ("*  +  i'*  +  w^)^  0]  aus» 
drücken  liefse,  und  wo  gleichwohl  nothwendig  eine  Bewe- 
gung entstehen  müfste,  weil  auch  das  Gleichgewicht  un* 
möglich  ist.  In  solchen  Fallen  würde  also  eine  andre  Be- 
wegux^  erfolgen,  welche  unter  der  hier  angenommenea 
Voraussetzung  nicht  begriffen  ist« 

Wir  müssen  nun  noch  untersuchen ,  welche  Bedingun* 
^n  sich  ^bei  dem  hier  betrachteten  Falle  aus  der  ersten 
Gleichung  ergeben  (ß.  i52.). 

195.  Problem  36.  Wenn  die  Bewegung  flüssiget 
Körper  so  beschaffen  ist,  dais  die  Formel  udx'^vdyi-wdf 
die  Integration  zuläfst,  die  Fälle  zu  bestimmen,  wo  zu« 
gleich  der  ersten  für  die  Bewegung  gefundenen  H^uptglei- 
chung  Genüge  geschieht. 


V. j^hsch,  Fäücy iva d. Formel udx'{'vdy'{'wdz  integrahcL    i gs 

•  Auflösung.  Wenn  tf  die  Dichtigkeit  des  flüssigen 
Körpers  in  dem  durch  die  Coordinaten  a;,.y,  z  hestimmten 
Funkte  am  Ende  der  Zeit  £  ist,  wo  die  Geschwindigkeiten 
durch  u,  Vy  w  ausgedrückt  werden,  so  fordert  die  erste 
Hauptgleichung,  dafs  .       ^ 


^dx  }       '[  dy  i 


d.tfüi 


+ 


dl 


o  scy. 


Nennen  wir  nun  /diejenige  Fiinction,  deren  Differential 
dl'==iudx  •\'vdy  +  jtJz+  ^dt  ist,  so  läfst  sich  jene 
Clqichung  auch  so  darstellen ; 


{ 


+ 


(d 


ii)  01] 

[dyj  [djy] 


Die  Function  I  mufs  also  so  angeuon^men  werden  ,  dafs  sie 
auch  dieser  Gleichung  entsp^iclit, 

um  solche  Werthe  voji  I  zu  finden,  würde  mafa,  wenn 
a  eine  veränderliche  Gröfse  ist,  auf  den  durch  die  zweite 
Gleichung  hestimmten  Werth  von  p  Rücksicht  nehmen 
müssen,  von  welchem  ^  ahhängt;  dadurch  aber  wird 'die 
Untersuchung  allzußchwierig ,  und  sie  möchte  aich  wohl 
HUT  da  ausführen  lassen ,  wo  ^  unveränderlich  z=:  b  ist.  In 
diesen  Fällen  verschwinden  die  letzten  Glieder  der  eben 
entwickelten  Gleichung ,  und  man  erhalt 

fd'^n'  '  (d^r 


o 


und  diese  Gleichung,  in  Verbindung  mit  der  für  den  Druck 
gefundenen  .  *  ,         '  _ 

bestijnmt  die  Umstände  der  Bewegung  für  alle  diejenigen 
Fälle,  wo  udx  +  vdy  +  wdz  ein  .vollständiges  Differential 
und  q  eine  beständige  Gröfse  =  h  ist.  « 

--  196.     Weoa    9   unveränderlich  ist,     so    ht  es  nicht 
schwer ,  Werthe  für  1  anzugeben ,  welche  den  Gleichungen 


f     * 
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des  vorigen  $.  Genüge  tliun ,  aber  eine  allgemeine  Auf- 
lösung der  Gleichung  für  Ihat  grofse  Schwierigkeiten«  Man 
überzeugt  sich  z.B.  leicht,  dafg  /=  F  :  (** +/$y  +  y^) 
ein  jener  Gleichung  entsprechender  Werth  ist,  wofern  nur 
«*  +  ^*  +  r^  =  o,  oder  y./—i—±/(cL^  +  fl^)  ist;  aber 
diese  sehr  particuläre  Auflösung  ist  sehr  wenig  anwendbar» 
Man  tianu  diesef^  Wcrthe  von  I  zwar  leicht  eine  Form 
geben,'  worin  Keine  unqiögUche  Gröfsen  vorliQini^^n,  wenn 
man  zum  Beispiel  ^ 

I  =  «''*+**  (^,  SinCr./(,.*+^*)]  +ß.Co»Et./(»«+i8»)])y 
oder  auch  ^ 

I=e*/^''"+^*^[^.SIn,  C^x  +  fiy)  -{rB  .  C6$,(ux ;^ ßy)'i 

setzt;  aber  auch  so  läfst  sich  von  so  willkürlich  angenom* 

menen    Functionen   keine   Anvi^endung   machen,    obgleich 

^  diese  Formen   schon   unzählige  verschiedene  Werthe  entr 

halten ,  da  y^  und  B ,  wie  mau  will ,  von  t  abhängen  dürfen, 

t 

197«  Um  nur  an  ein^m  Beispiele  zu  zeigen,  auf 
welche  seltsamer  Folgerungen  man  geleitet  werden  kann, 
wenii  ^an  sich  Mos  der  algebraischen  Betrachtung  einer 
Formel  hingibt,  ohne  zu  untersuchen,  oB  ihre  Anwendung 
der  Nfftnr  der  Siiclie  entspricht,  will  ich  noch  einen  A^gen-p 
bUcH  bei  den  Formeln  des  vorigen  5.  |verweilen. 

Ji^s  sey  dort  ßrsz  o  und  £  =  o ,  also 
Jl=z:e      .^^ Sin.  «z,  so  wird 


mX 


mA^e      ^Sin,  »Zf    v=;?Q| 


mx 


stAm€      •  Cos«  »z, 

folglich  w*  +  w»=  ^^A^.e^''', 

Nimmt  man  nun  an,  daXs  blos  die  Schwere  auf  d^n  flüssige^ 
{Körper  wirke,  und  dafs  ihre  Richtung  den  Ordinalen z  gar 
ralPel  upd  entgegengeset2;t  sey,  so  kann  ^lia  Sf^h'^^ 
setzen«  und  findet 


pr=zh(h^z) — —  .  e        . 

46 

wenn  man  (p  wegläfst»  oder  voraussetzt,  dafs  die  J^we«* 
gung  sich  Im  Fortgange  der  Zeit  nicht  ändere. 

Die  beständige  Crölse  ji»  ist  unbestimmt,   wir  wollen 

sie  ss: 2 ^gh setzen^  so  wird  p=o,  wcnnz=Ä(i  —  tf^**) 
ist.  Nimmt  man  also  die  gerade  Linie  OX  C^ig*  3^0  hori* 
zontat,  und  auf  derselben  OX  =sz  x^  die  niederwärts  ge- 
hende Ordinate  aber  XZ  =  —  z,  so  wird  die  Linie,  in 
welcher  der  Druck  Tersch windet,  logarithmisch;  unterhalb 
dieser  Linie  wäch^  der  Druck  mit  der  Tiefe,  .  oberhalb 
aber  wird  er  negativ,  und  da  hört  also  der  Zusiimmenhang 
des  flüssigen  Körpers  auf»  Betrachtet  man  nun  die  Bew«» 
gung  selbst,  so  findet  man  in  O,  wo  x=  o  und  s  =  o  ist, 
K=:o  und  wz=s  2^ghi  d^r  flüssige  Körper  bewegt  sich 
also  hier  aufwärts  nach  einer  Gegend  zu,  wo  der  Dmck 
negativ  wird?     Nimmt  man  femer  auf  der  Verticale  OF  die 

Ordinate  OB  ^=i  — ,  0D=:  — ,    so  wird  in  B  die  Bcwe^ 

gung  nfederwärts ,  in  D  aber  aufwärts  gehen ,  und  die  Ge« 
schwindi^keit  in  diesen  beiden  Funkten  gleich  =?  4  ^g  A. 


/ 


Dagegen,  wenn  0^=i — ,   OC:=zi  —  ist,  %o  wird  in  A 

die  Bewegung  horizontal  nach  der  Richtung  i4a,  in  C  ho- 
rizontal nach  der  KichrungCc  gehen,  wieder  mit  der  Ge-^ 
tchwindigkeit  ss  8  ^g  h^  Auf  ähnlich^  Weise  ist  auch  in 
andern  YerticJiUinien  die  Richtung  der  Bewegung  yerschie* 
den,  und  die  Geschwindigkeit  wächst,  je  gröiser  x  wird« 
JDie  Grofsen  u,  w  bebalten  selbst  dann  noch  reelle  Werthe, 
wenn  aie  ftich  auf  Punkte  beziehen,  die  oberhalb  der  Linie 
OZ  liegen,  obgleich  bei  einem  Fluido,  welches  sich  in 
Tropfen  zerstreut  hat,  die  Gesetze  nicht  mehr  anwendbar 
find,  auf  welche  tinare  Formdn  sich  gründen.  •*—  —  Ob- 
gleich pun  sich  eben  nicht  geradezu  laugnen  läfst ,  dafs  eine 
aolohe  wiibelnde  ^Bewegung,    w6^fie  Theilchen  neben  A 
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horizontal,  neben  B  verticaV,  und  neben  C  v^ieder  hori- 
zontal rückwärts  flöfsen,  allenfalls  möglich  sey,  wenn  an 
den  gehörigen  Stellen  der  nöthige  Zuflufs  Statt  fände,  so 
sieht  man  doch  leicht,  dafs  die  Betrachtung  einer  solchen 
Bewegung  von  gar  keinem  Nutzen  seyn  kann.  Ueberhaupt 
darf  man  nicht  vergessen,  daüs  die  Bewegungen,  welche 
wir  hier  möglich  nennen,  es  nur  in  sofern  sind,  als  mau 
annimmt,  jedem  Thellchen  des  Flüssigen  sey  oder  werde 
die  gehörige  Geschwindigkeit  durch  äufsere  Kräfte  mitgc- 
theilt.  Ob  dieses  möglich  sey  ,  ^dafs  nämlich  jedem  einzel- 
nen Theilchen  die  Bewegung  gegeben  werde,  die  c's  haben 
mufs,  das  kann  die  Formel  nidit  angeben,  welche  blos 
aussagt,  dafs,  wofern  eine  solche  Bewegung  Statt  fände» 
so  könne  sie  in  sofern  bestehen,  als  dabei  die  Theilchen. 
weder  sich  in  einen  zu  engen  Raum  zustimmen  zupressen 
stiebten,  noch  aucl)  leere  Zwi3chenräume  zwischen  sich 
liefsen, 

« 

Dieses  Beis{yel  zeigt  deutlich  genug,  dafs  es  zu  nichts 
'führt,  wenn  man  willkürlich  Werthe  für /annimmt,  wel* 
che  der  Differentialgleichung  entsprechen,  sondern  dafs 
man  die  Bestimmung  jener  Werthe  -  aus  den  Umständen 
der,  Bewegung  selbst  herleiten  mufs.  Wie  dieses  geschehe» 
will  ich  noch  etwas  ausführlicher  zeigen.  • 

* 

198*  Um  die  Untersuchung  zu  yereinfachen,  setze 
ich  im  Folgenden  voraus,  dafs  in  jedem  Funkte,  so  lange 
die  Bewegung  dauert,  v=  o  sey,  dafs  also  jedes  Theilchen 
^cs  Flüssigen  in  einer  mit  den  Ordinaten  jr,  z  parallelen, 
Ebene  fortrückt ,  und  immerfort  in  derselben  Ebene  bleibt^ 
worin  es  sich  anfangs  befand;  ich  setze  ferner  voraus,  dafa 
die  Dichtigkeit  d^s  flüssigen  Körpers  überall  gleich  und  un* 
vcLänderlicli  sey,  und  endlich,  dals  auf  denselben  aufser 
der  Schwere ,  welche  ich  ss:  1  setze,  keine  beschleunigende 
liraft  wirkt.  Beschränkt  mau  die  Untersuchiung  auf  diiesen 
Fall,  und  nimmt  dann  an,  dab  die  Formel  udx  "i-iodz 
tln  vollständiges  Differential  sey ,   »6  laüit  sich  der  Werth 


I 
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Ton  li  und  w  in  volUtandigen  Integralen  mit  Hülfe  des  fol- 
genden  J^ehrsatzes  angeben.     . 

199«     Lfchrsatz;     Problem.     Das  vollständige  In» 
tegral  der  Gleichung 


'd*«;'^ 


dx^ 


+  » 


^d*u;^ 


dz* 


ZU  bestimmen; 


A u  f  1  ö  s  u  n  g«     Die  gegebene  Gleichung  zwischen  den 
partiellen  Ditferentialen  der  Function  w ,  dafs 


U"^  w' 


oder 


dx 


d. 


1?- 


u 


w\ 


X 


d. 


Uw\ 


dz 


dz 


seyn  «oll,,  Riidet  nur  dann  Statt,  wenn  die  Form«! 

(duA        '"     (dw] 


dx 


cm  vollständiges  Differential  ist;  denn  sie  ist  mit  der  Glei- 
chung einerlei,  welche  die  Bedingung  der  Integra bilität 
dieser  Formel  ausdrückt;  ich  kann  daher,    , 

(dui\ 


(; 


w\ 


dx.  — 


dz 


setzen.     Da  nun  zugleicU 


fdw 
ist,  so  erhält  man 


I 


dx  + 


dw\ 


dz  =  dw 


•du^./-,+<j.'={[^]/-i-[^]}  idx^dz.yT-ty, 


und 


^    d„;/_,  -d-'={[S)  /-*  +  (57)}  .[^+'^«V-ii. 
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In  diasen  beiden  Gleichungen  ist  der  vor  dem  Gleich-* 
heitszeichen  stehende  Theil  für  sich  integfabel ,  es  mufs  es 
also  auch  der  zweite  Theil  seyn ,  und  dieses  kann  nur  ge*» 
•cbehen,  wenn  der  erste  Factor  sich  als  Function  .vom  In- 
tegrale des  zweiten  ausdrücken  läfst.  Wenn  aber  in  der 
ersten  Gleichung  der  Factor 

eine  Function  von  (jc^^zyf — i)  ist,  so  ist  auch  das  Integral 

eine  Function  eben  dieser  GroTse,  und  da  die  Gleichung 
über  die  Form  dieser  Function  nichts  bestimmt,  so  thut 
jede  Function  ihr  Genüge,  und  man  hat  allgemein 

w,^ —  i  +  to'  ==/:  (Jc — z  yf —  i), 
und  aus  der  zweiten  Gleichung 

w  \f —  1  —  «  =  F  :  («  —  z  /*-—  i) , 

wo  y  und  Fjede  Function  der  eingeschlossenen  GrÖfse  be* 
deuten  können.  Beide  Gleichungen  addirt,  geben,  wenn 
inan  den  beständigen  Factor ,  als  in  den  unbestimmten  Fun- 
ctionen mit  enthalten,  wegläfst, 

als  voUgtSndiges  Integral  der  vorgelegten  Differentialglei- 
chung« 

fioo.  Problem  57.  '  Auf  einen  flüssigen  KSrper  von 
unveränderlicher  Dichtigkeit  wirkt  aufser  der  Schwere 
keine  beschleunigende  Kraft,  zugleich  ist  die  Bewegung 
desselben  so  beschaffen «  dafs  die  mit  der  horizontalen  Or<* 
djnate  y  parallele  Geschwindigkeit  überall  und  immer  c=:  o 
ist,  man  sucht  die  allgemeinen  Differentialgleichungen  für 
diese  Bewegung, 

Auflösung.  Da  in  jedem  Punkte  und  während  der 
ganzen  Bewegung  die  mit  der  Ordinate  y  parallele  Ge* 
scb windi^eit  v  =:  o  seyn  soll ,  also  vorausgesetzt  wird, 
dafs  alle  Theilchen  «ich  in  Yerticalebenen  fortbewegen,  die 


y,  Abich*  Fdlle^  wo d*  Formeludx'i' päy^-w dz  integraleU    tQf 

mit  X  parallel  sind ;  so  fallen,  in  den  beiden  Hauptgleichnnr 
geh  Q.  159.  alle  Glieder  weg ,  welche  v  oder  dessen  DiiFe- 
rentiale  und  P^  einhalten;  zngleich  wird  in  'der  zweiten 
Gleichung  jpr=  o,  0-=  o,  R  =  —  1^  wenn  die  Schwere 
den  Ordinaten  z  parallel  und  nach  entgegengesetzter  Rick* 
tung  wirkt.     Diese  beiden  Gleichungen  geben  also 

(dvü 

+ 


i. 


(du\ 
dx 


\dt 


stgdp 
II.   — 7 — a=: — igdz—'  Udx 


Wdz^ 


vrenn  17,  TV  die  Bedeutung  baben,   wie  im  Q.  i5t'>  w*o 
wegen  ai  s=  o  hier  folgende  Werthe  erhalten : 


U 


u 


PF7=ZU 


(du]  (du^ 

dx)  Idz 

(duA 


w 


ö  +  ,_ 

dz^^[dt 


dt 

dui 


> 


Setzt  man  hier')  der  ersten  Rauptgleichung  gemafs». 

tdU)  ^duA 

[Txj'^^[d^}' 
so  wird  auch 

fdw)    .       Idu)        fdu\ 


"'='^r}- 


W 


(du\ 
dx 


-n- 


Die  zweite  Hauptgleichung   erfordert,    tiin   integrabel    ztl 
seyn^  dafs  die  Formel  Udx+  Tf^dz  ein  vollständiges  Dif- 

Idur     [djv\ 

ferential^     mithin    n —    =*  1    ,      j  sey;  die  Weythe  von  1/ 
und  W  geben : 

lud 

[tj'j  -  \^\  {dJi  ^*[d^\  ~  W  l5;;J  '^  [ji?j  +(ji7tj» 


•/ 


ipo     lI/rh.LAbtlu  Gtsetzei^r  Bewegung  flüssiger  Körper» 


'sollen  also  beide  glei^ch  scyu ,  so  xnufs 


u 


fAZ 


+  U 


w] 


dz' 


d^w^ 


dxdt 


=:»/; 


dl^. 


•jruf 


M*  u)       (d^u 


^dz^j 


dzdt 


^eyn:  und  diese  Gleichung  mufs  Statt  finden  für  alle  Be- 
wegiuigeft ,  welche  den  im  Probleme  erwähnten  Bedingun- 
gen gemäfs  sind. 

201.  Die  letzte  Bedingungsgleichuhg  des  vorigen  g. 
gibt  allgemein  an,  was  für  Functionen  u  und  w  seyn  müssen, 
wenn  eine  solche  Bewegung ,  wie  dort  angenommen  wor- 
^dn>  Statt  finden  soll:  aber  da  die  allgemeine  Integration 
dieser  Gleichung  Schwiferigkelt  hat,  so  schränke  ich  die 
fernere  Untersuchung  auf  diejenigen  Fälle  ein ,  w^o  zugleich 
udx-^-  M)dz  ein « vollständiges  Differential  ist.     Diese  Vor* 


aussetzung  gibt 


du 


(dw\ 
7—   ,'  also 


fd^u^ 


dxdz 


erste  H2|uptgIeIcbuDg  aber  gibt 


d^u 
dxdz 


(d^  iv^ 
dx^ 


(d^w^ 

7? 


die 


man 


erhält   daher  nun 


(d^ui" 
dp 


(d^w\ 
d? 


=  o ,  und  eben  so  auch 


(d 


u 


^dx 


M' 


u 


dz' 


=  o.     Die  Voraussetzung  der  Integrabilität 

der  Formel  udx  ^  wdz  kommt  also  eben  darauf  hinaus, 
als  wenn  wir  in  der  Bedingungsgleichung  des  vorigen  g. 
den  mit  u  multlplicirten  CoeiGcienten,  und  den  mit  w  mul* 
tiplicirten  jeden  für  sich  ■;:=  o  gesetzt  hätten  ,  woraus  dana 
die  Gleichheit  der  beiden  übrigen  Glieder  schön  von  selbst 
gefolgt  seyn  würde. 

202.  Problem  39.  Wenn  alle  Umstände  so  sind, 
wie  im  vorigen  Probleme  vorausgesetzt  worden,  zugleich 
aber  die  Formel  udx  '\-  wdz  für  sich  integrabel  ist,  die  voll- 
ständigen Weithe  der  Gröfsen  «,  w  zu  bestimmen. 

Auflösung.     Da  diese  Voraussetzungen  zu  den  Glei« 

1    ^    &^ 


[d^u 


ehungen 


dx^ 


mXm 


fd^u^ 


dz^ 


=  o  und 


fd^w] 


x^j 


[dz-j 


V»  AlscK  Failef  tuo d,  Foitnel udx'^vdy^-wdz  integraheK    i p | 

füliren,  so  erhSk  man  nsfch  Q.  199* 

M  =  F:Ca;+z>/^— 1)  +  f:  (x — z/"— i), 
it'=r:(:c  +  z/— O +A:Cx— z/— 1), 

tmA  F,  y,  r,  A  könnten  hier  ganz  von  einander  unabhängige 

Functionen  bezeichnen,  wenn  nicht  die  erste  Hauptgleichung 

(ß.  200.)  noch  eine  Yergleichung  zwisc?hen  u  und  w  an  gäbe. 

'  ■  (du)  (dw) 


Yeritiöge  derselben  soll 


dx 


seyn;    also,  wenn 


d,F:x        '      • 

ich.  -^-; ::?=  F' :  jr  setze,  uzid  lo  alle  Differentiale  auf  ahn- 

d.v 

liehe  Weise  bezeichne,  ^ 

F^(x+z/— 0+/':C^— t/— 1)  =  — /— i.r':Cr+z/— 1) 

+  y/^ — ji.A':(a- — 2/"— .1).  ' 

Um  diese  Bedingung  zu  erfüllen ,    mufs,   da  die  Function  P 
nicht  voi^y"und  die  Function  F  nicht  von  A  abhängen  soll: 
r:(x+z/^i)  =  y/"—i.F':(x  +  z^—i^, 
A';(jir  — 2/^^— i)=;i — /" — 1  ./'."(jc  —  z>/^ — i), 
bdeTr:(x  +  Z}/' — 1)=  Const.  +  v — ^'F:  Qc  +  z^  —  1^, 
A:Cjr — Z)/^ — i^  =  Coast.-— y^ —  if:  (*  —  z^ — 1} 
seyn;  die  Werthe  von  u, und  m;  sind  also:  / 

u^=:F:(x  +  zy/'-^i)+f:(x  —  z/'— 1), 
u;=iConst  +  \/^-^i.F:(;r  +  z\/^— i)  —  ^ — !./:(*— ^/'—O- 

Ä03.  Diese  Werthe  sind  so  bestimmt,  dafs  man  auf 
die  Tariabilität"  der  Gföfsen  y  und  t  jgar  nicht  Rücksicht 
nahm,  weil  diese  in  den  Differentialgleichungen  nicht 
verkommen:  es  bleibt  also  gänzlich  unbestimmt,  wie  w 
und  iv  von  y  und  t  abhängen.  D^  Gleichungen  des  vorigen 
g.  betreffen  nur  d^  Gesetz  der  Bewegung  in  jeder  der  pa- 
rallelen Verticalebenen  einzeln  betrachtet;  aber,  über  die 
VerhältÄisse  der  Bewegung  in  verschiedenen  dieser  Ebenen 
lehren  sie  nichts,  weil  die  Bewegung  in'  einer  Ebene 
nicht  als  abhängig  von  der  in  den  übrigen  Statt  finden- 
%  den  Bewegung  ist  betrachtet  worden.  Auch  die  Zeit  e 
kann  noch  auf  unbestimmte  Weise  in  defa  Weriben  von  u 
.und  w  vorkommen,  weil  aie  Glieder  in  der  Bedingungsglei- 


^9^     U.Th.I,Ahth.  Gesetze  der  Bewegung ßässigcrKöqyer» 


chung  des  aoo.  ß.,    welche  toa  e  abhängen»    wegen  der 

(dw]     ,       ^ 

sich  von  selbst  aufheben,  Mund 


Voraussetzung 


'du] 
Tz 


dx) 


ii;niögen,  wie  mans: will,  von  t  abhängen,  Um  also  u  und 
w  für  die  hier  geltenden  Bedingungen  ganz  vollständig  aus- 
Büdrüdken ,  müfste  man  setzen  3 

ii;=Const.  +  /' — X  •  F:  [j/,  f,  (jf +2/" — a)]  , 

wo  statt  der  Const.  auch  jede  Function,  von  y  und  t  gesetzt 
^  werden  kann* 

204.  Die  Form  der  Functionen  F,  f  ist  hier  noch 
völlig  unbestimmt,  und  mufs  erst  aus  andern  gegebenen 
Umständen  der  Bewegung  hergeleitet  werden.  Die  Figur 
des  Gefafses  gibt  hiezu  ein  Mittel  an  die  Hand,  wenigstens 
dient  sie ,  die  Ausdrücke  so  zu  verändern  ^  dals  nur  eine 
unbestimmte  Function  mehr  übrig  bleibt.  / 

Um  die  Sache  noch  etwas  einfacher  zu  machen ,  will 
ich  u  und '  w  unabhängig  von  t  betrachten ,  oder  annehmen, 
die  Bewegung  seyim  Beharrungsstaude,  oder  leide  imFort^ 
gange  der  Zeit  keine  Aenderung. 

205.  Problem  59»  Alle  Bedingungen  für  die  Be-  , 
Wegung,  welche  in  den  beiden  vorigen  Problemen  ange- 
nommen worden,  werden  auch  jetzt  vorausgesetzt,  zugleich 
aber  ist  die  Gestalt  des  Gefdfses,  in  welchem,  oder  des 
Bodens ,  über  welchem  das  Fluidum  sich  bewegt ,  gegeben^ 
man  soll  bestimmen »  wie  die  Functionen  F  undf  von  ein- 
ander abhängen* 

Auflösung.  Da  alle  Umstände  so  vorausgesetzt, 
werden »  wie  im  vorigen  Probleme ,  so  gelten  für  u  und  m 
die  im  9.  soj.  angegebenen  Werthe,  in  welchen  indefs, 
"wenn  von  einer  zum  Beharrungsstande  gelangten  Bewegung  ' 
die  Rede  ist ,  die  unbestimmtan  Functionen  als  ron  t  unab* 
hangig  zu  betraphtaxi  aind« 


•  * 

V,  Ahsclu  Fdüej  wo  JL  Formel  u  dx  4*  v  dy  -Yw  dz  integrah^^    ^!a3 

* 

Wie  nu4  auch  die  Bewegung  des  flüssigen  Körper«  be* 
schaffen  seyn  mag ,  so  rouTa  doch  allemal  da ,  wo  em  fester 
BWen  oder  die  Wand  eines  Gefäfi^es  ihn  begränzt,  die  auf 
diesen  Boden  oder  auf  die  Wand  senkrechte  Geschwindig* 
keit  =0  seyn.  Das  Gegefitheil  zu  behaupten,  würd^ft 
faeifsen,  der •  flüssige  Körper  ströme  dahin,  oder  komme 
von  da  her »  wo  eine  feste  Wand  seiner  Bewegung  Granzen 
setzt,  welches  tmgereimt  Wäre«   * 

Hat  man  also  die  Gestalt  des  Bodens  oder  des  Gefäfses  ' 
durch  eine  Gleichung  «wischen  x^y  und  t  ausgedruckt/ und 
tiennt  man  s  denjenigen  Werth  von  ty  welchen  ,z  an  der 
Oberfläche  des  Gcfafses  erhält «  so  ist  in  jedem  Punkte /lie 
Durchschnittslinie  der  Oberfläche  des  Gefäfses  mit  einer 
den  Oidinaten  x^  %  parallelen  Ebene  gegen  die  Ordinate  Ji 

unter  einem  Winkel  geneigt,  dessen  Tangente  =    —    ist, 

wenn  man  nämlich  bei  der  Di£Ferentiation  von  j  blos  x  ala 
veränderlich  ansieht«  Zerlegt  man  nuji  die  Geschw^dig* 
keiten  u,  w  nach  der  auf  jene  Durchschnittslini«  seiikrech* 
ten  »  und  der  damit  parallelen  Richtung^  so  findet  man  die 
auf  sie  senkrechte  Geschwindigkeit  in  jedem  Punkte  der 
Oberfläche 


^{^m 


Diese  mufs  nothwendig  für  jeden  Werth  von  a:  verschwin* 
den ,  wenn  man  füt  s  den  det  FiguJr  dea  Gefäfses  entspre* 
chenden  Werth  setzt  ^  weil^  der  Voraussetzung  zu  Fplge, 
kein  Theilcheh  des  Flüssigen  aus  derjenigen  mit  o;  und  z 
parallel  gelegten  Ebene ^  worin  es  sich  einmal  befindet, 
herausgehn  soll  ^    man  hat  also  für  jeden  Funkt  der  Ober* 

(di\ 


fläche  dea  Gefäfseft  iviszu 
ihre  Wertfae  setzt. 


dx 


i  oder,  wenn  man  für  »,  m 


N 


*?4    '^^*  ^  ^  Ahth^  Geutze. der  Bewegung  flüiiiger  Körper. 


\  I  + 


'äs 


/■ 


F:(*+V— i;. 


WCiljf  als  befttändig^  angesehen  wirJ» 

Die  Form  der  Function  f :  ä*  ist  also  durch  F  t  *"  be- 
stimmt, wei^n  die  Figur  de»  GeEifses  bekannt  ist. 

fio6*  !•  Exex^pel.  Das  Fluidum  illefse  jiber  einem 
ebenen  horizontalen  Boden  hin;  man  sucht  die  Gloichungeli 
für  die  Geschwindigkeit  und  den  Druck ,  wenn  die  Bewe- 
gung ^en  Bedingungen  der  vorigen  Probleme  gemafs  ist«     ' 

* 

Die  Höhe  des. festen  horizontalen  Bodens  Äey  =  o, 
oder  man  rechne  die'  Oidinaten  z  vom  Boden  an,  so  ist 
j  =  o  und  i?x  =  o;  es  mufs  daher  für  s  c=  o  auch  u;  =  o 
werdet  ^  und  f :  x  =:z  F :  x  seyn ,  das  heifst,  die  mit  f  und 
f  bezeichneten  Functionen  liängen  auf  einerlei  Weise  von 
den  ütfcöfsen  ab^  worauf  sie  sich  beziehen.  Ist  die  Bewe- 
gung nun  zugleich  so  beschaffen ,  dafs  sie  von  der  Zeit  und 
von  der  Ordinate  y  gar  nicht  abhängt ,  dafs  nämlich  in  allea 
Punkten,  fiir  welche  *•  und  z  denftelben  Werlh  haben ,  alle 
Umstände  gleich  sind ,  so  kann  man  jf  und  t  in  den  unb^* 
stimmten  Functionen  weglassen ,  und  erhält  hier 
j4  =  F:(x  +  z}/' — x)  +F:(jf — z  yf —  i), 
iif  =  y/' —  I .  F:  (of'+z/' — «i) ' —  y{ —  1 .  F:  (*  —  z ^ —  x), 

~=Äff^^  — 0 \ — »    oder 

p  =  iCfc^z)  — '— .Fi(^+^/-^i).F:(*--z/-i): 

^o7>  Will  man  nicht  annehmen,  dafs  die  Bewegung 
in  allen  parallelen  Ebenen  ganz  gleich ,  nämlich  Geschwinr 
digkeit  uüd  Druck  in  allen  Punkten  gleich  sey,  füf  welche 
X  und  z  einerlei  Werthe  haben ,  so  mufs  auch  y ,  und  wenn 
von  einer  im  Fortgange  der  Zeit  verändcilichca  Bevvegunjj 
die  Rede  ist,  auch  t  auf  unbestimmte  Weise  in  den  Fulictio- 


V.Absch»  Fälle^wad^FormJludx'i'vdy+wdziniegraheL  195 
I 

tten  vorkommen»  Di^  Const«  aber  in  Jj.  Ä03.  fallt  hier  tv^eg, 
"weil  sie  für  2  =  0  verschwinden  htufs^  und  da^er  al»  un- 
abhängig von  z  allemal  verschwyidet.  —  —  Bei  horizon- 
talem  Boden  hätte  man  lilso^.  Wofern  die  Bedingung^  des 
37.  und 33.  Problems  gelten,  gan«  allgemein 

»=^/— A.F:(y,fjX+t/— 1)— /,— i.F:Cx,t,Ä'— r/^i), 

und  es  müfste  aus  andern  Datis  bestimmt  werden ,    wie  die 

Function  F  von  den  Grölsen  abhängt  y  wamtif  sie  sich  ha« 

fcleht»     Zugleich  Xvird  »    !>•**•  » 

h  •  ^  » 

Wenn  ^  die  Bedeutung  behält,  die  wir  ihm  in  (J*  195.  gaben, 
'  und  man  die  dort  beigefügte  unbestimmte  Function  als  n^t 
in  ^  enthalten ,  weglafst.  Wir  bezeichneten  dort  das  Inte- 
gral der  Formel  udx  -^  ivdt  +  ^dt  mit  J,  und  da  die  vor- 
ausgesetzte Tatcgi  abllltat  dieser  Formel  nbthwendig  fordert, 
(flu]        (d(ii\  ^fdu] 

ses  Integral  so  genommen  wird,  als  ob  blos  x  veränderlich 
wäre.  .Da  diesem  Integral  eine  willhürliche  Function  von  t 
•kann  beigefügt  werden,  so  erhellt,  dafs  die  im  195..  ^  iu 
die  Formel  gebrachte  f :  t  eis  mit  in  ^  enthalten-,  kann  be- 
trachtet werden4 

Qewöhnlich  wird  man  wohl  j  hier  ^ans  aus  der  Kech- 
nung  weglassen ,  denn  bei  einem  Canale  mit  horizontalem 
Boden  und  verticalen  mit  x  parallelen  Wänden  würde  mei- 
atens  die  Voraussetzung  gelten,  dala  in  allen  Längenprofilen 
die  Bewegung  auf  einerlei  Weise  bestimmt  wetde,  oder 
dafs  in  jedem  veiftlcalfcn  Querschnitt  alle  in  dörselb^n-^Höhe 
befindlichen  Theilaban  sich  auf  einerlei  Art  bewegen»  Wo 
diese  Voraussetzung  nicht  gelten  sollte ,  da  müfsten  Bedin- 
gnogen  gegeben  seyn,  welche  bestimmten»  wi^  »  und  v 
Ton  y  abbängen« 

zaQi  2.  Exempel  DaaFluldum  bewege  sich  über 
einem  abenon  Boden ,   der  zwat  auf  die  durch  x  und  z  ge- 

N  ii 


dx^   wenn  did- 


t^a     IL  Tfc.  J.  ^büu  Gesetze  der  Bewegung ßüsiiger  Körper* 

» 
legte  Ebene  senkrecht  ist^  gege^n  die  Ordinate  x  aber  iintor 
'^  dem  Winkel  9  geneigt  i$t. 

Die  Gleichung  für  diesen  JBoden  sey  2=j=  — a;  tang.  9, 
ds  • 

also  7"  =  —  tö^^g«  n»  Folglich  mufs  dem  Probleme  zu  Folge 

1 — V^ — i.tang.iy 
f:(x+x  v^— X  .tang.O  =  ,  +  ^_  i.tangV-^-^*-'^^  V'^^^S') 
seyn.     Ich  setee  *  +  ^ —  1  .  tang.  9  ^  u , 
.•  und  I  —  ^—  X  .  tang.  jy  =  )3 » 
so  erhält  die  Formel  folgende  Gestalt; 

'  B 

y ;«*•=  *^  .  F:  )3;!r,, und  es  mufs  also 

\.  ß  ß'^ 

J  :*=:'—,  F:  —  seyn,  daher 


ß 


f:(x  —  z/~i)  =—  .  F: 


Ol 

r/S 


ßZyf-^V 


V  — 

und  wenn  m  und  w  von  y  uptjL't  unabhängig  sind, 

'     yr  17     x'        I  ••  ^  ^ ^'ß  (ßX         ßZ  l/^— 


^]. 


woraus  sich  auch  p  bestimmen  lälst« 

4 

ßog.^  3;  Excmpel.  Der  flussige  Körper  bewege 
sich  in  einem  horizontalen  Cylinder,  dessen  Axc  mit  den 
prdinaten  or  parallel  ist:  jede*  Theilchen  ruckt  in  einer 
Ebene  fjrt,  die  mit  der  Axe  parallel  ist. 

Die  Gleichung  für-  die  cylindriscbe  OberaSche  des  Ge- 

Büet  6ey  *  SÄ  1 «  r  —  /(r»  —  y«) ,  wo  r  den  Halbmesser 

fds^ 
des  Cylinders  bezeichnet,  so  ist 

•  an  allen  Punkten  der  Oberfläche  dei  Cylinders  w  =i  o  seyn, 
das  ist ,  wenn  man  hier  auf  alle  veränderliche  Gröfsen 
Rücksicht  nimmt. 


r-  =  o,  und  folglich  mub 


■  \ 


V.Ahsch,  FdlUf  wo  d.  Formel udjf^ndy^w dt fittegraiel,  197 

/:  [y,  f,  (»— r/— I +/(y»  — r»))], 
=  F:  O.  t,  (a. •+ r /— 1  — /(y»  —  r*)  )  ]. 

Diese  Bedisgung  wird  erfüllt,  wenn 

/:  (y,  t,  jr)  =  F:  [y,  t,  (x  +  ar/— i  —  £  /(y»  —  r»))], 

oder  II  =  F :  [y,  t,  (x  +  z  /'—  i'i]  + 

und  tt;  =V'—  1  .  F:  [y,  «,  (a;  +  z  /—  »)]  — 

— /— i.F:[y,t,(x+(ar— 2)/— i— Ä/(y*— r*))]i8t. 

itio»  4-  Exempel,  Das  Fluiduia  bewege  sich  in 
einem  cylindrischen  Gefafse ,  dessen  Axe  mit  den  Ordinaten 
y  parallel  ist:  jedes  Theilcben  bewegt  sich  also  in  einer  auf 
die  Axe.  senkrechten  Ebene. 


'\ 


Die  Gleichung  für  das  Gefafs  ist  nun,  wenn  die  Ordi- 
naten vom  Centro  an  gerechnet  werden  j  =  >/^(a* — x^)j 
und  a  ist  des  Cylinders  Halbmesser;  es  wird  also 

dsx 

^^*        »i^»-  mmmmm 

da;  """  s  * 

ds       ,  jr/' — I 

•  ^  dx   ■  'S 

ds  "  x/—% 

also ,  wenn  ich  y  und  t  bei  Seite  setze , 

-» +  fl» 

Ich  setze  *  — /C^*— a*)^:«,   also  JC=s  ■ 


SM 


und  jr  +  Z'C**— 0*)=— ., 


folglich  vrirdf:  »se ;  •  -F-  ~~> 


a*.F: 


w5a:F:(«+5c/  — O*^ 


i*— z/  —  »)* 


»98     II*  Th,  I^jibüt»  Gesetze  ier  Bewegung  fiüssig^r  KSrper. 

•                       aV-X            f        «*        1 
uiidi(;  =  /— x.F:(jr+zV — 0  +  ;;^ 7 — TI^F-    7= — U 

•  » 

der  Druck  aber  wird|    w#na  dl«   Schwere  mit  z  parallel 
wirkt , 

'^  ^    (a— *Y  — O  l«— ^V^— *J 

j2ii.  Bei  dieser ^gan^en  Untersuchung  scheint  es  sehr 
unbequem,  dafs  u^  Wj  p  durch  ünmöjgllche  Gröfseii  ausge- 
drückt werden ,  aber  diese  fallen  bei  der  Anwendung  auf 
wirkliche  Falle  aus  der  Rechnung  weg.  Am  allgemeinsten 
IhTst  sich  dieses  zeigen,  weiln  man  die  Gleichungen  für  di* 
Bewegung  über  einem  ebenen  horizontalen  Boden  betrach- 
tet.  Es  ist  nämlich  bekannt,  dafs  man  jede  Function 
F:  (jf  +  2t)  durch  eine  Reihe  ausdrücken  kann,  welche^ 
wenn  man  , 

d.Fix  d.F^ix  a.F^ix 

— ' s=F^:Xf  .      — F":jr,  — 3 z=s  F^^  :  n  * 

äx  dx ,  dx 

und  so  femer  setzt ,  folgende  Form  erhält : 
FiCx+z^^Fix+z.F^::^ F^^:x  +  -^ F^  ;  Jf 


z* 


F^^'ix  +  etc. 


üleseÄ  *gcmäfs  wird  in  5.  20$, 

u=r=F:x  +  z.v — i-F^:x —  ^^f  ".-.v  —  — = F°^  :  x 

+ FiV:^+'— 1 FV:.v— etc.  r 

8.3«4  ^..-.5 


\ 


a^  z'  \/  — 'i 


/ 


+  F:Jr  — i/— i.rtijf  ^  — Fll:ar  + F^^^' * 

^         .  a.3 


z 


4 


Z'/-^! 


'    +  TT-tF^^-* ^— —  FV  ;  jc -- <stc, 

2.3-4      •  Si-3-4-5 

oder  * 


a*  ;;« 


M=2F:af--t*,F":jt+— Fi^;;r— F^iix+ctc, 

3  •'4  3'4»6** 


1 


•     . 


I 

V 


V.AhscK  FalUiwod^ Formel udjf.'^vdyi'wdt  integrabeh  ip^ 
tind  auf  ähnliche  Welse 

ff  3  C' 

3  S4*5 

-^  F'^ix  — etc. 


5-4 


•  •  • 


Hier  werden  also  u  und  w  durch  mögliche  Gröfsen  aus* 
gedrückt,  sobald  F:  x^  F^  ix  n.  s,  w, .möglich^ Functionen 
von  x  sind, 

« 

Das  Hauptgeschäft,  worauf  die  weitere  Auflösung  der 
Gleichungen  nunmehr  beruht,  ist  die  Bestimmung  der  Form, 
der  Function  F.  Es  lassen  sich  mehrere  Wege,  um  zu  der- 
selben zu  gelangen,  denken i^  aber  in  den  meisten  Fallea 
wird  die  Rechnung  sehr  verwickelt:  ich  will  indefs  einige 
Untersuchungen  über  diesen  Gegenstand  mittheilen,  und 
den  Anfang  mit  einem  Beispiele  machen,  das  wir  im  Vori- 
gen schon  betrachtet  haben. 

212.  Problem  /jo.  Wenn  die  Bewegung  des  flüssi- 
gen Körpers  allen  vorigen  Bedingungen  gemäfs  ist,  und  das 
in  ein  horizontales  cylindvisches  ,  Gcfäfs  eingeschlossene 
Fluidum  sich  so  bewegt,  ^afs  jedes  Theilchen  in  einer  auf 
die  Axe  des  Cylinders  senkrechten  Ebenp  fortrückt,  die. 
Werthc  von  u  Und  w  für  'den  bestimmten  Fall  anzugeben, 
da  jedes  Theilchens  Abstand  von  der  Axe  ■  immerfort  \inge« 
ändert  bleibt,  oder  jedes  Theilchen  in  einem  Kreise  fort- 
g^t  ^  dessen  Ceutrum  in  der  Axe  liegt. 

A  u f I  ö SU n  g.  Da  das  Problem  alle  Bedingungen  vor- 
aussetzt, welche  in  Q.  sio.  galten,  so  müssen  die  dort  ge- 
fundenen Gleichungen  hier  zum  Gründe  gelegt  werden; 
man  mufs  aber  noch  die  Voraussetzung  hinzufügen,  dals 
jedes  Theilchen  seinen  Abstand  von*  der  Axe  nicht  ändere« . 

ux 
Damit  dies  geschehe,   mufs^  wie  iin  ß.  iQo. ,   w  =  -—  — 

seyn,    folglich,    wenn  ich  für  w  und  ü  ihre  Wexthe  aus 
$.  2iO.  setze, 


'  \ 


tob     IJ«  Th.  L  Ahüu  Getma^  äet  B^wegungßüssiger  Körper, 


Setze  ich  den  Halbmetser  des  Kreises ,  welchen  irgend  ein 
Theilchei^  durchläuft,  =:f,  so  ist  «  =  ^(^*! — jc*J,  und 
\(renn  ich  *  +  «  ^ —  *  ^=  j^  +  ^(**  -*-f  *)  =  •  tetiei  so  giht 
die  vorige  Gleichung 


a^m 


a*m 


.F:t»?:?-^r-  ,  F:     -   , 


fl*  » 


oder  F :  •  =  -y  .  F :     ^   . 

f  ! 

Diese  Gleichung  muls  für  alle  Theilchen  des  flüssigen  Kpr^ 
pers  gelten,    mithin  für  j^den  innerhalb  der  Gränzen   des 
Gefafses  liegenden  Werth   yon  f  läfst   sich  also  die  ^ :  m  • 
durch  eine  Reihe  von  der  allgemeinen  Form 

ausdnicken,  «o  i|iuf8,£ür  jedeu  bestipimten  Wertli  Ton#^ 
seyn,      Dieses    kanh  nicht  anders  geschehen,     als   vrenn 


^==  o  und 


t)' 


+1 


a 


uj 


/?  +  ! 


=3  1    u,    s,  w. ,     odei 


wenn  «  =  /^==:^=:— i  ist.     Der  W^rth  der  Function  F 

'          Jß 
ist  also  nun  ganz,  bestimmt  F :  •  ==  H 1  tind  es  wird 


^i=B 


'imd  wsssB^—- 1 


5  +  «/— *       x—^z/—i^ 


folglich  /(it*  +  W»)  5=  ß,  /—  I  .  / 


+«»r 


Soll  also  die  Geschwindigkeit  an  der  Oberflache  des  Ge- 
iAkt%  einen  gegebnen  Werth  /(u*  +  w*)  =s  *  haben ,    se 


* 
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.   ♦  jB/"— 2 

muib,  weil  hier  /"(**  +  z*)  zsza  ist  f  <r  s:?  '     ,    folg- 


ac 


lichB,^— 1  = -^  seyn»    und  die  ganze  Bewegt^ig  Ist 

nun  durch  folgende  Gleichungen  hestimmt :  v 

ac»z.  ^ 2  acx»  \f^ 

und  der  DrucH  wird 

Si2  l)«  Diese  Auflösung  stimmt  völlig  mit  der  in 
)J.>i94.  gegebenen  überein,  und  es  gilt  daher  die  Bemer- 
kung auch  hier«  dafs  die  Im  vorigen  Abschnitte  gefundene 
Auflösung ^des  Problems  von  rotirenden  Bewegungen  viel 
allgemeiner  sey,  Die  Beschränktheit  der  gegenwärtigeti 
rührt  von  der  Voraussetzung  her^  dafs  udx  4*  wdz  eine 
für  sich  integrale  Formel  sey>  welches  bei  den  übrige^. 
Fällen  nicht  Statt  findet, 

Jch  gehe  jetzt  zu  einigen  allgemeinem  Bestimmungen 
der  Form  dar  Function  F  über ,  und  werde  von  nun  an  blos 
den  Fall  betrachten ,  da  der  Bpden,  worüber  das  Wasser ' 
)iinflief«t ,  e i n ^  horizontale  Ebene  ist.  . 

Ä13.  Problem  41,  Der  flussige  Körper  bewegt  sich 
in  einem  Canale  über  einem  ebenen  horizontalen  Boden, 
zugleich  ist  die  Bewegung  den  im  37,  und  3ft,  Probleme  an- 
genommenen Voraussetzungen  gemäfs^  und  in  allen  paral* 
lelen  Ebenen  ganz  gleich;  man  soll  aus  der  gegebenen  Fi- 
^ur  der  Oberflache  die  Form  der  Function  F  bestimmen. 

Au f  1  ö s u n g.  Da  die  Gleichungen  für  die  Bewegung 
Ton  y -unabhängig  seyn  sollen,  indem ,•  nach'  der  Voraus- 
setzung,  was  für  eine  der  mit  jc  parallelen  Vertical^benen 
.gilt,  für  alle  gelten  soll,'^  so  Ist,  wegen  des  horizontalen 
Bodens  im  Beharrungsstande  der  Bewegung« 


i  .         /  ' 


•oa     JLTfu  LAhth. /jesttteJerlBewegun^flussiger.Körper. 

Es  *cy  nun  die  Gestalt  der  Oberfläche  bekannt,  und 
der  Wcrth,  welchen  z  an  derselben  erhält,  sey  =  5,  so 
mtifs  auch  hier  die  auf  die  Oberfläche  senkrechte  Geschwin- 
digkeit s^  o  seyn,  aus  ahnlichen  Gründen^  wie  im  39. 
Problem. 

{  Zerlegt  man  also  die  Geschwindigkeiten  Uy  w  nach  der 
auf  die  Oberfläche  an  jeder  Stelle  senkrechten  und  der  damit 
parallelen  Richtung,    so  wird  die  auf  die  Oberfläche  senk- 

rechte  Geschwindigkeit  y   .  ^  ,    .  ^  ■,  und  diese  mufs  =  o»         ** 

«    udi 

Also  w  zrz'-jr-  an  der  Oberfläche  seyn. 
dx 

Diese  Glei,chung,  in  Verbindung  mit  den  vorigen  Wer- 
then  von  u  und  w,  gibt 
(dx  .  yf —  1  —  ds)  .F  :{x  '\'  s  yf —  i) 
A  — -(^jr^— i+dj) JP:^x — syf — 1)  =  o,  oder 

{dx  +  ds  /—  0  .  F :  (j;  +  1  /—  i) 

=z(d;r — ds^ — i)  .F:  (*•  —  iyf —  »)»  woraus  folgt 
dx"^  ds  >^— - 1 

Man  kann  die  Abhängigkeit  der  Gröfsen  F  :(x  +  fy/^ — i) 
.  und  F :  («  —  x  \^ —  i)  von  einander  noch  bequemer  dar- 
stellen« Bezeichne  ich  nämlich  das  Integral /(2 «.  F:  w  all- 
gemein mit  ^F:»y  so  geben  die  obigen  Formeln,  wenn  man 
si^  iutegrirt ,    sogleich 

IF  :  (x  +  s/—  I)  =  iF:Cx^  j/—  1)  +  Const, 
,und  hiedurch  ist  die  Form  der  Function  ^F,  folglich- auch 
die  Form  von  F  völlig  bestimmt. 

Uebrigens  bleibt  diese  Auflösung  richtig,  die  Ober- 
flach^  mag  durch  einen  festen  Boden  von  gegebener  Gestalt 
bestimmt»  oder  es  mag  eine  freie  Oberfläche  seyn,  wenn 
nur  die  Bewegung  im  Fortgange  der  Zeit  keine  Aenderung 
leidet,  und  ^an  der  Oberflache  keine  ^uf  diese  senkredhte 
Geichwindigkeit  Statt  findet. 


V 
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1115  i).  Wenn  die  Oberfläche  ntclit  durch  eine  fest^ 
Wand  bestimmt  ist>  so  wäre '  der  Fall  einer  gegen  sie  senl^« 
rechten  Geschwindigkeit  nicht  gänzlich  unmöglich,  indefs 
setzen  wir  diese  Fälle  bei  Seite,  und  befrachten  nur  die» 
WO  an  der  Oberfläche  die  Richtung  der  Bewegung  mit  der 
Jlichtung  der  Oberfläche  einerlei  ist,  und  alle  Umsfiinde 
Unabhängig  von  der  Zeit  t  sind.  ^ 

Ob  die  Oberfläche  frei  seyn  kann,  wird  er«t  au» 
der  Form  der  Function  selbst  bestimmt,  '  Nach  ß.  206, 
würde,  wenn  mau  für  F  :  (x-^-s^ —  i^  seinen  Wcrth  setzt» 
in  jedem  Funkte  der  Oberfläche  der  Druck 

h   '   dx  —  ds^yf-^L  y 

die  Oberfläche  kann  also  nur^daim  als  freie  Oberfläche  he« 
stehen ,  wenn  dieser  Werth  £=  o  wird. 

213  c).  Dafs  die  Form  der  Function  F  durch  die  Glei- 
chung ^F:(x  +  s/' — i)  c=  Const.+^F:(Ä — s/' — 1)  völlig 
bestimmt  sey,  liifst  ^ich  deutlich  übersehen,  wenn  man  die 
Function  ^ach  dem  Taylorschen  Liehrsatze  in  eine  Reihe 
liuflöst,  wie  im  g.  &11,  Dann  gibt  die  eben  angeführte 
Gleichung,  wenn  man  die  Glieder,  welche  sich  aufheben, 
und  die,  allen  Gliedern  gemeiuschaftlicheo',  beständigen 
Factoren  wegläfs^, 

Const,  =  s.F:x- J^F«  :  x+ s'.F^'^ix 

1 

j*^ .  F^  :  X  +  etc. 


^.3-4«öv<5.7  y 

dy 

Setze  ich  hier  F  ;«  =  y ,  so  ist  F^  :aj  =  — , 

^  ßx 

d*y  d^y 

\       F^^ix  ==:Ar— 5,  F™;  ;r=-j— 5  u.  s.  w.,  also 

^  €L  X      ,  (*  X 

1  d*  y  5*  c^^  y  j^  d^  y 

^        Ä,3        dx^        i.a.,5da;'*      i.a.}...7    dx^ 

s^  d^y 

+  *-^ •  -T-s  —  etc. 
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^o  offenbar,  da  s  eine  bekannte  Function  von  x  ist^  y 
Töllig  (luxch  ;r  bestimmt  ist.  Aber  die  Auflösung  dieser 
Gleichung  hat  in  den  meisten  Fallen  grofse  Schwierigkeit, 
indefs  sind  die  unbestimmten 'Functionen  durch  diese  Be- 
stimmungen weggeschafft,  und  die  Untersuchung  ist  auf 
eine  Differentialgleichung  zwischen  den  beiden  Gröfsen  « 
•and  F :  *  zurückgeführt- 

2i5  d).  Erstes  Ex^mpel«  Die  Oberfläche  sey 
eine  horizontale  Ebene.  ' 

Da  die  Oberfläche  sowohl  als  der  Boden  eine  horizon« 
tale  Ebene   ist,    so  ist  der  Abstand  ^beider  überall  gleich, 
tmdi  =  a  ist  die  Gleichung  für  die  Oberfläche.     Es  mu£s. 
daher  F  :  (x  —  a  yf —  i)^  =  F :  («  +  «  ^/^ —  i)  seyn ,    oder 
F :  *  =  F:  (a;  +  2  a /— i). 

*  *  • 

Dieses  kann  nicht  anders  geschehen,  als  wenn 
F:  X  =  Const.  ist ,  oder  gar  nicht  von  x  abhängt.  Nimmt 
man  dieses  an ,  so  wird  überall  u;  =r  o ,  und  u  erhält  einen 
beständigen  Werth,  Setze  ich  F* :  Af  =  ^  c,  so  ist  u  =:.r, 
und  c  bedeutet  die  überall  gleiche  horizontale  Geschwindig- 
keit. In  diesem  Falle  bewegt  sich  also  das  Fluidum  gaQs 
horizontal  fort,  und  wir  haben  für  den  Druck,   den  irgend 

ein  Punkt  leidet,  die  Gleichung  p  =  (fc— z)  —  —  ,     wenn 


,  -•        ^        ^      4 


tr 
O 


die  Dichtigkeit  des  flüssigen  Körpers  zc  i  ist,  und  blos  die 
Schwere  auf  ihn  wirkt.  —-  Hier  bezeichnet  h  eine  noch 
unbestimmte  beständige  Oröfse. 

Soll  die  Oberfläche  eine  freie  Oberfläche  seyn ,  so  wird 


c*' 


p  =  o  für  z  "^a,  und  man  hat  daher  jetzt  fc  =  a  -f»  -— -,  und 

der  Druck  ist  allgemein  p  s=  a  -—  z,    genau  so,   als  ^enn 
das  Fluidum  in  Ruhe  wäre  *), 


*)  Einige  ScIurifUteller  hähen  gehabt,    dals  diet«i  nicht   der  Fall 
sey,    woTon  mtn  in  La  Alsdorfs  Lehrb.  der  HydrauL  S.  96. 
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In  der  Wirlüichlielt  kann  es  Keinen  Canal  geben ,   vA^ 
bei  freier  horlsonTaler  Oberfläche  die  Bewegung  gl^i^hforv 
mig  wäre;    denn  hei  jeder  Bewegung  leidet  das  Fluidem 
'einigen  Widerstand ,  und  um  diesen  su  überwinden,  ist  ein 
Abhang  der  Oberfläche  nothweadig.     Wollte  man  diesen 
.Widerstand  mit  in  Betrachtung  ziehen ,   sq  käme  er  als  be- 
acbleunigende^Kraft,    die  der  Richtung  der  Bewegung  ent* 
gegenwirkt ,  llHer  |lechnung  vor ;   aber  dieses  würde  die 
Tornielp    sehr  ^^vickelt  machen^    weil    dann   die  bisher 
immer  angenomn^^ne  Voraussetzung,    dafs  die  von  den  be- 
schleuaiigenden  Klüften   abhängenden   Glieder   im,.  Werthe 
von  dfj  fdr  sich  .integrabel  sind,    nicht  mehr  so  geradezu 
geltpn  könnte  $  denn  der  Widerstand  ist  eine  Function  der^ 
Geschwindigkeit,  und  die  Integrabilität  jener  Glieder  findet 
also  nicht  ohne  Ausnahme  Statt. 

fti3  eX  Zweites  ExempeL  Die  Oberfläche  sey 
eine  gleichseitige  liyperbel,  deren  eine  Asymtote  der  ho* 
rizontale  Boden  selbst  ist«'  ^  ' 

Rechnet  mau  die  Coordinaten  der  Oberfläche  vom  Mit- 
telpunkte der  Hyperbel  an,  und  setzt  ihre  halbe  Axe  as  a, 

so  hat  man  s  ^=s  —  für  jeden  Punkt  der  Oberfläche«    Ei 
nuTs  also  hier 

Const=  ^F:   \x  +  -yjF 


=  ^F:   [. 


fijv 


SLX 


J 


\ 


und  Woltmans  Beitr.  s.  hydr.  Ardiit  Band  I.  S.  i40i  mehrertS 
lesen  kann.  Aus  4cr  oben  geführten  Rechnung  erhellt  der  Grund 
des  Inthums  leicht  Langsdorfs  Vertheidigung  des  Satzes, 
dafs  der  Dmck  bei  der  horizontitl^n  Bewegung,  wenn  sie  so^  wie 
li'er  sogenonunen  ist,  ges6faiehty  ungeSndert  bleibe,  ist  also  rirh-* 
tig;  ab^rwas  ür  derselben  Anmerkung,  sogleich  darauf  folgt,  dafs 
man  bei  nicht  l^orizontal^m  Boden  aus  dem  eben  bestimmten 
Drucke  durch  Zwiegnng  den  auf  den  Boden  senkrechten  X)ruck- 
finde,  >ist  gaiis  falsch  r-  j'ener  Druck  ist  selbst  der  attf  jede 
Fläche ,  Wflir jTof  «r  wirkt ,  tenkiech^  Drmik.  B« 
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/eyn.  Man  nehme  nun  an ,  dafs  die  Function  'F  :  »  durch 
eine  Reihe  ausgedrückt  werde : 

und  verstehe  unter  »  die  höchste  Potenz  ^  welche  In  der 
Reihe  vorkommt ^  so  dafs  /3  ^kleiner  als  «^  und  jode  folgend« 
JPotenz  noch  niedriger  sey»  so  hätte  man 

+  etc.  • 

Entwickelt  man  diese  Reihen,  so  kommt 

Const=:k2.«.aV — »•*'         — :  ■■■,.,■  ,a°\/ — x.x 

1.2. 3*  a* 

+jBÄ.aV  —  x.ar —    ■      '^ — +  efct« 

i.a.3.         8* 

4"  Cy.a^  yf-^x . jf*^""*— •  +  etc. 

«^  ■    ■   '  ,     ■       ■      ■        I         — *.  ^j*^ 

1.2.3.4.5.  -ft* 

Wo  man  leicht  die  ahnlichen  Reihen ,  wodurch  die  folgen* 
den  Potenlen  ausgedrückt  werden  ^  hinzufügen  könnte^ 
Da  nun  j8  die  zunächst  auf «  folgende  niedrigere  Potenz  ist,  so 
kann  das  Glied,  welches  x  zur  Potenz  /S*— 2  erhöhen  enthält, 
nicht  das  Glied  aufheben ,  wo  die  Potenz  «  —  C  vorkommt, 
die  Potenz  y  -^  s^  ist  noch  kleiner,  kurz  es  köülmt  kern 
Glied  vor ,   wo  die  Potenz  von  x  mit  «  —  fl  übereinkäme  $ 

das  Glied)  welches  x  enthält,  mufs  also  selbst  bestän- 

dig seyn ,  das  ist  «  —  a  mufs  ä=  o  seyn.  In  diesem  ("alle 
aber  fallen  alle  folgenden  in  A  multipliclrten  Glieder  weg, 

tind  das  Glied,  welches  den  Factor  x  hat,  bleibrxvieder 

isolirt  stehen,  mithin  mufs  auch  ^  =2  seyn;  kurz  es 
kommt  in  der  ganzen  fingirten  Reihe  keine  andre  Poten» 
vor,  als  die  aivreitf  |  luid  es  ist  <F :  jr  aas  ^»^» 


y.Absch.  FiäUtWod.Formeludx'i'^dy'irwäzintegraleL   tlQj 


d.  IF:  X 

also  —— ; s=  F^  jr 

dx 

In  jedem  Punkte  der  Oberfläche  ist  also 

«V— 0 


^^x. 


U=  2A 


+  2-A 

oderu=s:  ^Ax 

2A.a* 
und  w  =  —    ' 


a*/— 0 


fix 


Der  Druck  aber  ist  p  =  i 


A  — 


fix 


^  J 


also  nicht  in  jedem  Funlae   der  Oherüäqhe   gleich,    diese 
kann  daher  keine  £reie  Oberfläche  seyn. 

In  jedem  andern  Punkte  wird    ' 

iü=  —  4Azy 

4bA^ 
uiid  p  ==:  Z»  (h  —  z)  —  (x^  +  z^)  , 

Vfo  h  eine  unbestimmte  beständige  Gröfse  ist. 

Die  in  jeder  Secunde  durch  irgend  einen  rerticaleii 
Querschnitt  laufende  Wassermasse  ist  *s=:  judt^sz  ^Axs 
==  9,Aa^  y  ^  wenn  also  diese  gegeben  ist,  so  ist  die  Zahl  A 
hekajint;  um  aber  h  zu  bestimmen,  milfste  der  Druck  in 
irg^d  einem  Punkte  bekannt  seyn. 

^15  /)•  In  dem  eben  betrachteten  Falle  kann  man  di^ 
Form  der  Function  F :  x  auch  noch  auf  einem  andern  Wege 
bestimmen.  Zufolge  der  allgemeinen  Lehren  des  letztei^ 
Pjroblems  mufs  nämlich 


{ 


ds 


.F:(x+j /-.!)==: 


ds 

dx 


.PiCx^Sy/^'^l) 


seyn,  wenn  j  die  Ordinate  der  Oberfläche  ist,    die  mit  der 
Abscisse  X  zusammengehört.     Für  die  hyperbolische  Ober- 

ds  a^ 

fläche  ist  "v^  =»  —         ■ ,   also  muls  hier 
dx  öÄ* 


/  ■ 
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['- 


/- 


ix 


.F: 


*4 


«?/- 


*+ 


&x 


.^: 


styn.     Nenne  ich  hier  x  — 

und  ;c  + 


2X 


a^  /-  x] 


fix 


2  JC 


a»/- 


ajc 


.?. 


wo  Ä  w  eine  endliche  Differenz  = 


bezeichnet,  nni 


welche  »  wächst »  so  soll 


F;(»+A»)        F:- 


'  +  A» 


=  —  scyn, 


Bezeichne  ich  nun  dl Ajrörse,  um  welche  F :  »  wächst, 
wenn  «+  Am  aus  m  wird,  mit  A(F:«),  so  läfst  sich  diese 
Gleichung  auch  so  ausdrücken : 

•  [F:»  +  A(F: «)]  =*(«  +  A»)  f  •  •♦ 
oder  M  ♦  A(F:«)  =  A«  .  F:», 
d«s  heifst,   die  Function  Fiw  hat  zu  ihrer  Differ^z  eben 
das  Verhältnifs ,   welches  die  Gröfse  m  zu  der  ihrigci  ha^: 
'diesea  aber  findet  Statt,   wenn  Fi  m  =s  JB#  und  B  eine  be«> 
•tändige  Grölse  ist« 

Diese  Auflösung  *  kommt  mit  der  vorigen  überein, 
'wenn, man  hier  statt  ß  den  dortigen  Werth  :=:2A  setzt: 
ich  führe  sie  an,  weil  man  vielleicht  in  andern  Fällen  bald 
diese  Methode^  bald  die  vorige^  mit  mehr  Vorthdil  möchte 
Krauchen  können*  In  den  meisten  Fällen  aber  wird  die 
Rechnung  aÜ  zu  verwickelt,  und  die  Bestimmung  der  Fun- 
ction F  gelingt  nur  selten,  indefs  läfst  sich  doch  hoffen, 
.  dafs  die  Schwierigkeit  der  Rechnung  sich  noch  in  mehrern 
Fällen  möchte  besiegen  lassfen,  und  dann  könnte  diese  Me- 
thode sehr  mannigfaltige  Anwendung  erlauben. 

ftij  ")*  Zuweilen  köniien  auch  einzelne  Umstände  der 
Bewegung  dazu  dienen  ,  die  Fuiwtion  F,  wenn  auch  nicht 
völlig ,  doch  wenigstens  etwas  naher  zu  bestimmen*     Sollte 
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2.  B.  bei  fatMrIzontalem  Bodea  die  Bewegung  aller  Tbei}- 
chen j  die  in  det  durch  den  Anfangspunkt  der^  Abscissen  x 
gezognen  Verticale  liegen  ^  horizontal  seyn  /  ,^bo  müfste  für 
jc  =  o^  w  =  o  werden  bei  jedem  Wcrthc  von  Zy  man  hätte 
also  F:  (+«V^t-  i)  =  i**:  ( — z^ —  x),  oder  die  Function 
F :.z  müfste  so  von  der  Gröfse  z  abhängen  ^  dafs  sie  einerlei 
Werth  erhielte,  z  möchte  positiv  oder  negativ  seyn.  Gäbe 
e's  eine  zweite  Verticale,  wo  wieder  die  Bewegung  aller 
ThpUchen  horizontal  wäre ,  und  wäre  für  diese  Stelle  x^za^ 
so  müfste  *•         . 

Ufz=:^—iF:(a  +  z  /-^  1)  —  /-^  X  .F;  (a—z/—  x)  =  o 

und  F:  Ca+z/— i)ÄF:Cä— z/— i) 
aeyti  für  Jeden  Werth  von  %^     Aber  vermöge  der  ersten  Bö- 
dingung  ist  N  ' 

F:(a  — z/'^i)=F:(— a+z>^— i);  also  auch 
F:C«  +  z/— i;=F:(— «+z/— i)  =  Fj(— a— z/"—. 1), 
und  u)  w^ird  wieder  =  o ,  vt^enn  *  ?=  — ^  a  ist :  also  gibt  es 
noch  eine  dritte  Verticale,  wo  die  Bewegung  wieder  ganz 
liori^ontal  ist,  wdnn  sie  es  In  jenen  beiden  war.  Man  kaiin 
weiter  sch^iefsen:  da  a  eine  beständige  Grüfiie  ist,  60*  folgt 
ius  FTrCa+z/"-— i)  =  F:  (— ^tt+z/^-^  i),  auch 

Und  aus  F\{a  —  z^ — t)  =  F:( — a  +  z/^— x), 

auch  Ft(2a— t/— x)=F:(+ic/"— 0==:Fi(-^;i/"-^|). 

£s  wird  also  für  iv  s=:  fi  a,  wo 

iü=/'«-^x.F:(2a+z>^ —  »)-*-/^^xF:Caa — z/'^-'i)ist, 
«;  abermals  £=  o  für  jeden  Werth  von  z,  und  man  überzeugt 
•ich  leicht,  dafs  eben  'das  erfolgt,  wenn  xar:  ±  na  ist, 
n  mag ,  welche  ganze  Zahl  mau  will ,   bedeuten« 

Wenn  also  für  x  =t  o  und  « ss  a  die  Bewegung  in 
iillen  Höben  horizontal  ist,  äo  wird  für  jcrso'  oder  ^  =  20, 
oder  x'=±z±  ann,  allemal  u  =  2*F:  (+«^ —  1»  «ter  füt 
«=±11,  a;=:3a,  a=±(aft+i)a,  Mx=2F:(a-J-zV — O- 
Betrachtet  man  hingegen  andre  Vertlcallinien ,  wo  *  =^, 
oder  =  ±  (2  a  +  y),  oder  =  ±  (2  na  '\ry)s  •<>  wird  in 
allen  diesen  ujoai  a«  von  einaindev  entfernten  Verticalliniea 

O 
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w=/—  1 .  F:  Cx,+s/—  I)  — /—  1 .  F:  (y  _z/— i) , 
folglich  ist  die  ganze  Bewegung  in  allen  denjenigen  Tiinkten 
gleich,  die  in  gleichen  Höhen  um  2«  von  einandir  ablie- 
gen. Hat  also  der  flüssige  Körper  eine  freie  Obe «{Liebe, 
deren  höchster  Pupkt  mit  der  Abscisse  jc  =:  y  zusammor.ge- 
hört,  so  kommen  eben  so  hohe  Punkte  der  Obef flache  wie- 
der vor,  wenn  man  die  Abscisse  jc=  ±  (2a  +  y)  oder 
=  ±  (2na  -4"  y)  nimmt,  und  die  ganze  Oberfläche  bildet 
eine  wellenförmige  Linie, 

^llen  diesen  Bedingungen  für  die  Form  der  Function 
F,  welche  ich  aus  der  Voraussetzung,  dafs  in  zwei  ver- 
schiedenen Verticallinien  die  ganze  Bewegung  horizontal 
sey,  hergeleitet  habq,  entspricht  der  Werth 


x^ 


r  .  Cos.  — 
r 


wenn  ich  r  =:  —  annehme.     Denn  der  Cosinus  des  Bogent 


—  erhält  einerlei  Werthe  für  positive  und  negative  jr,    und 


einerlei  Werthe,  «mag==y  oder  =  ±  2nrjr  -|-  y  seyn.  Also 

f  A 

thut  die  Voraussetzung  F\xz=zf\    r  Cos.  —     wenigstens 

d^n  Bedingungen  Genüge,  obgleich  nicht  erwiesen  ist,  dafs 
sie  alle  Fälle,  wo  die  Bewegung  an  einigen  Stellen  hori* 
zontal  wird,  umfasse.  Diese  Voraussetzung  verdiente 
daher  wohl  eine  nähere  Betrachtung,  aber  ich  habe  keinen 
Fall  gefunden ,  wo  die  aus  der  Figur  der  Oberfläche  abge* 
leiteten  Formeln  nicht  allzuverwickelt  und  unauflöslich 
wurden.  Nimmt  man  aber  die  Form  der  Function  f  will- 
kürlich  an,  so  kotamt  man  meistens  auf  Fälle,  deren  Un- 
tersuchung ohne  Nutzen  ist,  und  die  gar  nicht  vorkommen 
können. 

2i3  ft).     Ich  gehe  jetzt  zu  einer  andern  Methode,  um 
Schlüsse  aus  den   allgemeinen  Formeid  zu  ziehen,    über* 
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JEs  gelten  dabei  noch  immet  die  Voraussetziungen :  'i)  dafs 
alle  Theilchen  in  parallelen  Verticalebenen  fortrücken  ^  dafs 
man  daher  die  auf  diese  Ebenen  senkiechte  Geschwindis:- 
]ieit  v=  o  setzen  hänn^  s)  dafs  blos  die  Schwere  auf  den 
flüssigen  Körper  wirkt ,  3)  dafs  die  Bewegung  von  der  Zeit 
unabhängig  oder  im  Beharrungsstande  ist,  und  4)  dafs  in 
allen  jenen  parallelen  Ebenen  die  Bewegung  ganz  einerlei 
sey^  nämlich  wenn  man  irgend  eine  Linie  senkrecht  auf 
diese  Ebenen  zieht,  'alle  in  derselben  Senkrechten  lie- 
genden Theilchen  sich  völlig  auf  einerlei  Weise.  bewe;;en^ 
so  dafs  man  nur  die  Bew^egung  in  einer  dieser  EbeiiPii  zu 
betrachten f  und  auf  die  dritte  Dimension  der  Theilchen 
des  Flüssigen  gar  nicht  zu  sehen  braucht«  Die  folgenden 
tJntersuchungen  untcrscbeiden  sich  aber  von  den  bisherigen 
dadurch,  dafs  wir  die  Voraussetzung  zum  Orunde  le;Tf»x); 
alle  Theilchen  des  flüssigen  Körpers  rücken 
auf  denjenigen  Linien  fort,  •  in  welchen  der 
Druck  gleich  grofs  ist;  so.  dafs,  wenn  man  sich 
durch  alle  Punkte,  in  welchen  einerlei  Druck  Statt  findet, 
Linien  gezogen  denkt,  diese  zugleich  den  Weg  aller  in 
denselben  liegenden  Theilchen  bezeichnen.  Ist  z.  B.  die 
Curvc  AB  (Fig.  32*  a)  durch  alle  Funkte  gezogen,  in  wel- 
chen der  Druck  =  a  ist ,  so  ist  hier  zugleich  Aß-  det  Weg, 
welche^i  jedes  in  dieser  Curve  liegende  Theilchen  Z  nimmt. 
Denkt  jtiau  sich  zwei  dieser  Curven  ab,  AB  sehr  nahe  au 
einander  gezogen,  wo  in  der.  einen  -  der  Dmck  =  a,  in  der 
Ändern  =  /»  +  da  seyn  mag,  so  mufs  offenbar  die  Bewegung 
fo  beschaffen  seyn,  dafs  erstlich  die  Geschwindigkeit  der 
zwischem  diesen  Curven  befindlichen  Theilchen  dem  senk- 
rechten Abstände  der  Curvep  von  einander  umgekehrt  pro- 
portional Bey  —  weil  kein  Theilchen  aus  diesen  GrSnzen 
heraustreten  soll,  also  durch  alle  Querschnitte  eine  gleiche 
Quantität  fliefsen  mufs  —  und  zweitens ,  dafs  der  Di-uck, 
welchen  die  zwischen  beiden  Curven  liegenden  Theilchen 
ausüben ,  überall  gleich  ==  da  sey.  Ucbrigens  wird  hier 
keine  bestimmte  Gestalt  des  Bodens  vorausgesetzt ,  sondern 
wir  betrachten  das  Fluidum  als  unbegränzt,  wenigstens  als 

Q  a       .         ' 
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nacli   dj^    Richtung  derjeiiigen    Ebenen    unbegranet,     in 
welchen  die  Theilche^  sich  fortbewegexv 

214,  Problem  42.  Alle  Theilchen  des  Flüssigen 
rücken  (indem  die  Voraussetzungen  des  vorigen  ß.  gelten) 
auf  denjenigen  Linien  fort ,  in  welchen  der  Druck  gleich 
grofs  ist;  man  soll  bestimmen ,  unter  welchen  Umständen 
eine  solche  Bewegung  bestehen  kann. 

Auflösung.  Wenn  wir  die  allgemeinen  Gleichun- 
gen des  195«  fi«  durch  die  Voraussetzungen  beschränken, 
welche  bisher  angenommen   und  im  vorigen  J$*    angeführt 


worden ,  sa  ist  der  Druck  pT=z  C^-^  z-^ 


u 


% 


+  w^ 


AS 


wenn 


man  die  Dichtigkeit  des  flüssigen  Körpers  =  i  setzt.     Für 
diejenigen  Curven  ajso,   in  welchen  einerlei  Drupk  p  =  a 


herrscht,  inufs 


u" 


w 


2 


As 


=  C  —  Z'. —  Ä  seyir,  und  (a*+  U)^) 


bezeichnet  hier  das  Quadrat  der  Geschwindigkeit  in  dem 
Funkte,  worauf  sich  auch  z  bezieht;  C  aber  ist  eine  unbe- 
stimmte bestandige  Gröfse.     Ich  will  diese  Geschwindigkeit 

=  V  setzen,  um  «kürzer  —  =  C—  a  —  2  zu  eihalten. 

Es  sej  imn  AB  (Fig.  32.  a)  ein  Theil  der  Curve,  in 
welcher  der  Druck  r^  a  ist ,  und  a  h  sey  die  zunächst  ober- 
halb liegende,  wo  er  =  a  —  Ja  in  jedem  Punkte  ist. 

Nimmt  man  an ,  dafs  für  x  z=2  o  die  Ordinate  dqp  Linie 
AB^  2  •=  fc  und  die  GeschwincliÄkeit  in  dem  so  bestimm- 
ten  Funkte  v  =  «  werde ,  so  erhält  man  zur  Bestimmung 
der  GrÖfse  C  '  -  ' 


2 


c  V 

—  =,  C  -^  a  -^^h.^  aho  — 
4^  AS 


45- 


+  h^z. 


In  demselben  Punkte,  wo  a;  sr  o  und  ä  =  fc  ist,  sey  ferner 
die  Richtung  >der  Bewegung  horizontal  *) ,    und .  der  Nor- 


*)  Ich   werde  nachher  aeigen,    dftfs   diese    anscheinend   willkürlich» 
Voraussetzung  die  AUgemeinhoit  der  Untersuchung  nicht  ciuschrä'nkt. 


'  y,Ahsch>  FälUyWod.Fofmeltidx^vdy^'wdzintegraheU   Ä13 


malabstand  der. beiden  Curven  AB^  ah  sey  hier  =^c2^,  so 
-wird  olFenbar  an  jeder  andern  Stelle  in  Z  der  Normalab- 

stand  3=  •  seyn.     Es  ^läfst  sieb  also  jetzt*  der  Druck  be- 

fttimnfien,    welchen  das  Thcllchen  Zy^    welches  zwischen 

beiden  Cvrven  liegt ,  auf  den  Punkt  Z  ausübt.     Da  nämlich 

Mie   Curve   in    dem   unbestimmten  Funkte  Z  unter  einem 

Winkel  gegen  den  Horizont  geneigt  ist,    dessen  Tangente 

dz  ^  •  . *         .    . 

=  —  ist  j  so  drückt  die  Masse  Zy  nicht  mit  ihrer  ganzen 

cdh  ...  • 

Schwere  =s  —  auf  die  Linie  A  Bj  sondern  nur  mit  einem 

•'    •      » 

cdh.dx 

Tbeile  derselbei?i,    der  =;=  — "  >^  .'  ^  1    ,  ^^  i«t, 

V  .  y  (aar  +  dz*) 

Wegen  der  Schwungkraft   aber,    vermöge,  welcher  es 
nach  der  Richtung  der  Tangente  fortzugelien  strebt,   übt  es 

cdii       V» 

den  Druck  :;=  — -  -.  —  aus ,    wenn  r  den  Krümmungs- 

V        2gr 

halbmesser-  an  dieser  Stelle  bezeichnet,  und  der  letztere 
Druck  vereinigt  sich  n\it  dem  erstem,  wenn  die  Curve 
gegen  die  Abscissenlinie  conVex  ist;  im  entgegengesetzten 
jfalle  mufs  er  davon  abgezogen^  werden.  Da  diese  Ver- 
schiedenheit der  Zeichen  durch  die  Formeln  für  den  Krüm- 
mungshalbmesser gelbst  angegeben  wird ,,  so  kann  ich  allge* 
mein  den  Druck  auf  den  Funkt  Zy  sofern  er  nämlich  von 
dem  Theilche»  Zy  herrührt , 

cdh    t  dx  u*,1    ^ 

~  ~    W(dx^  +  d^.^JYrf 

'setzen,  iixii  dieser  soll  überall  gleich  =:  da  seyn« 

Setze  ich  hier  füs  den  Krümmungshalbmesser  seiaca 

dz 

W^rth  r  = -z ,  so  ist 

dx 
J  


fii4     IT.  TA.  I.  Ahth.  Gesetze  der  Bewegung  flüssiger  Körper^ 

•  d» 

vda  ^  dx_  ^     ^'/(dx^+lz^)  ' 

oder,  weil  auch  2^dz  z=i  —  vdu  ist ^  ( wegeil  der  Vorauf' 

vdv 
Setzung  dp  = —  4z  —  "- —  =  o), 

vdv . da  dxdv  dx 

cdh   "^Tc^A*  +  dz^^^^^^ ^''^(dx^  +  dz^y 

da  dx 

2  cdh  yJidx^  +  dz^) 

^  < 

Die  Coustans  wird  bestimmt  durch  die  schon  erwähnt« 

Voraussetzung,    dafs  in  eben  dem  Punkte,    wo  i;  =  c  ist, 

die  Richtung  der  Curv©  horizontal  sey,    denn   dort   wird 

cd(C^  ^  da 

'—,-7-  ==  €  +  Const. ,    also  allgemeia ,    wenn  ich  —  sss  m. 

und  für  v^  seinen.  Werth  setze « 

vdx  ^  ^  ^ 

_____  ^  c  +  -j-  (fc— z), 

Dieses  ist  di^  horizontale  Geschwindigkeit  in, dem  Punkte 
Zi  die  verticale  Geschwindigkeit  ist  daher 

vdz  S^ 

Quadrirt  man  die  erstem,   und  setzt  für  v*  seinen  Weithj 
so  Ergibt  sich 


ix  = 


T"^ ^1 

'xnr 


und  diese  Gleichung  bestimmt  die  Natur  der  Curve  jiB^ 
oder  vielmehr  im  Allgemeinen  die  Niatur  allei*  Curven,  in 
welchen  der  Druck  gleich  grofs  ist«  Diese  Cur\nen  werde» 
indefs  nicht  alle  gleich,  weil  c,  h  und  m  nicht  ^ei  aUea 
einerlei  sind. 


t 
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/ 

Um  diese  Gleichung  zu  integriren ,  setze  ith 

TT T  CA  — 0  =  Sin.  ^%  , 

c*  (i  —  m) 

r*d^(ii — m) 
^dann  wird  dz  =  —  >  Sin.  2  0 

^'"^  , 

c*d(p       -2^*^^  (i — m)  Sin.  (p* 
und  J*  =-—  — r  —  — -"  f  ' 

woraus  folgt  x  :=• —  — r — \r  ^  '    '  Sin.  fl^, 

m^  2  771^ 

WO    keine   Constans   hinzukommt,     weil  jc    versch'vrnidet, 
wenn  z  =  k^  oder  ^  =  oist.     Da  z  einerlei  Werth  hehält,  ^ 

ip  mag  positiv  oder  negativ  seyn,   so  gehört  zu  el?en  dem  z 
auch  die  ALscisse 

,  c^  (p       c*(i — 7n) 

X  =  ^-T r —  Sin.  2  0, 

und  wenn  man  hier  — i —  s=  ik 

f*(l — m) 

und —  =  l  setzt , 

2m^g 

also  A — z  2=  1  (1--C0S.  2.^) 

und  am.  2  Q  =  v  ■        -. .    •        so  wird 

•  i  ■ 

*  =5=  —  /[a  ZCfc— 0  —  (4  -*)*  ]  + 

+ft .  Are.  Sm,       ■  — -r-  ♦ 

Dieses  ist  die  Gleichung  fiir  eine  verlängerte  Cycloide, 
wo  der  HaJhmesser  des  rotirenden  Kreises  =  k  y  der  Ah- 
stand  des  die  Cycloide  heschreihenden  Punkts  vom  Centra 
s=  1  ist.  Im  Allgemeinen  ist  es  also  gewifs,  '  dafs  alle 
Theilchen  ifii  Cycloidea  fortrücken ,  aber  es  hiufs  noch  be- 
stimmt werden,  wie  die  verschie^enek  Cycloiden  -gegen- 
"seitig  von  einander  abhängen. 

Aus  dem  oben  angegebenen  Werthe  der  vertlcalen  Ge- 
•ohwindigkeit  in  jedem  Funkte  eieht  man,    da£i  dieselbe 
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sweimal  verschwindet,  einmal,  wenn  z  =ft,  das  andere? 
mal,  wenn  z=:^— *2/  ist;  in  jenem  Falle  ist  die  Ge^ 
'8cL windigkeit  =s  c,  in  diesem  =3=/ (c*  +  85'0»  ^^^  ^* 
dort   der    Abstand   der    beiden    Curven  AB^   ßh,    azdti 

cdk 
war,  80  muA  er  hier  sss  ■  ">  ,   , r  scyn.     DieCuryeai 

mufs  ebenfalls  cycloidisch  seyn ,    wofern  also  auch  für  sie  * 
der  höchste  Fuiiht  der  Absciss^  x,=  o  zugehört,   so  kann 
sie  nur  darin  von  d^r  Linie  AB  verschieden  seyn ,    dj^fs  k 
.  und  l  andre  Werthe  haben ,  aber  man  überzeugt  sich  leicht^ 
dafs  k  für  alle  Cycloiden  einerlei  Werth  haben  mufs ;   denq 
'Sonst  würden  die  höchsten  Punkte ,   welche  den  Abscissen 
jc  =  fi^ir,    xs^/^kw  u.  s.  w.    zugehören,    nicht  mehr  bei 
^  allen  Cyi^loiden   zusammentreffen,   und  man  könnte  ab  so 
weit  fortsetzen,    ^afi  der  höchste  Punkt  'dieser  Cycloide 
mit  dem  niedrigsten  der  AB  ift  einer  Verticale  läge,  weK 
X  ches  offenbar  nicht  bestehen  kann.  •  Ich  kann  also  ,  wenn 
ich  von  einer  Cyoloide  zur  andern  fortgehe ,    blos  l  als  ver- 
änderlich betrachten ;   da  nun  für  den  höchsten  Punkt  der 
Cycloide  ab  die  Ordinate  z  =:=  A  -{-  d[/i  wird,   fiir  ihren  ma^ 

cdk  ,  • 

drigsten  Punkt  aber  z  =s  A  —  2  i  +  v,  ^  ,        ,, ,  so  ist  der 

Abstand  des  Punktes ,   Welcher  bei  der  Rotatioi^  diese  Cy^ 
cloide  beschreibt»  vom  Centi;p 

^Hidhh:^  - — 


I  + 


i 

oder»  wezm  ich  diesen  r:sl  +  äl  setze, 

üdl 


<* 


T. ssdt 

X 

.9  V    «^M    111»      ■■  ■■       »  ■ 


/ 


4+^1 


Es  läfst  sich  i^lse  \  allgemein  aus  v' ,  A  und  g  bestimmen* 
Abex  ^  ift(  sehr  verän4e4:lich ,  wir  aeut^n  nämlich  vorkia 


I 


und 


SLgm 


j  =  &und  i(i — m)s=?,  also mssr -7*7- 


«*  =2ff  ^— p^,  ferner  x  +^  ==  .  Aj^  «  J-g^„ 
folglich  dfe  = -r  (t+O. 

J 

' Ä  =  Z+  fe  log.  -7  +  Const, 

J  • 

Kennt  m^n   nun   den  Werth   von  Z  für  irgend  einen 
Werth  von  &,    dafs  er  z.  B.  da  =  n^  aejj    wo  fc  :p:  fc'  ist,  ^ 
ao  wird  ConsC  =  fc'  —  nfc  —  ä  log.  nA, 

^1,0 j^ =  '^s.  71. 

woraus  I  sigh  niclit  bequem  ausdrücken  lalst*      Well  aber 

» 

fc  — ^^2  die  Höhe  des  Mittelpunkts  ist ,  um  welchen  der  die 
Cycloide  beschreibende  Pun)tt  siqh  dreht,  so  hat  man  eine 
Gleichung  zwischen  dieser  und  dem  Abstände  L  Und  hie- 
mit  s^ud  alle  Umstände  der  Bewegung. bestimmt  *). 

f  •  .        .  . 

ai4.  ft).     £he  ich  weiter  gebe,  mu(s  ich  einige  Voraus« 

Setzungen,    die  im  vorigen  J).  zu  leichtsinnig  angenommen 

scheinen  konnten,   rechtfertigen.      Die  erste  ist,    dals  wir 

annahmen,    die   Curve  habe  irgend   einen  Punkt,    wo   sie 

horizontal  s^y ;    die  zweite  ist  die  allgemeine  Bestimmung 

der  Gröfse  2» 

Um  die  Bestimmung  der  Curve  jiB  durch  gar  keine 
Voraussetzung  zu  beschränken ,  ;nehme  ich  an ,  dafs  für 
a;  =  o,  zss  h  und  1;=  c  werd^,  wie  vorhin,  lasse  aber 
die  Richtung  der  Curve  in  diesem  Funkte  unbestimmt ,  und 


*)  Ich  bin  hier  f;röft|entheik  Herrn  Gerstnern  gefolgt^  Man  Ten* 
gleiche  desselben  Abhandlung  über  die  Theorie  der  Wellen,  m 
den  Abh.  der  böhmitehen  Gesellsch.  zu  Prag.  —  Auch  besonders 
^gedruckt  Frag  x8o4»  bei  Haas^  und  Widtmaon* 


s* 
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ncane  den  Winkel,  welchen  sie  liier  mit  dem, Horizonte 
Hiacht,  =  »:  dieses  ändert  die  beständige  Gröfse,  welche 
in  den  Wertb  der  horizontalen  Geschwindigkeit  eirtgeführl; 
wird.     Wir  fanden  nämlich 


vWjr 


also  jetzt,  weil  Const.  ä:  c  Cos.  «  —  |mc  wird, 
vdx  2^m 

7(5lM^  =  ;  Co«,  .  +  -^  (A-.). 
und  daraus  folgt 


dz  <  Cos.  »  +-^  (A  — *)> 


«•■^i^mi 


/<^c»Sin,«*  +  45'(A-z)  1 1_  m  Cos.  «.-■ ^(Ä_z;]  j> 

I 

Da  hier  der  unter  dem  Wurzelzeichen  stehende  Theil 

= C^— «) (i— mCos»)    +c*   I- 

i^jT^so  wird  die  Gleichung  bequemer  ausgedrückt,  Wenn  man 
,  • (i — m  Cos. »)  sar y  setzt ; 


— + 

m  m 


9 


m 
I 

m 


2  Cos.  » 

auch  wm  ich  1  +  -^  —    ■■   '  ■'  '  s=  y*  rennen. 


m 


Hiedurch  wird  Jz  =?=  — 


2-m 


und 


>ix£:3. — 


crf/ 


oder  ixzzz. —  


X  +  -^1 


V.  Ahuiu  JFoUtf,  wo i.  Formeludx'h  vdy^'wdz  imtgrnbeL    % i^ 


c*       •                  y           c 
also  X  =  — ^  Are.  Cos.  —  + 

oder  ^welches  einerlei  ist, 


/(y^c^r^y^)  +  CoQSt. 


= ;  •  Are.  Sin 


.  /(<^V— y*),.   <^ 


cy 


+ /(y»c*— y*j+  Const. 


2»m 


Fiir  z-sc  fc  wird  y  =35  c  Cos.  m  —  — '•  für  diesen  Werth  ron  y 
mufs  jc  verschwinden,  also,  wenn  man  für  y  seinen  Wertb 


0  =  Const + 


c*  Sin  « 


2^m 


Ä^m^ 


Are.  Sin, 

' 

Sin.  «e 

I           2Co<»M 

> 

werden.     Nenne  ich  also  * 

Are.  Sin.  yf 


! — 


<» 
.» 


Are.  Sin, 


'$in,  «"^ 


4/,  so  ist 


^^  --.  (ySiri.tp  —  ySin.  «J/)  +^  „la^^  —  'J')* 


Ugm 


m  -^^'^* 


Verändert  pian  aber  den  Anfangspunkt  der  Abscissen  sg^ 
daCi  die  neue  Abscisse  X  yerachwindet ,  wenn  y  =  «y  i;st, 
SQ  wird 

c^  A      y^  1 

X=^         ■ '  Arc^ Sin.  /   I r-r 

und  e$  gehört  dann  mit  der  Abscisse  JC  =  o  die  Ordinate 

.  X  =5  fe —--— r  (i+ym  —  m  Cos.  «) 
zusammen;  •nimmt  man  also  andre  Qrdinaten  JS  so,  daft 

—  Z  =  fc  —  1^  — i  (i+ym-^mCos^») 

ifV'ird^  so  findet  man 


SL-m' 


-< — -  iy-^cy)  un4 


äto     tL  Th»  L  Alnk,  Gesetze  der  Bewepmg flussiger  Korper. 
jr=/ Z^\  + 1  ArcSia.    ^ 


%gm  J 

welcbes  wieder  eine  Gleicliiuig  für  die  Cycloide  ist,    ivo 

Is= genommen   werden   muCi,    weil  c   hier  die  Go- 

echwindigkeit  in  demjenigen  Punkte  bedeutet ,  iro  der  Nei- 
gungswinkel =  «  ist  9    auf  eben  diesen  Funkt  bezielit  sich 

da 

auch  m,  und  wenn  m  hier  r=  —  ist,   so  bedeutet  dh    den 

an 

AbstAnd  der  beiden  Curven  in  eben  diesem  Punkte. 

Hieraus  erhellt  also  vollständig ,  dals  bei  keiner  andern 
Bewegung,  als  wenn  dieTbeilchen  inCyclpiden  fortrücken, 
die  Voraussetzung  des  Problems,  da{s  der^Veg  jedes  Tbeil- 
ckens  einerlei  sey  mit  der  Curve,  in  welcher  gleicher  Druck 
Statt  findet,  bestehen  könne. 

fii4  c).     Bei  der  Bestimmung  der  Gröfse  l  ist  zwar  in 

.der  Auflösung    des  Problems   bewiesen«   daSs  kein  andrer 

Werth   von   dl  angenommen   werden   könne   (wenigstens, 

wenn   die  höchsten   Funkte   aller  Cycloiden   in   derselben 

Verticale  liegen)  f  damit  aber  ist  noch  nicht  enviesen ,    daCi 

bei  dem  dort  angegebenen  Werthe  von  dl  wirklich  der  Nor« 

cdk 
malabstand  beider  Cycloiden  überall  =-^^-  sey»     denn  es 

konnte  ja  seyn ,  dals  die  angenommene  Art  der  Bewegung 
ganz  unmöglich  i^äre.  Um  also  zu  prüfen ,  ob  der  gefun- 
dene Werth  von  dl  den  Bedingungen  entspreche,  suche  "ich 
'einen  allgemeinen  Ausdruck  für  den  senkrechten  Abstand 
beider  Cycloiden  von  einander  in  jedem  Punkte. 

Ich  setze  für  die  erste  Cycloide  jiB  C^ig*  39  o.) 

x=i«-^ISin. 
die  Bweite 

k+dJi—x'=^0+^l)(^^  — 
Js=:k9'—(l+dt)SiD.  f'. 


V. Absehe  Fälle^woä,Form<ludx'\'vdy'\rwdtiiUegraM^    ttt 


Sollen  hier  die  Punkte,  deren  einer  durch  die  Coordi* 
naten  x^z^    der  andre  durch  x\z  hestimmt  idt,  sehr  nahd 
bei  einander  liegen ,  so  ist  (f!  —  ^,  sehr  klein,  nind  man  kfmn 
Sin»  <p'  z=i  Sin.  0  +  (^'  —  (fi)  Cos*  ^ , 
Cos.^'rs:  Cos.^ —  (^'  —  (f)  Sin.^  '  / 

aetsen,    also 

y  — af  =  (Äi— iCos.^)  C^'—  ^).—  <f<i  Sin.  ^, 

Für  zwei  Punkte  also  in  den  beiden  Cycloiden ,    deren  Ov* 
dinaten  gleich  z  o=zz  sind,  mufc  \    . 

dh  —  J/(i  —  Cos.^) 

^         ^  ISin.ip 

aeyn,  und  der  Unterschied  der  Abscissen  beider  ist  dana 

(h  —  lCos.^)dk  —  (k-\^t)dl(^t—Cos,(p) 
.;  ZSin,(p-  ^       ^ 

Dieser  Ausdruck  gibt  also  den  horizontalen  Abstand 
der  beidfen  Cycloiden  für  jeden  durch  (p  bestimmten  Punkt 
der  Lfinie  Aß  an.  Da  nun  die  Normallinie  Ton  j^B  auch 
als  spnkrecht  auf  n&  kann  betrachtet  werden ,  so  ist,  wenn 
der  Winkel  j  welchen  sie  mit  der  Abscissenlinie  ^macht» 
s=:  to  heifst,  das  Stück  Zy  =a  Zw  .  Cos.  f»^  und  Zw  ist 
das ,  was  wir  eben  (x  -» jr)  genannt  haben :  Cot.  m.  aber  ist 

dz 

,  also,  weil 


dz 


—  l  Sin,  0 


y/  (dx^  +  dz^)  /(h^-^2kl  Cos.  (p  +  l^),* 

Ck—lCos,(p)dh~(k+i:)dl(t—Cos.(p) 
^y—^  Y  C/i'^— 2A/Cos.0+i*)  ^  * 

Dieser  Ausdruck  für  den  Normalabstand  zweier  Cy* 
cloiden  ist  noch*  allgemein,  dh  und  df  mögen  Werthe'ha« 
ben,  welche  man  will:  in  unserm  Probleme  aber  sind  dif 
beiden  Curven  dem  Gesetze  unterworfen ,  dafa 

cdfc_  dh 


/[.;+ 


4^(/.-2)l 


sas     11,  Tfc«  I.  jibtlu  Gesetze  der  Bewegung  ßässiger  Körper, 


seyn  mufs ,   oder  =s 


<2Ä 


^  I   ^.       (/t—o* 


l 


wenn  man  für  e*  und  h  —  z  die   gehörigen  Werthe   setzt« 
Dieser  letzte  Werth  läfst  sich  aber  auch  so  ausdrücken : 

y  —   y/(ili^—2kLC0B,9  +  i'-'^ 

und  da  er  dem' allgenleincn  Werthe  gleich  seyn  mufs^    so 
bat  üian 

(fe_/)Jfi=(t— ZCos.^)*i  — (it  +  Orf/(i  — Cos.^)# 
oder  MA(i  — Cos.^)  =  (fe  +  /)  dZ(i  —  Cos.^)    ^ 

(k+d)di 


und  dh  = 


/ 


völlig,  wie  in  der  Auflösung  des  Problems.  Die  Bewegung 
kann  also  allerdings  bestehen,  wenn  k  unveränderlich, 
'1  aber  der  dortigen  Bestimn^ung  gemäfs  ist. 

214  d).  Die  Voraussetzung,  dafs  alle  Theilcheu  auf 
denjenigen  Linien  fortrücken,  in  welchen  der  Druck  gleich 
iat,  findet  also  nur  bei  einer  einzigen  Art  von  wellenför? 
mtger  Bewegung  Statt ^  deren  Gesetze  sich  aus  dem  in  der 
Auflösung  des  Problems  Angegebenen  leicht  umständlicher 
ableiten  lassen.  Verfolgt  man  den  Weg  irgend  eines  Theil» 
chens,  so  ist  die  horizontale  und  verticale  Geschwindigkeit 
schon  aus  d^m  Obigen  bekannt;  man  findet  aber  auch  die 
Zeit,'  in  welcher  es  voii  dem  Gipfel  einer  Welle  bis  zum 
Gipfel  der  nächsten  fortrückt;  denn  wenn  dt  die  Zeit  bc* 
deutet,  welche  e&  nöthig  hat,  um  sich  durch  den  horizon« 
talen  Raum  dx  fortzubewegen,  so  findet  man 


_  dx_ 
u 


cax 


..z 


+  Ä,^m  (//  — z/ 


oder,  wenn  ich  h  —  i  =  /  (1  —  Cos.  p)  setze  f  und  für  c  und 
m  und  dx  ihre  Werfhe 


dt  =  d^./ 


i2, 


0- 


tÄ^/ 


25 


,   k  -2t. 

•      ■  2*  g 
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wird'^  füt  den  Raum  zwischen  z\rei  Wellen  gipfeln.  Dm 
Zeit  also,  welche  ein  Wassertheilchen  braucht,  um  über 
eine  ganae  Welle  fortzulaufen,  hängt  blos  von  A,  blos  von 
der  Breite  der  Welle  ab,  und  wenn  diese  Zeit  =  T  bekannt 
ist,  nebst  der  Geschwindigkeit  des  Wassers  auf^dem  Gipfel 
der  Welle  s=  c,    60  kann  mau  die  Höhe  der  Welle  =  a  ,  I 

.  .     .  T  feT     ^]  ; 

bestimmen,  denn  diese  ist  alsdann  = -^    —  —*  c  ,       Bei 

gleicher  Breite  sind  also  die  Wellen  desto  höher,  je  kleiner 
die  Geschwindigkeit  des  Wassers  an  ihrer  höchsten  SteSe 
ist.  .  , 

Auch  der  Druck,    den  jedes  Wassertheilchen  leidet| 
läfst  »ich  nun  bestimmen ,  denn  wir  fanden  * 

""-   dh  -  dh  -+[  k  Y 

Setse  ich  also  hier  für  d  h  seinen  Werth ,  so  wird 

da  oder  dp  =  "  .  .  , 

und  folglich,  wenn  an  der  Oberfläche  p  =z  o  und  Izsnk 
seyu  soll,  für  jede  andre  Cycloide 

nk        (Pfi*^/*)  . 

y^f^H-r 71 — * 

und  die  höchste  Stelle  derjenigen  Cycloide^  wo  der  Druck 
so  grofs  ist,  liegt  um  die  Tiefe 

'  i       ^ 

h  -^  fc  =  Art  —  l  — A  log.  — £ 

unter  der  höchsten  Stelle   der  Oberfläche,     Man  da tf  aber  ^ 
diese  Gleichung  für  den  .Druck  nur  da  anwenden^  wo  die 
Bewegung  ununterbrochen  fortgeht,    z.  B.  auf  die  Seiten- 
wände des  Canals ,  nicht  aber  auf  einen  die  Bewegting  hem* 
meuden  oder  störenden  Gegenstand. 

214  «)•  Obgleich  wir  ^ber  hiedurch  im  Besitze  einer 
Theorie  der  Wellen  zu  seyn  scheinen,  so  darf  man  doch 
diejenigen  Umstände  ^uch  nicht  übersehen,    über  welch« 


aa4     ^  '^^  ^*  Abtiu  Gesetz^  der  Bewegungßussi^er  Körper, 

imire  Theotle  keine  genügende  Aufschlüsse  gibt.  Diese 
find  vorzüglich  das  Fertlaufen  der  Welle  auf  der  Oberfläche 
des  Wassers  und  die  Abhängigkeit  der  Wellenbevregung 
von  der  Tiefe  des  Gewässers.  In  Rücksicht  des  letztem 
Gegenstandes  nämlich  gibt  die  Theorie'  zwar  an ,  dafs  die 
tiefer  liegenden  Cycloiden  immer  flacher  werden ,  aber  er&t 
in  einer  unendlichen  Tiefe  verwandeln  sie  sich  in  gerade 
Hörizontalllhien ,  und  es  könnten  daher  hiernach  über 
^  einem  horizontalem  Boden  nur  Wellen,  deren  Höhe  gegen 
die  Tiefe  des  Wassers  unendlich  klein  wäre,  entstehen« 
Man  sieht  also  zwar ,  dafs  sehr  hohe  Wellen  nur  auf  sehr  . 
tiefen  Gewässern  Statt  finden  Icönnen ,  aber  über  das  Ge- 
setz ,  wie  Höhe  der  Wellbn  und  Tiefe  des  Wassers  von  ein* 
ander  abhängen,  fragt  man  die  Theorie  vergebens.  Dage«- 
gen  gibt  sie  aber  ein  Gesetz  an,  wie  /,  und  eben  dadurch 
auch  wie  c  unterhalb  der  Oberfläche  abnehmen  soll ,  und  in 
der  Natur  fi.ndet  höchst  wahrscheinlich  -auch  dieses  Gesetz 
nicht  Statt;  denn  die  Störung  des  Gleichgewichts,  welche 
Wellen  hervorbringt,  findet  meistens  ursprünglich  nur  an 
der  Oberfläche  Statt,  da  hingegen  unsre  Theorie-  zu  Verlan* 
gin  ftcheint  (denn  eigentlich  fragen  Wir  nach  deiit  Anfangt 
und  der  Ursache  der  Bewegung  gar  nicht}  ^  dafs  sie  nach 
einem  genau  bestiihmten  Gesetze  auch  in  der  Tiefe  noch 
vriike. 

Da«  fortlaufen  der  Wellen  streitet  zwar  niit  der  gegen« 
wartigen  Theorie  nicht,  denn  diese  besteht  allerdings  auph 
dann  noch,  wenn  die  ganze  Wassermasse  mit  einerlei  Ge» 
schwindigkeit  horizontal  fortgeführt  wird;  aber  wodurch 
diese  allen  Theilchen  gemeinschaftliche  Bewegung  hervor- 
gebracht werden  mag,  darüber  belehrt  die  Theorie  una 
nichti  Indefs  ist  so  viel  göwifs  —  wenn  die  Geschwin* 
digkeit  c  auf  dem  Gipfel  einer  Welle  grösser  ist,  als  sie 
nach  dem  Werthe  von  2  und/i  seyn  sollte,  so  Wird  die  re- 
guläre Bewegung  nicht  eher  Statt  finden  köhnen,  als  bis 
die  Wellen  eine  ^  jenem  Uebermaafse  von  Geschwindigkeit 
angemessene  fortrückende  Bewegung  angenommen  haben. 


» * 
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peber  die  Art,  wie  diese  fortrückende  Bewegung  Liedurch 
liervorgebractt  wird  ,  liefsen  sich  allenfalls  Uiitersuchunoea 
anstellen,'  aber,  so  viel  ich  einsehe,  dürften  diese  nicht 
auf  die  Voraussetzung  gegründet  werdisa ,  dafs  der  We*r 
jedes  Tfaeilchens  mit  den  Linien,  welche  gleichen  Druclt 
leiden,  einerlei  sey.  Nimmt  man  auf  dieses  Fortlaufen  r!er 
Wellen  Rücksicht,  so  läfst  sich  eine  Wellenbewegung  den- 
ken, wobei  fedes  Wassertheilchen  blos  einen  Kreis  be- 
schreibt, also  immer  auf  seine  vorige  Stelle  zurückkommt. 
Dieses  findet  nämlich  Statt,  wenn  man  annimmt,  die  ganze 
Wassermasse  werde  eben  so  schnell  rückwärts  bewegt,  als 
der  Mittelpunkt  des  rotirenden  Kreises,  welcher  die  Cy- 
clo ide  beschreibt,  vorwärts  rückt  *^. 

Ich* breche  diese  Untersuchung  hier  ab,  und  schliefse 
diesen  Abschnitt  'mit  noch  einigen  allgemeinen  Betrachtun- 
gen über  die  Falle,  wo  die  Formel  udx  -f-i;dy-(-  wdz  für 
sich  integrahel  ist,  welchen  dieser  Abschnitt  gewidmet  war. 

215.  Der  glückliche  Erfolg  der  Thtegration  in  dem 
Falle,    da  w  nur  voo  zwei  veränderlichen  Grufsen  abhing 


(ß-  1990»  o<ler 


.2 


=  o  war,   könnte  die  Ilof- 


nung  zu  begründen  scheinen,    dafs  auch    die  allgemeinere 
Gleichung  des  195.  Q. 


d^r 


M*J1 


dV 


sich  werde  allgemein  integriren  lassen  —  aber  diese  Hof- 
nung  würde  zu  früh  gefafst  seyn.  Der  vollständige  Werth 
von  1  müfste  hier  durch  zwei,  Functionen  zweier  veränder- 
lichen Gröfsen  ausgedrückt  werden;  aber  dieses  läfst  sich 
wenigstens  nicht  in  zwei  Gliedern  bewerkstelligen ;  durch 
eine  Reihe,  deren  Glieder  von  zwei  unbestimmten  Functio- 
nen abhingen ,  wäre  es  wahrscheinlich  möglich* 


*)  Gerstne^r    scigt   dieses  umständlich  in  de.  erwähnten  Abhand- 
lung.     .  ^ 
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Nach  der  Analogie  könnte  man  vcrmuthen ,    dafs  der 
Werth  von  I  sich  durch 

f-  [(^-b-/— O,  C*+=/-0]+/:[(A:-y/— O-C*— */— 0] 
ausdrücken  lasse,  aber  es  läf^t  sich  allgemein  beweisen» 
dafs  wenn  Q  irgend  eine' Function  von  x  und  ^^  m  irgend 
eine  Function  von  x  und  z  bezeichnet,  I  sich  nicht  durch 
Fl  (Q)  »}»  also  auch  nicht,  vi^enn  ü\  «'  ähnliche  Bedeutun- 
gen haben ,  durch  F  :  (ß^  «)  -f*  / :  (Q>\  O  ausdrücken  lasse. 

I 

2 15  h).  Um  diesen«  allgemeinen  Beweis  zu  führen, 
mufs  ijch  noch  einiges  über  die  Beslimm;^ng  der  Differentiale 
solcher  Functionen  anführen,  welche  auf  unbestimmte 
Weise  von  zwei  veränderlichen  Grölj^en  abhängen.  Es  sey 
2  =  f :  (jc,  y),  nämlich  eine  solche  Function ,  die  vielleicht 
auf  ganz  andre  Weise  von  y,  als  von  x  abhängt;  so  läfst 
sich  das  Diffefential  dz  auch  nur  ganz  unbestimmt  aus- 
drücken.* Um  indefs  die  Rechnung  bequemer  zu  führen, 
bezeichne  ich  die  gemeinschaftlichen  Factoren  der  partiellen 


Differentiale 


Wz 
dsc 


dz 


'  \    ' 


mltf:  (Xty)^'  diejenigen  Facto- 
ren aber,  welche  jedem  dieser  partiellen  Differentiale  eigene 
thümlich  Sind,  mit^,  0*,  so  dafs 

dz  =  (fdx+,9dy).f':(xj  y)  istT 

Da  nun,  wenn  auch  bestimmt  wäre,  wie  z  von  x  ab- 
hängt, damit  noch  gar  nichts  über  die  Abhängigkeit  von  y 
bestimmt  ist,  so  müssen  p  und  a  als  völlig  unabhängig  von 
f  :  (jT,  y)  betrachtet  werden.     Indefs  hat  man 


(d 


{dz\ 


.^X 


— ^r '  (^'^> 


=2f.f'  ;  '(ä-,  y)  und 

Ich   differentiire   nun   abermals,     und   setze    auf  ähnlicht 
Weise,  wie  vorhin, 

d.f:(xyy)  —  (ldx+(pdy)f':(x,y), 
also  das  partielle  Differential 


l        dx 


=  7  /"  :  Cv,  >). 


y.Absch*  Fälle^woi.Formeludx'\rväy.'{'w dzintegrahcL    «7 
Hiedurch  wird 


aber  auch 


•/':CV,J')+f9./':(*,^X 


=  j:.  /':C*.^)+«'7/"  =  c-,j'). 


und  da  beide  Werthe  gleich  geyn  müssen,  aber  die  Functio- 
nen f  und  f"  nicht  durch  einander  bestimmt  werden»  dür* 


fen,     so  mufs  nothwendig 


d  ff 
,dxj 


1 
odfli*  ^dx  +  ffdy 


eine  für  sich  integrable  Formel  seyn^  und  zweitens  müTs 
^(p-^z  a^  seyn.  Was  also  auch  f  \  (jXj  y)  für  eine  Function 
aeyu  mag,  so  werden  allemal  diese  Bedingungen  Statt  fin- 
den, und  man  wird 

(d^z)     (dp^  '        ,, 


ydXj 


und 


d-^ 


setzen  können,  oder  weil 

d ./': C^,j)  =- 0^*  +  ^^y) /"•(*» y)t 

und  man  den  gemeinschaftlichen  Factor  —  alsmitin/":(Ar,jf> 
enthalten,  betrachten  kann, 

wo  nun  zwischen  g  rrnd  «•  blo»  di«  Vergleichung  \j-\  =]  j-j  > 
Statt  findet.  - 

■ 

&15  f).  Die  Gröfseu  ä-,  y  könnten  selbst  wieder  Fun- 
ctionen andrer  Veränderlichen  seyn,  und  dieser  Fall  ist  es 
eigentlich,  den  wir  betrachten  müssen,  um  zu  beweisen, 
dafs  i  nicht  =/:  (ß,  »)  seyn  könne,  wenn  Q  blos  von  A,y, 
tind  m  blos  von  x  uäi  z  abhängt»      Wäre  allgemein  S2  eine 

P  a 


tfiß     IL  TL  t  Ahth.  Geseue  der  Bewegung  flüssiger  Körper. 

Function  der  drei  GrÖfsen  Xy  y«  z\  und  «  eine  andre  Fun* 
ction  eben  dieser  GrÖfseu ,  und  nun  i  =  ^ :  (Q,  w) ,  so 
würden,  nach  dem  Vorigen,  die  Differentiale  sich  so  aus- 
drücken lassen : 

dlI=:(^dß  +  crd«)/':(0,  «),  oder       . 

dx 


dl 


dx  + 


\        * 


dx  + 


(da) 
f  [Tz 


'dm]  (da) 

Tri 'y  +  [[Ty]'^ 

fatü 


d%  +  ff  M  dz\ /' :  (Q,  .;. 

{dn       r  (da)        {d»'\^ 

Weil  nun ,  wie  im  vorigen  ß.  bewiesen  ist ,     » 
~    J./' :  C0»*)  =  (f«'ß  +  ^^«)/"-Cß>  »)»    80  wird 


) 


{'(S)  +  '(5i)}'/'^*-> 


(d*r\  (d*T\ 

Di«  partiellen  Differentiale  j  j~; U  1"}*»    werden  auf  ganz 

ähnlich^    Weise    ausgedrückt.       Wir  wissen  'aber,     dalii 
[dt\        [dc\ 


\dx\  \dü^ 


idÜ 


'df) 


[dx} 
(dt\  ^  (d£\ f d»" 


du 

* 

VA 


dti 

Tx 

I 

(dü\ 


dx 


,  daher 


[d^I]      ,  .  r  (eh,)  tdm]  a     fd  f\  (da] «       (df)  (da]  (dm]^. 

+/ -«^'p] + '(£)}+/■  ■»-'•{'(^]  +'[S}'' 


-^ 
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und  man   kann    jetzt  auch 


5?j 


und 


dz^ 


ausdrücken, 


wenn  man  nur  immer  dyX}dev  dz  statt  <2jr  schreibt. 

Soll  nun  f :,  (ü^  m)  eine  ToUig  unbestimmte  Function 
bleiben »  so  darf  man  die  Gröfsen  J'  :  (ß,  «) ,  f"  :  (Q,  »)  und 
ff  ff  gar  nicht  als  von  einander  abhängig  betrachten.  Wenn 
also  eine  Gleichung  zwischen  den  partiellen  Differentialen 
von  J.  gegeben  ist,  ^  so  müfste  man  daraus  die  VVertbe  von' 
Qy  w  herleiten »  aber  alles ,  was  die  Form  der  Function  J 
herrift,  unbestimmt  lassen;  denp  die  einzige  Y^gleic^hung 
zwischen  ^  und  ff^  welche ,  ohne,f  zu  beschränken  ^  Statt 
findet  y  haben  wir  schon  in  dem  letzten  Ausdrucke  benutzt. 

(d^I\        (d^I] 


Soll  also 
df 


da 


+ 


+  2 


\d(r\    [- 


dx' 

da 


dx 
du 


Idm 

\d 
\d 


[\d* 

dg\  ([da\ 

dl\my\dx\ 


+ 

da\ 
di 


da 

Ty 

d«i 
dy 


J 


wY'^ 


o  seya,  eo  wird 


\d„\i]  > 

\4 )  ^'  '•  ^°' 


•) 


dx'^ 

f  d^„ 

1    dx' 

V 

+ 
+ 

d'a 

dy- 
d'-m 
dy- 

da     dm  da 

—      —    +    — 

dy     dy  dz 

\d» 
d 


mv-- 


") 


r:|) /'  =  («> 


+/" :  (0,-)  [ 


dü\ 


m 


") 
dQ 


f 


l' 


dy 

da 
71 


U 


wo  man  das  letzte  Glied  noch  vollständiger  entwickeln, 
und  dann  jedes  einzelnen  Gliedes  Coefficienten  =s  o  setzen 
müfste. 

Aber  die  CoefiScienten  des  vierten  imd  fünften  Gliedes 
haben  eben  die  Form  ^   wie  die  Differentialgleichung  für  I 


ftjo     rr.Tfc»  hAhth.  Gesetze  der  Bewegung  ßüsslger  Körper» 

selb$t,  map  xnüTste  daher  hiernach  für  Q  und  tf  irgend  eineri 
der  Differentialgleichung  für  I  entsprechenden  particulärea 
Werth  setzen;    wir  kennen  als  solchen  die  Function 

f«C^+^ia»V — 1)>  »etze  ich  als^o 

«  =  F2(JIP+^ 2Zy/^ l),    SO  ist 

(day        ,  ^ 

—    =2/  — i.F':Cjp+J  +  2z/  — O, 

und  die  Coefficienten  der  heiden  ersten  Glieder ,  welche 
die  Summe  der  Quadrate  der  drei*  partiellen  ersten  Diife» 
rentiale  enthielten,  verschwinden  von  seihst;  d^r  Coefiicient 
des  dritten  Gliedes  aher  wird 

=  (i  +  »  +  £)F':(x+y+22;/'— O.F':C*+y— a=/— Ol 

vnd  verschwindcft  also  nicht:  man  könnte  ihn  verschwinden 
machen,  wenn  man  0  =  ß  setzt ,  aher  dann  hätte  man  dir 
J  nichts  Reiter,  als  den  schon  hekannteii  beschränkten 
Werth  i  «=y :  («  +  jv  -f-  22^-^  1). 

Wollte  man  die  Voraussetzung  versuchen ,  dafs  12  und 
I»  jede  blos  von  zwei  veränderlicbea  Gröfsen  abhingen, 
nämlich  Ü  blos  von  x  und  y ,   m  blos  von  x  und  z  y  so  ver- 

schwinden  die  Glieder,  welche 


.^«J 


und 


du 


Vi 


enthalten. 


Die  Coe£cienten  des  vierten  und  fünften  Gliedes  geben-, 
=  o^esetzty  dannO=±*F:(«+^>/^ — 1),  •=F:(jiP+z\/^ — 1), 
oder,  weil  man  hier  blos  particuläre  Werthejzu  nehmen 
braucht,    O  =  *  +  y  y/ —  l ,    w  =  Jc  +  z  yf —  j.     Es  wird 


daher  wieder 


dw 
dx 


o  und 


Wöl» 


dü\ 


aber  der  CoeiEcient  des  drittjen  Gliedes 


dx 


wird=;i, 


I 

Vm  Ab  seh.  Fälle^  wo  d.  Formel  udx^vdy'\'wdz  inJtegraheh    23 1 

und  verschwindet  nicht.  —  —  Es  gibt  also  keine  Werthe 
für  n  und  «,  wodurch  Is=sf:  (Q,  w)  ein  der  Differential- 
gleichung entsprechender  Werth  würdc^  wenigstens  ^ann 
gewifs  nicht,  wenn  jede  dieser  Grdfsen  nur  von  zwei  Ver- 
änderlichen abhängen  soll  *)^   ' 


■!•■ 


♦)  Die  hier  vorgetragenen   Sa'tse   werden  besser   durcK  ein  Beispiel 
erläutert  werden,  wo  die  Auflösung  gelingt.    £ln  solches  gibt  die 

denn  wenn  man  hier   /  =  /  :  (n,  «)   annimmt ,    unti   voraussetzt, 
dafs  A  blos  von  x  und  y ,  m  aber  blos  von  x  und  %  abhängen  soU^ 

■c^)"C-:xf:>^'»->+'-i:'T)(i;)''^<-'- 

—    )  =  (  —   ]{  —    jj  folglich 

A%y         \ätiy\d%y  ^ 

Addirt   man   dieses   Glied   zu. den   schon   oben   gefundnen   dreien, 
ordnet  sie  gehörig  zusammen,  und  nimmt  darauf  Rücksicht,  dafs  wir 

.letzt   (  —   )i:s(>-]=o  setzen,    so  müssen  folgende  Coeffi« 


(^y+  (1=) = "•  61) + (r::^ 


cienten  verschwinden :         *  ' 

o?) + r^) =— es; + C4-:) = - 

Den^ beiden  ersten   uikK  beide&  letzten  geschieht  Genüge,    wenn 
man  n  =  «  ±  >  \f —  1  und  «aex  i  z  yf  —  1  setzte    dann  aber 
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215  d).     Ma»  mufs  sich  also  mit  dem  Werths 
I=r;C*  +  y+2zV^ — i)  +  A:(a;  +  y  — 2s/ — 1),  oder  auch 
I  =  r:(x  +  y  +  2?/'— i)+A:Cx+>— 2z/— i) 

begnügen ,  woraus  dann  für  u^  Vy  w  die  allgemeinen  Werthe 
tts=  f :  (x+y  +  2z/—i)+f:  (x+y—2zy/^—i) 

+  &:(x  +  z  +  2y/-^  i)+H:(jt+a— 2>/"—  1). 

ttsss  F;(^+^  +  2z/— i)+/-A:  +  y  — 22/~l)  +  2v?'— 1 

.0:(jf  +  r  +  2y/— i)-.-2V^— i.H:(jr  +  z— '2y/'— 1), 

wssz2^~i,F:  (jH-x+««/-^0— 2/— i ./:  (x+^— 2z/-.-i) 

+e:(^+z+2y/— 0  +  H  :  (JT  +  z— 2>/— i) 
folgen.  Man  könnte  auch  hier  durch  Voraussetzungen  über 
die  Gestalt  des  Gefäfses  oder  der  festen  Wände  die  Anzahl 
der  unbestimmten  Functionen  vermindern.  Bewegte  sich 
z.  B,  das  Fluidum  über  einem  horizontalen  Boden ,  dessen 
Höhe  z  ;=  o  wäre  ,  so  müfste 

—  1/— 1  »H  :{*-^2y/'— 1) 
geyn,  woraus  folgt  '  , 

/U*'+J— 2  z/— Os=F:(x^+y  — 2z/— 1) 

^—2/  —  i.Q:(jr  +  2z  —  z  / —  1  +  2 j/  / —  1 ) 

—  i/ — 1»H  :  (ä*— 2z — 'z  \f —  l  —  2jr/ —  i); 

wenn  man  nämlich  in  jdner  Gleichung  überall  x  —z\f —  i 
statt  .r,  und  y  —  z/ —  ^  statt  j  setzt.  Aber  die  Anwenflan* 
gen  würden  hier  noch  weit  schwerer  soyn,  als  sie  es  dort 
waren ,  und  ich  lass6  mich  daher  auf  diese  sehr  schwierigen 
Untersuchungen  gar  nicht  weiter  ein. 


auch  die  dritte   Gleichung  ron  selbst  =  o,    wie  es  seyn  muft, 
wenn  /  sich  durch  / :  (n,  ai)  «usdrUcken  laist.    Man  bat  also 
i=F:[(x+y^   -1),  (,+«/- i)J4./:[(,-^^-i),  (x-«/-!)], 
als  Auflösaag  Ast  Differentialgleichung 

aber  wenn  das  letzte  Glied   fehlt,     so   ist  eine   volbtändige  Auf- 
lösung auf  diesem  W^g^  nicht  möglich. 


t 
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215  0-     Uebrigens  verdient  es  hier  noch  bemerkt  und 

bewiesen  zu  werden,    dafs  für  Bewegungen,    die  sich  im 

Fortgänge  der  Zeit  ändern,    die  Formel  udx'^'vdy^-wdz 

in  jedem  ^Augenblicke  integrabel  ist,    wenn   sie  es  irgend 

eiiiraal  ist«     In  dem  Falle,  wo  wir  die- veränderlich eGiöfse 

y  nicht  in  Betrachtung  zogen,  erhellt  dies  aus  Q.  200  S.  von 

selbst,  weil  die  von  dt  abhängigen  Glieder  der  Differential- 

(du\         (dw 
gleichung  durch  die  Voraussetzung ,  dafs     —    s=    —   gey, 

von  selbst  aua  der  Rechnung  wegfallen ;  also  über  die  Ab» 
li Engigkeit  der  Geschwindigkeit  von  t  durchaus  nichts  be- 
stimmt wird.  Allgemein  aber  läfst  sich  dieses  folgender^ 
mafsen  beweisen. 

Wenn  die  Formel  ud.T  +  vd^  +  iüd;&  in  irgend  einem 
Augenblicke  einem  vollständigen  Differentiale  ,d  I  gleich  ist, 
wird  sie  offenbar  im  nächsten  Augenblicke 


=:dl  +  dt 


m 


(dv]  (dw\      1 


und  damit  sie  jetst  noch  ein  vollständiges  Differential  sey, 
muls  der  in  dt  inultiplicirte  Theil  für  sich   integrabel  seyn; 

Wir  setzten  vorhin  (ß.  192.)  1—    =  ^,  oder  mit  Rücksicht 
aufdieVeränderlichlseitvont,  dla=sudx'\'vdyhfelz-{r^ttty 

^    —  [  u.  s.  w.  folgt,  also 


vt^oraus 
(du-\ 


Tt 


dt 


dx  + 


(dv. 


(dw] 

[dt   ^^  [dt 


dts= 


(d<i>\ 


dx+ 


'd(p 


dy\- 


d'z 


dzf 


ZgdS'^^udu — vdv'^wdu)''^d(Pf 


welches  ===  d 9  ist,    wenn  man  die, Zeit  als  beständig  be* 
trachtet.     Im  192.  $,  fanden  wir  aber  auch 
2gdp 

2g.dp 
oder  d(p^=2gdS —  — v — — "<^"  —  vdv — ivdw^' 

wo    der  naph   dem  Gleichheitszeichen    stehende  Theil   für 
sich  integrabel  ist,  also  auch  d^  ein  vollständiges  Difieren- 


054     ^^f  ^'  '•  -^^^  Gesetze  der  Betvegung  flüssiger  Kprper. 

r 

tial  seyn  mufs.  IVEthin  ist  in  der  ersten  Gleichung  der 
CoefEcient  von  dt  für  sich  integrabel,  und  udx  +  vdy  +  ivdz 
bleibt  im  nächsten  Augenblick,  also  in  jedem  folgenden  iu- 
tegrabel  *). 

Äi5  f)*  Wir  wollen  jetzt  zu  einer  andern  Methode, 
die  Bewegung  flüssiger  Körper  zu  untersuchen ,  übergebn* 
Die  bisher  gebrauchten  Formeln  gaben  immer  an,  wie  in 
jedem  bestimmten  Punkte  des  Jlaums  die  Bewegung  be* 
schauen  sey,  und  wir  betrachteten  jedes  Theilchen  dek 
flüssigen  Körpers  nur  in  dem  Augenblicke,  da  es  durch 
dieseii  Funkt  ging,  ohne  seine  fernere  Bewegung,  oder 
den  Ort,  wohin  dasselbe  Theilchen  nach  einer  ge'wissen 
Zeit  gelangt  sey,  zu  bestimmen.  Gleichwohl  ist  es  in 
manchen  Fällen  wichtig,  die  Bewegung  jedes  Theilchens 
zu  verfolgen ,  z.  B.  bei  der  Untersuchung  der  wellenförmi« 
gen  oder  der  schwingenden  Bewegung  (motus  vibratorius) ; 
ich  werde  daher  jetzt  di^  Untersuchung  auf  diese  Weise 
anstellen.  Die  Formeln,  erhalten  alsdann  eine  andre  Ge- 
stalt,' indem  die  Geschwindigkeiten  nicht  darin  vorkom^ 
nien,  sondern  dagegen  andre  veränderliche  Gröfsen  einge-» 
fuhrt  werden,  welche  den  Zustand  des  flüssigen  Körpers 
in  einem  gegebnen  Zcitpunlite  bestimmen. 


*)  Vergl.  Laplace  Mechanik  des  Himmels,  x.  Bachs  8.  AJbtchn. 
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Sechster     Ab^schni  vu 

T^on  der  Bestimmung  der  Bewegung  flüssiger  Kör* 
per  aus  ihrem  .anfänglichen  ZuUande. 


Sli6.  Problem  z^5.  Wenn  der  anfängliche  Zustand 
des  fiÜMigen  Körpers  bekannt  ist,  die  veräuderlicLen  Grö- 
fsen  anzugeben,  durch  welche  man  den  Zustand  desselben 
für  jeden  folgenden  Zeitpunkt  bestimmt, 

A  u  f  1  ö  s  u  n  g.  Im  anfänglichen  Zusande ,  oder  in  dem 
Zeitpunkte ,  wo  wir  t  =  o  C^'ig-  530  setzen ,  ist  die  Lage 
eines  gewissen  Thellcheiis  des  flüssigen  Körpers  durch  die 
Coordiaaten  0X=  X,  Xy=  Yy  K-Zp= -Z bestimmt,  be- 
trachten wir  also  nur  die  Bewegung  dieses  Thcilchens, 
$0  bleiben  die  Gröfsen  Xy  Y^  Z^  welche  di«  anflingliche 
ILl^ge  desselben  bestimmen,  'unge^ndcrt;  geht  man  aber  jsur 
Betrachtung  andrer  Theilchen  über,  so  mufs  man  sie  als 
veränderlich  ansehen.  'iNach  Verlauf  einer  gewissen  Zeit 
=  t  sey  eben  dieses  Theilchen  Z  nach  z  gekommen ,  für 
welchen  Punkt  die  Ordinaten  Oxrszx^  jfy  =  y,  yz'zczz 
sind ,  so  werden  diese  Coordinaten  als  Functionen  von  X^ 
Y^  Z  und  der  Zeit  t  betrachtet  werden  müssen. 

Läfst  man  also  den  GrÖfsen  X^  Y^  Z  ihre  bestimmten 
Wevthe,  und  sieht  blos  t  als  veränderlich  an,  so  zeigen  die 
Werthe,  welche  die  Coordinaten  ;r,  y,  z  erhalten,  den 
Weg  an,  welchen  dasjenige  Theilchen  nimmt',  dessen  Lage 
apfaiigs  durch  X,  Y^  Z  bestimmt  ward.  Zerlegt  man  die 
Bewegung  dieses  Theilchens  nach  der  Richtung  der  Coor- 
dinaten, so  erhält  man  die  Geschwindigkeit  nach  der  Hieb* 


tung  Ox  = 


dx 
57 


,  nach  je^  = 


d_y 
dt 


nach  yz:^ 


dz 
Tt 


,  folglich 


die  Beschleunigungen  nach  eben  diesen  Richtungen ,  nach 

d^z 


d^x 


Ox  = 


15" 


y  nach  A?y=: 


57*" 


nach  vz= 


dt' 
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Uebferdie»  haben  die  Gröfsen  jc,  y»  z  offenbar  die  Eigen- 
schaft, dafs  für  «  =  o,  :c  =  X,  jy=F,  z  =  -Z  wird,  und 
man  erhält  daher  aus  den  angeführten  Gleichungen  die  Ge* 
schwindigkeiteu  und  Beschleunigungen  für  den  anfäng- 
lichen Zustand  desselben  Th^ilchens,  wenn  man  darin 
f  =  o  setzt. 

Bezeichnet  nun  <j  die  Dichtigkeit»  welche  das  in  t  am 
Ende  der  Zeit  t  befiudliche  Theilchen  hat,  so  wird  auch  f 
eine  Function  der  Grölsen  X,  F,  Z  und  e,  und  mu£s  durch 
diese  bestimmt  v/erdep.  Eben  so  mufs  der  Druck  p^  wel* 
chen  das  Theilchen  am  Eüde  der  Z«it  =  £,  da  es  nach  z 
gekommen  ist,  leidet,  als  eine  J'unction  derselben  vier 
Gröfsen  ausgedrückt  werden,  und  die  ganze  Untersuchung 
beruht  darauf,  dafs  mau  die  Gröfsen  x^y^  ^%py  9  ^^^  Fun« 
ctionen  von  X,  Y,  ^  und  t  ausdrücke. 

ai7.     Da  x  und  die  üLrigeii  Gröfsen  hier  von  X,  Y^Z 
und  t  abhängen ,    so  erhalten,  ihre  Differentiale   die   Form 


diezndX 


dx\ 


dX 


I  +dY 


dx 
dY 

+  dZ 

dx 
dZ 

+  dt 

dx 

dt 

Wenn  man  also  annimmt,  das  Theilchen  z  sey  in  der  Uei- 
neu  Zeit  dt  nach  z  gerückt,  so  erhält  man  für  ^ie  Coordi« 
noten  des  Punktes  Z'  folgende  Werthe,    weil  X,  K»  Z  als 

dx 
unveränderlich  betrachtet    werden,    Ox'  zssx^  dt 


^y  =y  +  d« 


dy 
Tt 


dz 
Tt 


ist  alsdann  =:  ^  +  di 


und  der  Druck  ^i^p-^dt 


dt 

Die  Dichtigkeit 
dp 


dt 


g«: 


/t'=2+rft 

dt 

worden.  Wollte  man  dagegen  bestimmen,  wohin,' wäh- 
rend der  Zeit  r,  ein  andres  Theilchen  gekommen  ist,  das 
sich  anfangs  in  Z'  nahe  bei  Z  befand,  so  müfste  man  die 
übrigem  Glieder  der  Differentiale,  welche  von  der  Veränder- 
lichkeit  der  Gröfsen  X»  Y,  Z  abhängen,  gebrauchen;  d$ 
hingegen  =  o  setzen.  —     Wir  wollen  jetzt  die  Aenderung 
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der  Dichtigkeit  zu  Lestimmien    suchen,    welche  hei  einer 
kleinen  Massen  während  der  Bewegung  Statt  findet. 

« 
2i8*     Prohlem  44'     -^^^  ^^^  gegehnen  anfänglichen 
Dichtigkeit  eines  gewissen  Theilchens  zu  bestimmen,    wie 
di^se  Dichtigkeit   sich   ändert,    während    dasselbe*  bis  zu 
einem  andern  Punkte ,  dessen  Lage  gegeben  ist ,  fortmckt« 


Auflösung.  Wir  nehmen  an,  dafs  das  Theilchen 
im  anfanglichen  Zustande  die  Form  einer  rechtwinklichten 
Pyramide  ZLMN  (Fig.  25.)  hatte,  und,  weil  wir  es  ala 
unendlich  klein  voraussetzen,  so  können  wir  es  auch,  nach- 
dem ea^ach  zlntn  gelangt  ist,  noch  als  pyramidalisch  be- 
trachten. Waren  nun  im  anfanglichen  Zustande  die  Coor- 
dinaten  des  Winkelpunktes  Z,  OX—X^  Xr=Y,  rZ=Z 
iinAZL=dX,  ZM=dry  ZN  =  dZ,  und  die  Dich- 
tigkeit des  Theilchens  =Qy  so  ist  die  Masse  desselben  . 
=  i0.dXdYdZ.  Eben  diese  Masse  füllet  jetzt  den  py- 
ramidalischen  Kaum  zlmn^  für  dessen  Winkelpunkte  wir 
folgende  Coordinaten  haben: 

•fürx,  Ojif=a:,  xy=:yj  Yz  =  ty 


fÜrl,  Or:z=:x+dX 


für  m,  O  J  =  jif +  d  y 


dx 


dX 
dx 
dY 
dx 


,  rpzssy+dX 


,  /^=jH-dK 


dy 
dX 
dy 
dY 


,plh:z^aX 


'9 


m 


=s+dr 


dz 

dX 

dz 


für«,  Ots=jf  +  dZ\j^lzo==y+d2 


dy\  !  rft 

- 1,  o«=z+dZ  j- 


Die  Seiten  dieser  kleinen  Pyramide  sind  daher  folgende : 


cI=dX./|l 


dx\2 


%m 


=dr./\ 


zn  =  dZ* V 


dX\ 
dx\2 

IJr| 

dx 

Jz 


dy 


dX 
dy 

dY 
dy 

dZ 


+ i-r' 

^  \dY\ 


d^ 
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Ferner  wird 


Im^  =     -TT. 


in:^  = 


mn' 


dx 

Ix 

V 

//Ä' 

dY 

4 

1 

+ 

■  dy 

dX 

dX— 

dy\ 
dY 

dY 

+ 

\&z 

dx 

dX— 

dz          ] 
dY^^l 

r  dx 

<«■— 

dZ 

2 

+ 

'.dy 

\dX 

dx— 

dy 
dZ 

dZ 

4 

+ 

\dz 
\dX 

dX— 

dz 
dZ 

dZ 

* 

f  dx 

dY 

<ir— 

dx 

dZ 

dZ 

3 

+ 

ndy 

dY 

1 

dY— 

dy 

dZ 

dz 

Ty\ 


dY- 


dz 

\dZ\ 


dZ 


) 


Und  für  die  Winkel 
'  d 


Cos.  Izm  r= 


Cos.  Iznzr^ 


Cos.mzn  = 


x!|<fjc|        Idy 

x\\dr]  ^  \dX 


dX\ 
dxlldx 

dx\\dZ 


V.i 


dx 

Jy 


dx 
dZ 


.  dy 

+  \rx 


dy 
dY 

+ 

• 

dz 
dX 

dt 
dY 

^dX.dY 
J  zL.zm 

dy 

dZ 

+ 

dz 
dX 

dz     dX.dZ 
dZ\    zl.zn  » 

dy 
dZ 

+ 

\4Z: 

^dYi 

\dz 

Tz 

dY.    Z 
zm.ZH 

woraus  man  das  Volumen  der  Pyramide  zlmn  findet,  wel- 
ches =:  ^zl.zm.zn.^(i  —  X*— ^/i**— r*  +  2  './u>)  ist,  wenn 
matt  Cos.  lzm=:±f^  Cos.  /zn=±/ift.,  Cos.  mzn  =  X  setzt. 
Entwickelt  man  jenen  Ausdruck  für  das  Volumen,  und  setzt 


*:  = 


dx 
dX 

dy 
dY 

dz 
dZ 

+ 

dz 

ilX 

dx 
dY 

>dy 
dZ 

+ 

dy 

dX 

dz 

Jy 

\dx 

JZ 

dx 
dX 

dz 
dY 

dy 
dZ 

dz 
dX 

dy 

dY 

dx 
dZ 

, 

dy 
dX 

\dx 

■dt 

dz 
dZ 

SO  findet  man  das  Volumen  der  Pyramide  zm^K.dXdYdZ^ 
und  folglich  ihre  Masse  t:^  ^  K  fj  d  X d'Y  dZ^  welche 
^=^  ^  Q  .  dXdY  dZ   aeyn    mufs,     dah*er    ist    nothwendig 

Kv  =  g. 
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£19.  Die  Gröfse  Q  hangt  nicht  von  der  Zeit  t  ah,  in- 
dem sie  die  Dichtigkeit  eines  hestimmten  Tbeilchens  im 
iMifänglichen  Zustande  bezeichnet;  es  erhellt  also,  dals 
auch  K^  von  der  Zeit  unabhängig  sey,  und  daher 

K<i  =/  :  (JC,  r,Z) 
kann  gesetzt  werden. 

-  Die  Gröfse  K  wird  durch  die  Bedingungen  bestimmt, 
nach  wölchen  die  Coprdinaten  ;r,^,  z  von  den  X^  Y^  Z  ab- 
hängen ,  wo  nämlich  jene  die  l^age  desselben  Tbeilchens 
am  Ende  der  Zeit  t  bestimmen,  dessen  anfängliche  Liage 
durch  die  letztern  angegeben  wird.  Offenbar  sind  die 
Gröfsen  x,  y^  z  Functionen  von  £,  ihre  Abhängigkeit  von 
dieser  GrÖfse  raufs  aber  so  beschaffen  seyn,  daXs  Kff  für 
jeden  Werth  von  t  einerlei  bleibt. 

220.  Um  volUtändiger  zu  übersehen,  dafs  der  Inhalt 
der  Pyi'amide  =:^K^dX*dT^dZ  wird,  setze  ich 


=j. 


~E, 


C, 


fdx] 

[7?!  =  ^' 


=  dx*dr*  dz^ 


dann  wird  «i'««m*,an*(i — X* — /i* — »*+2Xjc*») 

\  —  CAD+BH+IFy  (C*.+ «*+£*> 
'  —  CAG+EH+CPy  (ß^  +  /»+b') 
G+BE+CI)*  (A'+m  +  F^) 
(AD+BH+FI^.CAG+EIl+CF) 
i.  (DG+BE+CI) 

Entwickelt  man  diese  Glieder  weiter,  so  geben  die  Leiden 
ersten  zusammen 

(C»  +  G»  +  E») .  [{^Ä—  DH)*  +  (DF—JA)^  +  (lII^BFyl 
die  Summe  des  dritten  und  vierten  Gliedes  ist 

—  £*  [a  B*  H* + li*  (1* + !>*) +B*CA*+ i*  =)  ] 


>/ 


I 
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—  2  C  6  C/4  F(ß* + P  +  D*) + D  IC'i* -fH*  +  F»)  ] 

—  aC£[HF(B»:fP+D*)+ß/Gf*  +  H*+F»)] 

—  aE6[^H(ß»  +  P+D*)  +  J8D(^»+H»  +  F»)]. 

Alle  diese  Glieder  zusammen  lassen  sich  so  ausdrücken : 
C^C^B— DH)*+6*(rH  — ßF)*  +  E»(DF— :^l;* 

—  !t(C(^AF+CEHF+EOAH)  (ß*+P  +  I>*) 

—  ziCGDi+CEBr+EGBD)  (A^  +  H^+F^)^ 

Endlich  wird  das  letzte  Glied  des  vorhin  angegebenen  Aus* 
druckes  s= 

+  iC^D+BH+FI)  (C^FI+G*AD+E'BH) 

+  aJi^(BE+CI)6ü+zB*(AG+CF)HE 

+  iiD*.AG.(EH  +  CF)+iF'(DG+BE)CI 

+  zH*.(DG+CI).BE+iP.{j1G+EH).CF. 

+AÜEC{BF+^HJ)+BCGHCAI+DF)+EFGI(^AB+DH), 

und  wenn  man  dieses  zu  der  Summe  der  ersten  Glieder  ad- 
dirt,  die  Summe  aller  . 

=  C^(AB—DH)*  +  6*(IH—BF)^+E*(DF—IJ)^ 
+iCG(4B^DH)(IH~BF  +2CE{AB    DH,(^ÜF—AT) 

+  sEGilH~-.BF).(^FD—jr), 
welches  offenbar 

=  [C(^ß  — DH+(?(IH— JJF+£(DF— I^)]» 
=  K*  ist. 

221.  Wenn  die  Dichtigkeit  f  unverändejlich  ist,  so 
mufs  K  von  der  Zeit  unabhängig  seyn ;  bei  einer  veränder- 
lichen Dichtigkeit  aber  läfst  sich  immer  ^  durch  die  Formel 

p       : 

^,     q  =  -;-  bestimmen. 

-Da  hier  cj  immer  die  Dichtigkeit  eben  des  Theil- 
chens  bedeutet,  so  lange  nian  für  X^Y^  Z  einerlei  Werthe 
behält 9  so  kann  t/  ungeändert  bleiben,  Vf^enn  auch  das  Flui- 
duni  nicht  homogen,  sondern  die  Dichtigkeit  an  andern 
Stellen  verschieden  ist,  wenn  nur  die  Dichtigkeit  eines  be- 
jstimmten    Theilcheus   sich  während   der   Bewegung   nicht 


.  I 
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ändert«  Öicae  Methode  sclieiiit  d&het  für  die  Untersuchung 
der  Bewegung  heterogener  fiiissiget  Körper  vorzüglich  pas* 
sendeuseyn,  indem' hier  dii?  Voraussetzung  ^  däfs  jedes 
Thellchen  seine  Dichtigkeit  unverändert  h^halte«  unmittd- 
hären  Einflufs  auf  di^  Erleichterung  der  Rechnung  hat. 
Bei  der'  vorigen  Methode  hezbichnete  tj  die  Dichtigkeit 
desjenigen.  Thellchens,  welches  in  einem  hestimmten  Au* 
genhlicke  durch  einen  gegehneu  Punkt  ging ,  und  da  konnte 
also  ^  sich  inl  Fortgange  der  Zeit  für  einerlei  Punkt  aller- 
dings ändern,  ohgleich  jedes  Theilchen  seine  anfäugliche 
X>ichtigkeit  unverändert  hehielt. 

aaa.  Diese  Gleichung  lC^=s()  Enthält  die  eine  Haupt» 
gleichung  für  die  Bewegung  flüssiger  Korper ;  wir  niii*sen 
jetzt  auch  den  Druck  zu  bestimmen  suchen,  und  üni  dieses 
auf  einem  ähnlichen  Wege,  wiö  vorhin,  auszurichten, 
wird  es  zur  Yorherei^uBg  dienen^  wenn  wir  bestimmen, 
wie  die  anfangliche  Lage  eines  Theilchens  ausgedrückt 
wird)  wenn  die  anfangliche  Lage  eines  sehr  x&alie  dabei 
liegenden  gegeben  ist* 

225.  Problem  45.  Die  Lage  eines  Theilchens  z 
({"ig*  33.)  am  Ende  der  Zeit  t  ist  gegeben ;  desselben  Theil- 
*  clien«  anfängliche  Lage  in  Z  ist  gleichfalls  bekannt;  man 
soll  bestimmen,  wo  sich  das  nahe  beiz  liegende  Theilchen 
t'^  dessen  Lage  am  Ende  der  Zeit  t  bestimim  ist^  anfangs 
befand«  ^  .  ! 

Auflösung*  Für  den  Ptinkt  x,  Wo  sich  öin  Theil- 
chen des  Flüssigen  am  Ende  der  Zeit  £  befindet,  sind  die 
Coordinaten  Ox  t=i  Xj  xy  ^ss  y^  yzdizz;  für  das  sehr  nahe 
liegend«  Theilchen  z.  möge)l  sie  0**i==Jr  +  «,  %  y' r=iy  +ß, 
y  z  '=:x'\r  y  heifsen »  und  «,  j8,  y  bedeuten  hier  unendlich 
,  kleine  Linien.  Femer  ist  die  Lage  des  Punktes  Z^  wo 
das  jetzt  in  z  befindliche  Theilchen  anfangs  war,  durch  die 
Coordinaten  OX  =  A",  XYr=±Y^  rZ  =  Z  bestimmt; 
tind  es  wild  eine  Bestimmung  der  Coordinaten  des  Punkte« 
Z' gesucht  I  wo  das  Theilchen  x'  sich  anfangs  befaiiu  j    Wir 
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nennen    die    Coordinaten    d^sselbett     O  X'  =  JSC  -t*  d  X, 

x'r  =  T+dY,  r'z'  =  z  +  dz. 


Aus  0.  217.  weifs  man,  dafs 


=  dX 


fi  —  dX 


Vz=dX 


dx 

dX 

dz 

dX 


+dr, 


Itf 


X 


\dy 


+  dZ 


dx 
dZ 
3y 


dz 


\dz\     '       \dz 

+dr^~^+dz\-^- 


imd  man  braucht  daher  nur  dXy  dl\  dZy  aus  diesen  Glei- 
chungen zu  bestimmen,  um  die  anfangliche  Lage  desTheil- 
c^hens  z'- anzugeben.      Um  d2  zu  eliminlren,     multiplicire 


ich  die  erste  Gleichung  m.it. 
so  ist  die  Differenz  beider 


dZ 


die  zweite  mit 


(dx 
dZ 


dy 
dZ 


— /3 


\dx 
\dZ 


=idX 


dx] I dy\ 

\dx\  \dz\ 


+  dr 


{\m- 


dX\\dZ^l 
dy 


dx 


!)• 


und  eben  so  wird  aus  den  beiden  letzten 

(\dyi\dz\ 


ß 


dz 
dZ 

~y 

dy 
dZ 

+  dr 


mm- 


M  {\M\t.\-\ii\\£y\] 

dx\[\dr\\dz\    Adii\dz\l 


dzl  \dr] 


rM\] 

di_\\dy 

Un  \dz 


!)• 


.Setzen  wir  nun ,  um  abzukürzen  > 

\dx\  {\dY\\dZ 

d 
\d 

dx 


dy\ 


^  Uz\  1  \dJD^  \dr\       \dX\  \dY\ 


^«K 


wie  iu  Q.  fiiQ. ,    so  wird 


>  r 
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I 


dX 


=i\ 


+ß 


[UriUz 

dx\  I  dz 


+y 


r 
.1 

dr=s  — <H 


ß 


+y 


dz=-^< 


f 


+)3 


"1 


dY\  \dZ 

dY\\dzi^\dy\\dz\] 

—\  \^\  -  |£?j  \M\ 
dr\\dz\     ldr\\dz\} 


dt 

idX 
dx 


dX 
\dx\ 
~    'dX\ 


dy 

Tz 

dz 

Iz 


dy\ 
dZ\ 


dX\  \dZ 


dx\\ 


äZ\\ 


\dY\\dX\^  \dX\\dY,\ 
dz\    dx\        \dx\\dz\\ 


I  +y 


dX 
dx 


dX 


dr\ 

dy\ 

dY\ 


dx\\dy\^ 
\dY\\dX\\ 


wodurch  die  Lage  des  Punktes  Z'  bestimmt  ist. 

224.     Um  diese  Ausdrüclce  abzukürzen ,   will  ich  statt 
der  partiellen  Differentiale  wieder  folgende  Buchstaben  ge*    ^ 
brauchen : 

dx 


dX 
dx 


/ 


dY 
dx 


dZ 


=  D, 


=  G, 


dy 
dY 
dy 
dZ 
dy 


dX 


^B, 


=  E. 


=  Hi 


dz 

dZ 

dz 

dX 

dt 

dY 


I    • 


=  C, 


=  F, 


=  1, 


Anjin  wird 

i:=^(ßC— E/)+DC£F— CH)+  GCni—BF)  und 

Q  2 


f  * 
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iX=. 


K 


ilYs= 


iZ^ 


m(EF—CH)  +ß(AC—F6)  +y(6li  —  jiE) 


K 


»(HI— BF)  +ß  (DF—yil}  +  y  CAB—DJl) 


K 


s 

fl25,  Problem  46,  Wenn  auf  den  flüssigen  Körper 
beschleunigende  KWifte  wirken^  eine  Gleichung  fiir  dea 
Druck  zu  finden,  welchen  jedes  Theilchen  des  Fluid!  leidet« 

Auflösung«  Die  Auflösung  dieses  Problems  läfst 
sich  ganz  so  einrichten ,  wie  im  22.  und  23.  Problem.  Mau 
betrachte  am  Ende  der  Zeit  t  (Fig.  27.)  das  kleine  parallel- 
epipedische  Theilchen  ZLMNzlmn^  in  welchem*  des 
Punktes  Z  Lage  durch  die  Coordinaten  Ox  =  *,  xy  =7^» 
yz  -suz  bestimmt  ist;  die  Seiten  diese»  Parallele]pipedi  sind 
i5L=:«,  ^M'zr  ^,^  2z  =  y,  also  sein  Volumen  ^=ußy^ 
und  seine  Masse,  da  die  Dichtigkeit  mit  ^.bezeichnet  wird, 
2=  aßy^tf.  Der  Druck  sey  in  dem  Punkte  Z^  ==p»  wo 
also  p  eine  Funktion  der  Gröfsen  X  K,  Z  und  t  ist,  wenn 
Xj  Yj  Z  die  Coordinaten  des  Punktes  sind ,  wo  sich  im  An-<^ 
fange  der  Zeit  t  dieses  Theilchen  befand.  Da  wir  hier  t 
als  beständig  betrachten ,  so  wird  der  allgemeine  Ausdruck 
für  den  Druck  in  einem  nahe  au  Z  liegenden  Punkte 

Up\  (dp]  (dp] 

[dX)  [dJ)  \d  Z] 

wo  man  aberi^X,  dY^  dZ  auf  die  im  vorigen  Problem  an* 
gegebene  Art  ausdrücken  roufs,  weil  hier  »,  /S,  ^  als  gegeben 
betrachtet  werden.  Wenden  wir  daher  die  Formeln  des 
vorigen  g«  auf  den  Punkt  L  an ,  dessen  Coordinaten  jc  4*  «» 
^  und  z  sind,  so  erhalten  wir  für  die  anfängliche  Lage  des 
Theilchens  L  die  Coordinaten 

»(BC—EI)  »(EF^CII)       ,  »(HI— BF) 

X  + — ,  r+ — ■-,  z+ j7 — , 

daher  wird  der  Druck  in  L 


f^LAhs.  Von  d,B«itm,i.B«VK  out  ihrem  an jüiigl.Zuttanäe,     845 
u(,BC—EI)  (dp)     %(EF—CIJ)  ^dy] 


=  P  + 


K 


[dX)    '  .K[dY} 

»(HI— BF)  (dp] 

+  K         [dZ} ' 


und  Jet  Unterscliied  zwischen  diesem  Drucke  und  dem 
.Drucke  in  Z  ist  derjenige,  welchen  jeder  Punkt  der  Flache 
LNLn  nach  der  Richtung  AO  leidet.  Die  Gröfse  dieser 
Fläche  ist  =  ßy^  und  daher  die  #us  dem  Drucke  auf  diese 
ganze  Fläche  entspringende  bewegende  Kraft,  gleich  dem 
Froduote  aus  jenem  Unterschiede  in  /8y;  diese  hewcgende 
Kraft  aber^  mit  der  Masse  ^»»ßy  dividirt,  gibt  die  be« 
tchleunigende  Kraft« 

Wir  nehmen  an,  dafs  zugleich  beschleunigende,  der 
Schwere  ähnliche  Kräfte  auf  den  flüssigen  Körper  wirken, 
und  drücken  die  Summe  der  nach  der  Richtung  der  drei 
Coordinaten  wirkenden  Kräfte  *  durch  $>  Ct,  9t  aus ;  daher 
iat  die  gesammte  beschleunigende  Kraft ,  welche  das  kleine 
J^arallelepipedum  nach  der  Richtung  0^  zur  Bewegung 
antreibt, 

+  CEF-C/J)[^] 
Nach  vusrer  jetzigen  Bezeichnung  ist  die  Geschwindigltett 


nach  ebc^  dirser  Richtung  ±=: 
d7* 


dt 


und    die    Beschleuni« 


fd-x 


gung  5= 


;  wir  erhalten  daher  folgende  Gleichung: 


rd?.Vl  '  £^  J  (dp]  (dp] 

JTirJ  =«.'^-4  {^^0-EI)[^]  +CEF^CH)[£] 


+  (HZ 


und   eben  so  für   die  Richtung   der  beiden  andern  Coor* 
dinaten 


1 


%/^6     Ih  Tfc«  J.  Ahtfu  Ges4txe  der  Bewegung  ßüssiger  Korper, 


f 


[dX^ 


+  (.AC 


--)  % 


Aus  diesen   drei  Gleichungen  lassen  sieb  die  .Werthe  der 

(dp]     fdp\     (dp) 
partiellen  Differentiale  I—»    Jy\y   175    herleiten,  . Wen» 

man  nämlich  alle  drei  mit  — -  moltiplicirt,  dann  aber  die 

erste  mit  ji^    die  zweite  mit  H,    die  dritte  mit  F  multipli« 
cirt,  und  alle  addirt,  so  erhält  man,  weil 
JBC—AEI+HGI—nCD+FDE  —  FBG  =  K  ist, 

und  auf  ähnliche  Weise 
dp]  o    r    fd»a^ 


25-  L 


.{K^)-(g)-(S)}. 

Multiplicirt  man  nun  die  erst^  Formel  mit  dXjx  die  zweite 
mit  dVy  die  dritte  mit  dZy  so  gibt  ihre  Suo^me 

dp=.<,^^dx+ixdy+m:>-  ^.{^[Sj+ ^>^(§)+^^[Sj }' 

wel\AdX+Ddy+Gdz=dx, 

HdX+Bdr+EdZ=dy,  , 

FdX+IdY  +  CdZ=dz 

ist,  wenn  man  t  als  beständig  betrachtet,  welches  J>ei  der 
Integration  der  für  dp  gefundenen  Gleichung  geschehea 
mufs.  ,  • 
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226.     Da  X  eine  Function  von  X,  Y^  Z  und't  igt,  so 
Hätte  das  vollständige  DifFerential  von  x  die  Form 
dx=::AdX+DdY+GdZ+Ldt^ 


und    man   könnte 


dt*\ 

* 

\dt\ 

setzen;    dagegen  müfste 


man  statt  dx  setzen  AdX'\'T>d  F+  GdZj  weil  in  d'er  Glei- 
chung für  p  die  Zeit  als  beständig  betrachtet  wird. 

227.     Die  Gröfse  Ktf  hängt,    wie  wir  gesehen  haben 
(5.  219.),  nicht  von  der  Zeit  ab,  dagegen  können  hier  die 
'Kräfte  ^,  £t,  SR  von  der  Zeit  abhängig  »seyn,    wenn  sie 'an. 
verschiedenen  Stellen,    wohin  da^  Theilchcn  des  flüssigen 
•  Körpers  kommt,  veischicden  sind.     Das  Glied  ^dx^^ddy 
+  Strfz  bezeichnet  hier  wieder,    wie  in  der  vorhin  (§.  39.) 
für  den  Di*uck  gefundnen  Gleichung ,    die  Wirkung  der  be- 
schleunigenden Kräfte,   welche  auf  das  Theilchen  wirken. 
I>as  Differential  dp  aber  hat  hier  in  sofern  eine  andre  Be- 
deutung,   weil  man  p  als  eine  Function  andrer '.veränder- 
licher  GrÖfsen    betrachtet,    als  vorhin.     Ferner  darf  man- 
(wie  auch  aus  dem  ersten  Abscnnitte  bekannt  ist)  dieGröfsen 


(d^x] 


(d^y 
dJ^ 


fd-z 


1 


dt^ 


j   nicht  mit 


) 


'dal     fdv\    ^fdw 

Tty  [Tty  [jl 


der  vori- 

d 


fdx]     fdy]      (dz] 
gen  Abschnitte  verwechseln,     obgleich  ["J"  >     -j-  >    rT"( 

hier  die  Geschwindigkeiten  bezeichnen,  sondern  jene  Grüfsen 
sind  vielmehr  mit  den  vorhin  mit  ü,  ^,  TV  bezeichneten 
einerlei.  Die  jetzt  gefundene  Gleichung  kommt  also  mit 
der  vorigen  ganz  überein ,  und  unterscheidet'  sich  nur  da- 
durch, dafs  alle  Grörsen^äls  Functionen  von  X%  F,  21  und  t 
müssen  betrachtet  .werden«  • 

227  h).  Man  kaipi  die  im  letztön  Probleme  gefundene 
Gleichung  für  p  auf  einem  leichtern  Wege  finden.  Man 
betrachte  nämlich  im  anfänglichen  Zustande  zwei  einander 
sehr  nahö  Theilchen  Z  und  Z'  (Fig.  33.),  deren  Coordina- 
tenX,  r,-Z  und  X+ dX,  Y+dV^  Z  +  dZ  sind,  und 
nehme  an,    dafs   dieselben  Theilchen  während    der  Zeit  t 


\ 


•    I 
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nach  z  und  z  gerüclit  sind,  wo  ihre  Coordinaten  jc,  y*  % 
und  X'\rix^  y'\-dy^  zH"^^  sind,  so  bezeichnen  hier  djr, 
dy^  dz  die  Differei^tiale  von  o.,  j^,  z  so  genommeüs  dafs  man 
t  als  beständig  betrachtet.  Man  nenne  den  Abstand zz=:cl^, 
und  stelle  sich  in  diesem  Kaume  eine  kleine  prismatische 
Masse  des  Flüs^gen  yor,  deren  Lange  zsz  ds,  ihr  Quer* 
schnitt  =:/^|  so  wird,  wenn  man  die  Dichtigkeit  =x:  ^ 
s^tzt,  die  Masse  di<3ses  kleinen  Frisma's  =  ffff.ds.  Well 
nuii  der  Druck  In  z  ^=^  p  gesetTst  wird,  sq  \yird  er  in  z 
^szxp-^*  dp.  seyn,  wenn  ip  flo  genommen  wird,  dafs  msin  e 
als- beständig  betrachtet«  Diesem  Theilchen  leidet  also  in 
jedem  Funkte  seiner  Basis  in  z'  einen  um  dp  grÖlse^Ti  Drucke 
als  \n.  z^   und  wird  daher  mit  d(3]r  beschleunigenden  Kraft 

=  — r-  nach  der  Richtung  zz  cetrieben.      Aufserdem  aber 

"Vfirken  die  beschleunigende  Kräfte  $9  A»  '^  ^^^  diese» 
The^lchen  nach  der  Rich|;ung  der  drei  Coordinaten,  und 
|ius  ihnen  entsteht  nach  der  Kichtung  z  :C  die  susammenge* 

letzte  Kraft  =  ■ ? «r- ,  dafs  alsq  die  gesanin^« 

te  beschleunigende  Kraft,   welche  das  Theilchen  nach  der 

^d*  +  Ö<i.>'  +  3tc!«        dp 
Ridltung  xs'  treibt«  =  ' 7-   ist« 

Die    Beschleunigung    der    Bewegung    dieses   TheiU 
chens  nach  der  Richtung  der  Coordinaten  ward  aber  durcl^ 


\ 


w 


dt* 


fd».t" 


[dt*} 


ausgedrückt  >  und  folglich  Ut  die  Be^ 


Octd^unigun^  nach  der  Richtung  zs' 


djt 
dt 


(4' 


dt' 


~  ds 


dt* 


dtzl^d' 


-1 

t*y 


Y'oraut  die  Gleichung 

s^ädp 

s-  ==  ag  i'S^dx  +  Q,dy  +  Sti») 


-1 

t*] 


di^ 
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folgt»  wenn  die  Kraft  der  Schwere  =  i  ^  und  |der  'Haum 
des  freien  Falles  cin^s  Körpers  in  der  ersten  Secund^  =  ^ 
gesetzt  Wird,  I^iese  Gleichung  ist  ganz  einerlei  mit  der 
vorhin  gefundenen.  ^ 

228-  Problem  47*  Wenn  der  anfängliche  Zustand 
eines  flussigen  Ivörpers,  und  die  Kräfte,  welche  auf  den- 
selben tvirken,  gegeben  sind,  die  erfolgende  Bewegung 
und  den  Zustand  des  flüssigen  Körpers  für  jeden  Zeitpunkt 
zu  bestimmen.  ^ 

j\uflösung.  Man  betracbte  im  anfanglichen  Zu- 
stande irgend  ein  in  J?(Fig.  35.)  befindliches  Thellchen  des 
flüssigen  Körpers,  und  nenne  die  Ooordinaten  dieses  Punk«* 
tes  0X=  X,  XY=Y,  YZznZ.  Die  anfängliche  Dich- 
tigkeit dieses  Theilchens  sey  t=  p,  der  Dpuck,  welchea 
es  leidet,  =t  P.  Ferner  bewege  es  sieh  so  fort,  dafs  seine 
Geschwindigkeit  nach  der  Richtung  OX^^U^  nach  der 
Richtung  JC  K 'SS  Vj  nachher  Richtung  KZ=  H'^sey;  so" 
werdeit  die  Gröfsen  (?,  P,  17,  ^,  P^  gegebene  Functionen 
von  X,  YyZ'ieyix^  w6il  der  anfängliche  Zustand  als  be- 
kannt angenoiBiQpn  wird. 

Dasselbe  Theilch^n ,  welches  sich  anfangs  in  Z  befand, 
sey  während  der  Zeit  .t  nach  z  gekommen,'  und  die  Laig^ 
dieses  Punktes  durch  die  Coordinaten  Xf  y,  z  bestimmr, 
welche  daher' als  Functionen  von  JS^  }\  Z  und  t  zu  betrach- 
ten sind,  und  so  von  diesen  Gröfsen  abhängen  müssen, 
dafs   für  t:=o,    x. ssJT»  y  =7=1^9  zsisZ  wird,   folglich 


lilsdann  auch 


Idx 
iX 


dr\ 


^u 


dz 


=  1 ,  aber 


{d 


dY 


und  alle  übrigen  partiellen  Differentiale,  die  vorhii^  xni^ 
D,  E,  F,  G,  H,  I  bezeichnet  wurden,  =  0,  Die  Geschwin- 
digkeiten   dieses  Theilchens,    wenn  es  am  Ende  de|r  Zeit 

{dx\ 
=  t  in  z  ankommt,  sind;  nach  (7jr=: 


it 


s=  u.     nach 


xy 


w,   welche  sich  also  für 
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t  =  ö  inM=l7,  v=rF,  tu ^=:  W  Tcrwandeln  müssen. 
Ferner  bezeichnen  wir  des  Theilchens  Dichtigkeit  am  Ende 
der  Zeit  t  mit  y,  den  Druck* mit p,  welche  Gröfsen  eben- 
falls Functionen  der  Coordinaten  X^  Yy  Z  und  der  Zeit  t 
sind,  und'fiir  t=oin^==p,  pr=:P  übergehen  müssen. 
Handlich  nehmen  wir  an,  dafs  die  beschleunigenden  KrSfte, 
welch*  in  2J  auf  das  Theilchen  wirken,  wenn  man  sie  nach 
der  Richtung  der  Coordinaten  zerlegt ,  djurch  eine  Kraft  ^ 
mit  der  Richtung  Ox  parallel,  Qi  mit  xy^  91  mityz  parallel 
ausgedrückt  werden. 

Man  sieht  hieraus ,  dafs  die  ganze  Kenntnifii  der  Be- 
wegung darauf  ankomme,  dafs  man  bestimme,  was  für 
Functionen  von  JL^  Y^  Z  und  t  die  Gröfsen  .r,^,  z,,^  und  p 
iiind ;  und  dieses  erhält  man  aus  zwei  Gleichungen ,  die  wir 
oben  gefunden  haben». 

Wir  fanden  nämlich  vorhin  K"^  =  O,  und  K  ist  hier 
dx\  1  dy\ 
\Tji\\dY\ 

dx\  \dz\ 

woraus  für  t  =  o,  K  =  i  wird:    map  müfste  also  aus  den 
Teränderlichea  Gröfsen  x^  y,  z  den  Werth  von  X.  bestimmen, 

b 

um  die  Dichtigkeit  0  =  -^,  zu  erhalten. 

IC 

Die  zweite  Gleichung  ist  die  im  letzten  Problem  ge- 
fundene;  in  derselben  kommt  ^  vor,  welches  den  Raum 
bezeichnet,  vrelchen  ein  freifallender,  von'  der  natürlichen 
Schwerer  beschleunigter  Körper  in  der  ersten  Secunde  durch- 
läuft, weil  man  annimmt,  dafs  t  in  Secunden  ausgedrückt 
isL     Sie  \i^ar 


dz 
dZ 
dy 
dZ 

+ 

dy 

dy 
dX 

dz 

5y 

dx 
dY 

'  dx 
dZ 
dz 
dZ 

2gdp 


=  ^g  (^dx  +  iXdy  +  fHdz)  —  dx 

y 


w*  -^ 


-djK 


dt' 
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und  es  wird  in  derselben  die  ZeWt  als  beständig,  und  blos 
die  Coordinaten  X,  Fi  Z  als  veränderlich  betrachtet.*  Auch 
müssen  liier  die  DifFercntiale  dx,  dy^  r2z  so  gienommen  wer- 
den, daft  man  t  als  beständig  betrachtet.  Nach  der  Titte- 
gration  dieser  Gleichung  muf»  mau  ihr  statt  (der  beständigem 
Gröfse  eine  unbestimntte  Functioh  von  t  hinzufügen, 

229.  Die  letzte  Gleichung  ist  aus  dreien  entstanden, 
und  enthält  auch  drei  Bestimmungen,  weil  die  DiHeren» 
tiale  dXyä  Yy  dZ  von  einander  unabhängig  sind,  und  die  In- 
tegrabilität  der.  Gleichung  drei  Bedingungen  voraussetzt. 
Yerbind'et  man  hiemit  die  ^rste  Gl<?ichung ,  und  endlich  da« 
aus  der  Natur  des  flüssigen  Körpers  bel^annte  Gesetz,  nach 
mrelchem  die  Dichtigkeit  vom  l3 rucke  abhängt,  so  erhält 
mau  fünf  Gleichungen,  welche  «')lso  zu  Bestimmung  der 
^nf  unbekannten  GrÖfsen  hinreichen. 

230.  Wenn  man  das  Integral  der  letzten  Gleichung 
gefunden  hat,  und  dann  in  dasselbe  nach  und^  nach  ver- 
schiedene Werthe'für  die  Zelt  t  setzt,  aber  immer  einerlei 
Werthe  von  X,  F,  Z  beibehält,  so  erhält  man  die  ganze 
Bewegung  des  Thcilchens ,  welches  sich  anfangs  ip.  Z  he* 
fand,  und  kann  für  jeden  Zeitpunkt  seine  Geschwindigkeit, 
Dichtigkeit,  und  den  Druck,  welchen  es  leidet,  angeben. 

231.  Ist  die  Dichtigkeit  dieses  Theilcheiis  unveran- 
derlich  ^  =  Q^  so  hat  m.an  immer  iC  =  i,    und  wenn  man 
diese  Gleicbung  auflöst,    so  erhält  man  eiue  gewisse  Be«  1 
Stimmung ,  wie  die  Functionen  x^  y^  z  von  Xy  K,  Z  abhän<v 
gen  müssen. 

232*  Wir  wollen  jetzt  noch  diese  allgemeinen  Formel^ 
auf  einige  besondre.  Fälle  anwenden. 

Wenn  alle  Theilchcn  des  flüssigen  Körpers  mit  paralle- 
ler Bewegung  fortrücken ,  so  kann  man  »  =  JT  +  L, 
^=  Y-^^  Mr  «  =  Z+N  setzen,  wo  L,  M,  N  Functionen 
der  Zeit  £  sind ,  welche  für  £=0  verschwinden.      Man  hat 


daher  hier  (7=;.  =1, 


dl 


=  I,    und  die  übri« 
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'gen  partiellen  DifFerenttale  verschwinflen ,  folglich  wird 
K  r=  1  und  ^  =  ^,  das  Leifst,  jede»  Theilchen  mufs  seine 
Dichtigkeit  ungeändert  hehalten ,  ohgleich  die  Dichtigkeit 
nicht  überall  gleich  grofs  zu  seyn  braucht,  ^sondern  Q  eine 
Function  von  Xt  Y  und  Z  seyn  kann.  Nimmt  man  nun  an, 
dafs  blos  die  Schwere  mit  den  Coordinaten  Z  parallel  und 
der  Richtung  derselben  entgegen ,  auf  den  flüssigen  Körper 
Trirkt^,  so  ist  ^  =  o ,  Q.  =  o ,  SR  =  — i ,  Und  die  zweite 
Gleichung  erhalt  hier  folgende  Gestalt: 

''^=  —  ^gdZ—dXj:^  —  dYTr  -^dZ-r^.     . 
P  dt^  dt*  dt* 

Soll   diese  Gleichung  sich  allgemein   integriren    lassen,  so 
mufs  p  eine  beständige  Grölse  =  b  seyn,  und  alsdann  ist 
2. SP  d*L  d*M  d*  N   ' 

wo  h  und  f :  t  die.  bei  der  Integration  hinzukommenden 
Grüfsen  sind.  ,  Wenn  die^Bevvegung  gleichförmig- ist,  so 
verschwinden  die  zweiten  Diiferentiale  von  Ly  M,  iV,  und 
die  Funkte,  wo  der  Druck  verschwindet ,  liegen  also  dann 
in  einer  horizontalen  Ebene  ;  aher  bei  einer  beschleunigten 
Bewegung  ist  dieses  nicht  der  Fall ,  weil  alsdann  .die  mit 
X  und  1^  multiplicirten  Glieder  nicht  =  o  werden. 

232  h).  In  einigen  Fallen  brauchte  Q  nicht  beständig 
zu  seyn ;  wäre  z,  B-  L  ::^  o ,  iVf  =  o  >  so  liefse  sich  die 
Gleichiiiig 


f  d*N] 

agdpzzz^  j2^+-j^.  gdz 


^  «llemal  integriren  ,  wenn  Q  eine  Function  von  Z  isf.  Bei 
jeder  verticaleü  Bewegung  kann  also  da»  aus  verschiedenen 
Materien  bestehende  Fluidum  sich  ganz  wid  ein  fester  Kör- 
per bewegen,  wenn  jede  horizontale  Schichte  durchaus 
gleich  dicht  ist ,  oder  die  verschiednen  Fluida  sich  iii  hori- 
zontale Schichten  geordnet  haben,  'Wenn  hingegen  die 
Bewegung  horizontal,  oder  gegen  den  Horizont  geneigt 
ist,    so  kann  dieses  nur  Statt  finden ^    wenn  die  zw;eiten 
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Dlfferenttale  von  L^  M^  N  verschwinden,    oder  beständig 

sind.     Verschvtrinden  diese  DiiFecentiale ,    oder  ist  dic.Be- 

wegung  gleicbförinig ,   so  thüt  ein  aus  horizsontalen  gleich« 

artigen  Schichten   bestehendes   Fluidum   den   Bedin gangen" 

der  Integrabilität  Genüge »    sind  aber  die  Differentiale  be- 

d^L  d^M  d^N 

=  X,      .  ^    s=  ii*i     .  ;    Gzz  y*    so   wird 


ständige  GröfsexL   ,  « 


dv 


dt' 


die  Gleichung  ' 

sich  integriren  lassen ,  wenn  Q  eine  Function  von 

ist)  oder  wenn  O  in  allen  denjenigen  parallelen  Ebenen^ 
in  welchen  der  Druck  gleich  grofs  ist,  einerlei  Werth  hat. 
Wären  X^  /m*  y  Functionen  von  t,  so  würde  die  letzte  Glei- 
chung zwar  sich  integriren  lassen ,  wenn  Q  eine  Function 
von  X  X  +  /u  F"  +  (a^  +  irj)  Z  ist;  aber  dieses  wäre  den  Be- 
dingungen der  ersten  Gleichung,  und  selbst  der  Natur  der 
Sache  entgegen,  weil  O  als  anfängliche  Dichtigkeit 
nicht  von  der  Zeit  abhängen  kann  2  in  solchen  Fällen  also 
würde  die  letzte  Gleichung  nur  dann  integrabel  seyn,  wenn 
Q  =  Const.  ist,  das.  heiTst,  bei  einem  aus  heterogenen 
Lagen  bestehehde^  Fluidö  kann  Is^eine  solche  Bewegung^ 
wo  alle  Th eilchen  ihre  Lage  gegen  einander  lui verändert 
behalten,  Statt  finden,  wenn  diese  Bewegung  nicht  ent- 
weder gau^  vertical  ist ,  oder  bei  nicht  verticaler  Bewe- 
gung ,  weiui  nicht  die  Geschwindigkeit  entweder  gleich- 
förmig ist  (wo  X  =  /ü  =  »  =  o  wird},  oder  gleichförmig 
beschleunigt  in  einfachpih  Verhältnisse  der  Zeit  wachst. 


'  fiSS«  Auch  das  Problem  des  174.  fii  läfst  sich  niTcli 
dieser  Methode  auflösen.  £s  ward  nämlich  dort  vorausge- 
setzt, dafa  die  drei  Geschwindigkeiten  für  jeden  Funkt 
immerfort  ein  beständiges  Verhältnifs  behalten  sollten,  näm- 
lich u:zzaMj  i;=rr/S««  wzzzym^  und  es  sollte  bestimmt 
werden,  unter  welchen  Bedingungen  eine  solche  Bewegung 
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bestehen  könne.     Da  hier  u  = 


dx 
Tt 


dy 


w 


dx 

Tt 


ist,  so  wird,   wenn  «  nicht  vop  t  abhängt,  *  =  X^  ««r, 
y  s=  r+ /l«t,  z  s=  Z  +  y«t,  folglich 


dx 


ii 

dX 
d% 


d. 


dX 


zs=ßt 


dX 
dy 

dx^  dr 

dy\     I  dz 
dXV  IdT 


dx 

dr 


=ttt 


dMi 

drr 


dZ 


=:«t 


dt 


X 


dr 


dy 

d~Z 


dZ 

dx 

dZ 


V 

da 
ix 

dx 

dr 
+  fi 

1 

dz 
dZ 
da 
Ji- 

\x\ 


\dZ\ 


+  «, 


+  y 


l/;|}- 


Soll  «Iso  die  Dichtigkeit  jedes  Thclkhens  «nveränderlick 
fj=^  «eyn ,    so  muf»  K=i    von  der  Zeit  unabhängig, 


folglich 


da 

5x1 


+  ß 


\dr 


+  y 


Äz!  =  **  ^^y"- 


Da   aber 


auch,  wenn  «  nicht  von  t  abhängt, 


<I<t= 


i<I«= 


dX 
da 

Jy 

und  a 


dX  + 


dr 

(mdr—ßdX)  + 


dr  + 

da 


da 

Jz 


dZl  so  wird 


dZ 


\»dZ—ydX); 


=  F:  [C-r— i8X),  («Z— yX)] 

eben  die  Gleichung,  welche  wir  oben  fanden,  wenn  «  vpix 
t  unabhängig  angenommen  ward.  Wir  finden  dann  auch 
hier,  wie  dort,  aus  der  zweiten  Gleichung 

wenn  O  eine  beständige  Gröfse  =  h  ist. 

» 
a34*     Wir  wollen  jetzt  noch  den  Fall  betrachten ,    wo 

jedes  Theilchen  in  einer  horizontalen  Ebene  sich  um  eina 

verticale  Axe  bewegt,   und  seinen  Abstand  von  dieser  Axe 

nicht  lindert.     £&  sey  der  Winltel  if  eine  Function  der  Zcitt^ 

und  mau  setze  4r=A*Cos9 — YS'mii,  j=r  yCosiir+XSin  v. 


VLAhs*  Fond.Besnm.d^Bew.  aus  ihrem  anfdngl^Zustandf'   iM 

(dx^  (dx) 


%:=  Zf  SO  wird 


M, 


=  Cos  9, 


=;;=  Cps  9, 


.'i^ 


=  — Sin  «, 


,dX, 


s=  Sinf, 


(dz^ 


dZ 


k > 


daher  K  =  Cos  jy*  +  Sin  ji*  =  i. 

Es  mufs  also  hier  ^  =  O ,  oder  di«  Dichtigkeit  jedes  Theil- 
chens  unveränderlich  seyn* 


Man  findet  ferner 

(dx)  d^ 

j^  =— CXSin»+i;Cosv)-j^, 


V  ^ 


^j  =(ji:cos,-rsin,)  j^, 

1^1  =  CXCo.  ,  -  r  Sin  ,)  j^^  —  CXSin  ,  +  y  Cos  ,)  ~ , 

daher  erhält  9  wenn  man  hlos  auf  die  Wirkung  der  Schwere 
Rücksicht  nimmt ,  die  zweite  Gleichung  folgende  Gestalt  ^) : 

^sidp  d^n  .  li«* 


^M" 


*}  Eal«r  gibt  diese  Formd  anders  an;    er  £ndet  nämlicf^   das  in 

—  multiplicirte  Glied  ^{JüX'\'Xä  30  -r^,   und  ^Uuin  das  In- 

d*n 
'tegral  dieses  Gledes  ss:  XY  — ,    daher  er   auch  cum   Schlüsse 

d  t* 

sagt ,  man  könne  ■  hier  für  n  jede  Function  Ton  #  setzen  ^  und 
diese  Gleichung  sey  also  viel  allgemeiner ,  als  die  nach  der 
ersten  Mathode  gefundene  Auflösung.  Es  Scheint  mir ,  dafs  die- 
ses ein  Rechnungafehler  sejrn  mufs,  der  Bulern  leicht  entgehen 
konnte,  da  er  gar  nicht  langer  bei  diesem  Beispiele  renreät,  und 
keine  weitern  Schlüsse  auf  diese  Gleichung  baut  (B.) 


f 


/ 
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jDIese   Gleichung   läfst  sich   nickt  iategriren,    wenn  uiclit 
-— =r  o  ist,  das  heifst,  nur  in  dem  Falle ,  wo  jede»  Theil- 

clien  sich  mit  gleichförmiger  \Geschwindigkeit  um  die  Axc 
be\^'ögt.     In  diesem  Ffi\lle  wird,  wenn  O  =  ^  beständig  ist. 


In   derselben   horizontalen   Schichte  ist  also  der  Druck  in 
gleichen  Abständen    von  der  Axe  gleich ,    und  unveränder- 

lieh,  wehufi  e  xs:  Gonst.  ist,   denn  —  ist  beständig. 


Wäre' p  nicht  allenthalben  gleich,  ftd  Würde  die  vor- 
ausge;setzte  Bewegung  bestehen  können ,  wenn  der  flüssige 
Körper  Wos  träge  wäre ,  und  die  Dichtigkeit  eine  Function 
des  Abstandes  von  dei*  Axe ;  die  verschiedenen  flüssizeh 
Materien  müfsten  also  cylindrischeSchichten  ^ilden ,  deren 
Ake  mit  der  Umdrehungsaxe  einerlei  wäre.  Ist  hingßgen 
der  flüssige  Körper  der  Schwere  unterworfen,  so  wird  die 
Bedingung  für  Q  zusammengesetzter.  Ich  will  den  Abstand 
von  der  Axe  /^(X*  +  F*)  =  17  nennen,  so  rnuis  offen* 
lar  Q  ^ioe  Function  voh 

»g(h-z)  +  iu^  ^ 

«eyn,  oder  in  den  durch  diese  Gleichung- Ausgedrückten 
Schichten  die  Dichtigkeit  gleich  seyn ,  wenn  die  Bewe^ 
gung  bestehen  soll.  Die  Oberflächen  der  verschiedenen 
flüssigen  Materien  werden  also  parabolische  Conoide  bil- 
den ,  deren  Scheitel  in  der  A^e  in  der  Hohe  Z  =  fe  Hegt, 
wo  also  h  für  Jede  der  verschiedenen  Materien  einen  an- 
dern Werth  erhält.  Dieses  stimmt  mit  dem  iü5.  ß.  über* 
ein,  denn  was  dort  von  der  freien  Oberfläche  eine*  gleich- 
artigen Flüssigen  galt^  das  gilt  hier  von  den  Oberflächen 
der  flüssigen  Materien ,  deren  Dichtigkeit  versöhieden  ist» 


VL  Abs.  Vbnd,  Bestim.  ^^  Beiv^  aus  ihrem  anfängl,  Zuitande.    2^y 

Uebrigens  ist  die  hier  gegebene  Auflösung  beschräiik- 
,ter,,    als  die  dortige,    weil  sie  nur  den  einen  Fall  unifafst, 
da  «alle   Tbcilcben    ihren  .Umlauf  in    einerlei  Zeit   vollen- 
den. —     Dieser  Fall  ist  also  gan^  einerlei  mit  dem^ '  wo  in 
g.  i85*  n  =  X  gesetzt  ward.       • 

235»  Diese  Beispiele  iind  hinreichend,  tim  von  der 
Anwendung  dieser  ^lethode  wenigstens  eipen  Begrif  zu 
geben  ;  eine  weitere  Entwickelung  dieser  Methode  sowüM^ 
als  der  vorigen,  hat  noch  immer  grofse  S<;hwierigk^, 
weil  manche  ^'Ufgaben  sich  mit  unsern  jetzigen  Kenntnissen 
in  der  Anälysis  nicht  auflösen  lassen.  Um  die  Untersu- 
chung zu  erleichtern^  und  gleichsam  stufenweise  v6in 
Leichtem  zum  Scliwerern  fortzuschreiten,  ^v^rd  es  vortheil- 
haft  seyn ,  wenn  man  mit  Untersuchung  solcher  Bewegun* 
..gen  flüssiger  Körper  anfangt,  welche  von  weniger  verän- 
derlichen. Gröfsen  abhängen.  Wir  erreichen  diesen  Zweck, 
Wenu  wir  zuerst  die  linearischen  oder  diejenigen  Be- 
wegungen flüssiger  Körper  betrachten,  wo  alle  Theilchen 
als  nur  eine  einzige  Linie  bildend  angesehen  werden,  und 
wo  alle  Theilchen  auf  dieser  Linie  fortrücken;  wenn  wir 
alsdann  zur  ebenen  Bewegung  übergehen,  wo  die  ganze 
Bewegung  in  einer  bestimmten  Fläche  vorgeht,  oder  die 
auf  diese  Fläche  selikrecl^te  Geschwindigkeit  verschwindet, 
und  alsdann  erst,  wenn  diese  einfachem  Fälle  mit  Glück 
behandelt  sind,  wird,  man  in  der  ganz  allgemeinen  Be- 
trachtung Jeder  Bewegung  flüssiger  Körper  etwas  auszy.- 
tichten  hoiTen  dürfen* 

/ 

Die  linearische  und  ebene  Bewegung  kommen  zwar 

im    strengsten    Sinne   in    der    Natur    nicht    vor ,      da    die 

erste  nur  für  unendlich  enge  Röhren,  und  die  zweite  nur 

■  für  unendlich  schmale  Canale  oder  Gefafse    pafst,     indefs 

~kann  man  doch  auch  von  den  "Untersuchungen  über  diese 

Bewegungen    unmittelbare    Auv/endungcn    machen,    ,weil 

z»  B.   die   Bewegung  in  Röhren  j     die   auch   nie  ht    gskttz 

R 
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s 

enge  sind,  sehr  nahe  den  Gesetzen  gemäfs'ist^  welche 
man  für  die  linear! sehe  Bewegung  findet.  Wir  werden 
im  Folgenden  sehen,  wie  sich  die  Formeln  für  die  linea* 
riscbe  Bewegung  aus  den  hisherigen  Untersuchungen  her* 
leiten  lassen,  und  die  Anwendung  auf  diesen  einfachem 
Fall  weiter  aus  einander  ^eteen» 


immm^mth 


/ 


X. 


w  IS  i  t  e    A  b't  h  e  i  iüu  g. 


9 


Anwetidung  der  allgemeinen  Formeln  auf 
die  linedrische  Bewegung  flüssiger 
Körper/  besonders  des  Wassers. 


Ersteir    Abschnitt 

f  t^öti    den   Principien     der    linearischen    Bewegung 

flüssiger  Körpen 


.iJ^X. 


236;     Erklärung; 

i>Ian  nennt  die  Bewegung  eines  flüssigen  Körpers  lineä- 
irisch,  wenn  er  sich  nach^  einer  gewissen  Liinie  DE 
(Fig.'  34.)  so  fortbewegt  i  da£s  in  jedem  Punkte  Z  die  Rich- 
tung der  Bewegung  init  dieser  Linie  übereinstimnit  /  und 
zugleich  in*  jedcih  Funkte  des  auf  diese  Hichtungsllnie  senk-* 
rechten  Querschnitts  UV  die  Geschwindigkeit  gleich  grofi 
ist*  ^ 

'  ... 

237.     Wenn    also   eine   Bewegung  linearisch   heifsen 

soll  y  so  niufs  sie  folgende  zwei  Eigenschaften  haben ,  erst- 
lich, dafs  die  Bewegung  allenthalben  der  Richtung  einer 
gewissen  Linie  DK  folge,  zweitens^  daCs  die  Thcilchen, 
"welche  in  demselben  auf  diese  Richtungslinie  seuk- 
recliteu  Querschnitt  liegen,  mit  gleicher  Geschwindigkeit 
nach  derselben  Richtung  fortgeben; 

Ra 
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Eine  solche  Bewegung  würde  man  also ,  voHständig 
kennen,  wenn  die  Glicht  uiigsliuie  DE  und  die  Geschwin- 
digkeit in  jedem  Punkte  Z  hekaunt  wäre;*  •  denn  die  Bewe- 
gung aller  TheUcheu  In  dem  durch  2!  gehenden  Quersclinitte 
U  P^  ist  völlig  der  Bewegung  des  Punktes  Z  gleich. 

23Ö.     Wenn  der  flüssige  Körper  durch  eine  sehr  enge. 
Röhre  DE  (Fig.  35.)  fliefsen  niuls,    so  kann  man  die  Be- 
wegung   für  eine   w^irklich   linearische ,    wie  sie  hier  he- 
schriehen  ist,    halten;    denn  wegen  der  ^nge   der  Röhre 
kann  in  jedem  Punkte  Z  die  Richtung  der  Bewegung  keine 
andre  seyn,    als  welche  mit  dem  ganzen  Laufe  der  Rohre 
ühereinstimmt«     Man  kann  sich  durch  die  Mitte  der  Quer- 
schnitte  der   Röhre*  eine   Linie   D  Z  E    gezogen   denken,  _ 
welche  die  Richtungslinie  der  Bewegung  darstellt,  und 
nimmt  alsdann  an,   dafs  jedes  Theilcheu  Z  nach  der  Rich- 
tung dieser  Linie  fortrücke,   und  dafs  in  dem  ganzen  Quer- 
schnitt üKdie  Geschwindigkeit   einerlei,    und  die  Rich- 
tung  der  Bewegung   der    an  Z  gezogenen   Tangente    der 
Richtungslinie  parallel  ist.     Fi^nde  dieses  nicht  Statt,    son- 
dern wäre  in  einem  Thisile  desselben  Querschnitts  die  Be- 
w'egung  schneller ,  als  in  einem  andern  Theile^,    so  würde 
eine  solche  Bewegung  nicht  zu  denjenigen  gehören,    deren 
Betrachtung    wir   hier   unter   dem  Namen  der  linearischeu 
Bewegung  unternehmen.       Eine   solche   Ungleichheit   der 
Bewegung  in  verschiedenen  Theilen  desselben  Querschnitts 
wird  aber  desto  weniger  Stattfinden  können,    je  enger  die 
Röhre  ist/   und  diese  Ungleichheit  fiele  ganz  weg,  wenn 
man  sich  die  Röhre  als  unendlich  enge  dächte.      Indefs  ^at 
,  man  nicht  nöthig ,    die  Röhre  allenthalben  gleicji  weit  au- 
fzunehmen,  sondern  man  kann  die  Untersuchung  auch  au£ 
Röhren  vDn  ungleicher  Weite  erstrecken,    wenn  man  nur 
voraussetzt,    dafs   an  keiner   Stelle  d4e  Coatinuität  durch 
plötzliche  Erweiterungen    oder  Verengungen,    wie  in  der 
Figur  bei  F,  unterbrochen  werde ,  denn  an  solchen  Stellen 
würde  ein  Theil  des  Flüssigen  fast  ganz  in  Ruhe  bleiben, 
und  die  Bewegung   also   nicht,    den  Voraussetzungen   ge- 
mafs,  diujfch  den  ganzen  Quersclmitt  einerlei  seyn.  ^ 
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239.  Obgleich  also  die  linearisclie  Bewegung  eigent- 
lich tinendlich^eoge  llÜhrfen  erfordert ^  »o  ist  dorh  auch  oft 
die  Bewegung  in  weitem  Röhren  den  Gesetzen  gemäfs, 
.welche  wir  für  die  lineat'ische  Bewegung  finden';  in  sol-» 
chen  Fällen  kann  man  also  die  folgenden  Lehrsätze  auch 
bei  weitern  Röhren,  anwenden.  Ueberdies  libmmt  es  in 
manchen  Fallen  nicht  darauf  an  ,  wenn  die  Rechnung  auch 
ein  wenig  von  der  Erfahrung  abweicht ,  und  mau  hat  daher 
diejenigen  Sätze,  welche  eigentlich  nur  für  die  linearische 
Bexvegung  geketr,  auch  auf  die  Bewegung  des  Wassers, 
welches  aus  weitem  Gefäfsen  ausfliefstv  angewandt,  und 
die  Resultate,  wenigstens  in  mancher  Rucksicht,  der  Er- 
fahrung gemäfs,  befunden.  Indefs  erfordert  die  völlig 
strenge  Theorie ,  dafs  wir  hier  diese  Untersuchungen  ^  wel- 
che eigentlich  nicht  die  linearisohe  Bewegung  betreffen, 
ausschliefsen , '  und  hei  der  Betrachtung  der  Bewegung  in 
sehr  engen  Rohren  stehen  blei,bepi^ 

240^  Die^e  Untersuchung  umfafst  sehr  viele  verschie- 
dene Fälle,  da  cUe  Röhren  gerade  oder  gekrümmt,  und 
ihre  Querschnitte  alle  gleich  oder  ungleich  seynkünuen; 
ferner,  d^  das  Fluiduni  sich  entweder  blos  in  der  Röhre 
fortbewegt,  oder  aber  irgendwo  ausfliefst,  und  endlich,  da 
die  Natur  de«  flüssigen  Körpers  und  die  auf  ihn  wirki^ndcn" 
beschleunigenden  Kräfte  bei  der  Bestimmung  der  Bcwe- 
.gung  in  Beferachtung  gezogen  werden  müssen, 

241.  Problem  48.  Der  flüssige  Körper  bewegt 
sich  in  einer  geraden,  sehr  engen  Röhre,  man  sucht  die 
allgemeinen  Formeln  für  seine  Bewegung  nach  der  ersten, 
vorhin  angegebenen  Methode..  ^ 

Auflösung.  Die  EVichtungslinie  <X^  (Fig.  340  ^^r 
Röhre,  durch  welche  das  Flui  dum  sich  bewegt,  sey  ge- 
rade, die  Weite  der  Röhre  OlaA  aber  ungtelch«  Man 
betrachte  am  Ende  der  Zeit  t  das  Theilchen  des  flüssigen 
Körpers,  welches  den  Raum  XxvV  einnimmt,  und  setze 
die  Entfernung  OXvon  einem  bestimmten  Anfangsptinkte  O 
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T=z  Xj  den  Querscbnitt  der  Röhse  bei  X^    X^=  w,   so  ist 

u  eine  gegebene  Function  von  x^  weil  die  Gestalt  der  Röbr^ 

behf^nnt  ist«     Ferner  sey  in  dem  Querschnitte  Xy  die  Ger 

scbwiudigkeit   des  flüssigen    Körpers  nach    der    Richtung 

X/4  =  w,    die  Dichtigkeit  =  9,    der. Druck  =  p,  90  wer-: 

den  Uy  q,  p  Functionen  der  beiden  veränderUchen  Gröfsen  jir 

und  c  seyn,  und  man  wird  aus  der  Natur  des  flüssigen  Kor- 

peis  wissen^    wie  <f  von  ^^   oder  von  p  und  der  Wärme  r, 

wenn  man   auf  diese  Rücksicht   nehmen    mufs,    abhängt« 

Das   Theilchen  Xx  v  V  nehme  nach  der  Lange  der  Röhre 

den  T\aum   Xjf  :=z  dx  ein,    so    ist  sein  Volumen   =  wdXf 

seine  Masse  =  tjmdx.     Dasselbe  Theilchen  rückt  während 

der  Zeit  dt  nach  X*xv'V\  und  da  seine  (reschwindigkeit 

in  JC  =14  war,  cfo  ist  XX'  :=:.udt\  hingegen  wird  dieOe« 

'd  u\ 
—    ausgedrücl^ti  und 


schwindigkeit  in  ;r  duVch  =144"^*" 


^ft  ist  d2\her  xx  =  udt  +  dtäx 
X'»^  =z  tix  +  dtdx 


dx 
[d_u\ 

Tx 


,  folglich 


-Der  Querselinitt,  in  welchem  X'  Hegt,  ist 


dm 

m  +  udt.  -T" 


4V 


% 


folglich  da^'  Volumen  X'V'vx  diese«  Theilchens 

r     [du\  d»\ 

Die  Dichtigkeit  <j  betrachten  wir  als  eine  Function  von  x 
und  t,  weim  daher  x  um  die  Giöfse  udt.  und  t  um  die 
Giöfse  dt  wachst,  so  wird  die  Dichtigkeit 


f^7l 


W 


=  0  +  udt   \  —  \  -^dt 


7 


dt 


man  erhält  also  \elzt  die  Masse  des  Theilchens  X'  V  v  x' 


;^i}- 


welche  =   t^mdx  seyn   mufs,     weil    die   Masse,  desselben 
Theilchens  während  der  Bewegung  ungeandert  bleibt.   Wir 


f 
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erhalten  daher  die  erste  Gleichung  fsur  Bestimmung  der  Be- 


\iregung  9  m 


(du) 
dZ 

ifU 


dm 


dl\  -^-Itl^o.oie. 


dl,         \d.<ju\         (d^ 
idx        \  dx  J         [dt 


o. 


Um  zur  Bestimmung  der  zweiten  Gleichung  zu  gelan- 
gen, mufs  man  überlegen,  dafs  wäLreud  der  Zeit  dt  die 
Geschwindigkeit  desselben  Theilchens  in 


{du\ 

u+  udt   \-r- 
{dx\ 


{du\ 
[dt] 


übergegangen  ist,  die  Beschleunigung  der  Bewegung  dessel* 

[duV       tdu\ 

ben  ist  also  =  m  |  —  |  +     t"  ,  und  diese  mufs  mit  den  he* 

{dx\        [dt]' 

schleunigenden  Kräften,  deren  Wirkung  sie  ist,  überein- 
stimmen. Um  diese  zu  bestimmen,  müssen  wir  zuerst  auf 
die  Ungleichheit  des  Druckes  in  X\xndx  Rücksicht  nehmen  ( 

{dp 


der  Druck  in  X  ist  c=  p ,  \n  x  aber  z=ip  '\'dx 


,  also  die 


beschleunigende  Kraft«  welche  das  Theilchen  zurücktreibt, 

\^p\  .  .  . 


ttäx 


dx 


9  Ol  d  X'  9 

Wirken  nun  aufserdem  beschleunigende^  der  Schwere  ähn- 
liche Kräfte  auf  den  flüssigen  Körper,  und  ents'eht  aus 
dieser  nach  der  Kichtung^^Y^  die  beschleunigende  Kraft 
=  P,    so  ist  die  gesammte  Kjaft,    welche   die  Bewegung 

1    (dp] 
nach  dieser  Richtung  heschleunigt ,   =  P T"  I » 

man  erhält  daher  folgende  zweite  Gleichung  für  die  Bewe- 
gung des  flüssigen  KÖxpers :  '  * 


und 


ügp  - 


»g  [dp]  fdu]        (du'' 

-  ="  ~  +  Tt 


dx 


[dx] 


Öder,  weil  hier  t  als  beständig  betrachtet  wird> 


2gdp 


s^  2gPdX'-r  ^^du  —  dx 


[du 


16^     IL  Tft,  Il^Ahth,  G^sdtze  der  luiear.  B^ve^ung  fliiss.  ^d'fp^f« 
JDiese  Gleichung ,  verbiinden  mit  der  vorigeA 


tjU 


dtu 
udx 


+ 


(d. 


Xj  u 


äx 


(dif\ 
Tt 


lind  mit  der  Gleichung,    welche  nach  der  Natur  des  fiüs&C<? 
P'C.i  Kurpers p  durch  <f  ausdrückt,  bestimmen  die  ganze  Be- 

&43.  Betrachtet  man  auch  in  der  zuerst  gefundenem 
Gleichung  die  Zeit  t  als  unveränderlich,  so  kann  man  sie 
soKusdiücken: 


d  •yv»  '\^mdx 


woraus  .folgt,  dafs  wenn  €/  eine  beständige  GrÖfscf  ist, 
d.uM  =  o ,  also  u itf  =  Const.  ist ,  oder  eigentlich  u w  =  /:  t^ 
weil  bei  der  Integratiozf  |die  Zeit  als  unveränderlich  betrach- 
tet worden.  Man  sieht  aus  dieser  Gleichung ,  dafs  die  Ge- 
fchwindigkeiteh  in  verschiedenen  Querschnitten  in  eineii;L 
bestimmtem  Augenblicke* den  Querschnitten  umgekehrt  pro- 
portional sind,  welches  eine  sehr  bekannte  Bedingung  der 
Bewegung  ilüssiger  Körper  in  Röhren  i»t,  .wenn  ^  unverr 
$nderlich  ist. 

243. .  Weim  hingegen  ^  vom  Drucke  abhängt,  so  mufs 
man  nothweudig  beide  Gleichungen  verbinden,  und  es  hat 
dann  mehr  Schwierigkeit  für  u,  p,  9,  solche  Functionen  an- 
zugeben ,  die  allen  Bedingungen  entsprachen, 

244.     Man  kann  diese  Formeln   auch   leicht  aus  i^^ 

allgemeinem    der   ersten    Ahtheilung  herleiten.       Bei   der 

zweiten  Gleichung  fällt  die  Üebereinstimmung  mit  der  des 

152.  {J.    sogleich   in   die  Augen,    weil   diejenigen    Gliede;^» 

'welche  dort  dy^  dz^    oder  1;  und  w  enthielten^    hie?  wegr 

fallen.     Die  eiste  Gleichung  schein^-  sich  aber   durch   das 

dta 
Glied  au .  --7-  von  der  dortigen  zu  unterscheiden,   und  nur 

mit  jener  übereinzustimmen,    wenn  die  Röhren   durchaus 
gleich  weit  sind,    also  cJo»  =  p  ist.      Indefs  läfst  sich  auch. 


J,  Ahscti,   Von  d,  Prit^pififi  4*  linear*  Sctveg,  fiuSs,  Körper.     ßÖ5 

^4^86  Qleicbung  ^us  4er  «Ugemeiaep  Form  herleiten.  Penn 
wenn  die  Rohre  sich  von  y  gegen  V  zu  erweitert,  so  wird 
die  Richtung  der  Bewegung  bei  V  um  etwas  weniges  von 
der  Richtung  Oyif  diveygiren.  Man  setze  also  X^==y, 
und  die'  mit  der  Ordinate  y  parallele  Geschwindigkeit 
V  =z  »yy  damit  v  verschwinde,  ^enn  y  c==  o  ist;  r  nehmen 
"wir  nun,  damit  uj  x=  o  werde,  an,  dafs  ::  =  Const,  =  ^, 
odör  die  Röhre  nach  dies'er  Richtung  unendlich  schmal  sey, 
so  ist  »  =  yy.  Weil  aber  die  Dichtigkeit  nicht  von  y  ab- 
hängt, sondern  in  dem  ganzen  Querschnitte  gleich  ist,    so 


[d.^v\ 


=  f «.     Tcrner  ist  y,   wenn  man  ihm  seineu 


ganzen  Werth  XV  gibt,     dne   Function   von   a;,    daher 
X'  f^'  ^=zy  -\'  udt    —   y   zugleich  aber,    wegen    der    Ge- 

9cbwindigkelt  v,    X'^'=:y  +  i^c?(ac:2y(i+«^0»     ^^^ 

ii'dy ,  ud« 

«iy=-]~,    oder  06=:--^,    daher 
dx  »a.v 


du 


(d..<iv] 

dt  J         '     udx 


wel« 


.V 

eh  es  mit  dem  ersten  Oliede  unsyer  Gleichung  einerlei' ist. 
Man  übersieht  leicht,  dafs,  wenn  wir  z  nicht  ===  CoJtist,' 
gesetzt  hätten ,  u>  von  beiden  Gröfsen  y  und  z  abhinge ,  und 
sich  durch  ähnliche  Schlüsse  die  Uebereiustimmung  x^nsier 
Gleichung  mit  der  des  152.  Q,  zeigen  li^fse. 

245.  Problem  49.  Die  Bewegung  eines  flüssigen 
^Yorpers  in  ein?r  geraden  Röhre ,  nach  der  zweiten  Metho- 
de, durch  den  anfänglichen  Zustand  zii  bestimmei^/ 

Auflösung.  Man  n^hme  an,  dafs  dasjenige  Theil- 
chen  des  flüssigen  I(ö;rpers ,  dessen  Bewegung  wir  betrach- 
ten wollen,  anfangs,  da  t  sss  o  war,  den  RaumX^^^'X' 
(Fig.  370  ^  der  Röhre  eingenommen  habe,  und  nenne 
O X  =  X,  X  X'===  d  X ,  den  Querschnitt  der  Rühre  bei  X 
s=:£2,  SO  ist  das  Volume^  =^QdX%  4ie  Masse  (dieses 
Theilcbens  =ss  QQdX^  wenn  seine  anfangliche  Dichtigkeit 
SÄ  p  ist.  Es-  sey  ferner  im  Anfange  der  Zeit  t  die  "Ge- 
scliwindigkeit   nach  der  Richtung  XA  =:  C7,    welche  in 


$66    IL'Th.  IL  Ahh,  Gesetze  der  Knear.  Bewegung  flüss.  Körper. 

allen  Punkten   dieges    Quersoluiitts   einerlei   ist,    und  der 
Drupk  s=s  P. 

Eben  dieses  Theilchen  befinde  sich  am  Ende  der  Zeit  t 
in  xvv  x\  und  es  sey  Ox  =  a;,  der  Querschnitt  xv  =  i^^ 
die  Dichtigkeit  sey  hier  =  ^,  der  Üruok  =i=p,  und  die 
Geschwindigkeit  nach  der  Richtung  xA  =u,  so  sind  die 
Gröfsen  jr>  f ,  p,  u  Functionen  von  X  und  c ;  »  aber  eine  he«? 
!|(aimte  Function  von  Xf  welche  von  d^r  Gestalt  der  Röhre 
ftb  hängt, 

Da  in  eben  der  Zeit  i  in  welcher  X  V  nach  x  v  rückte. 

(dx] 
X'iP' nach  je'v  gekommen  ist,  &o  L$t  x x' =^4 X  j-   ^   yi^d 

des  Theilchens  xvv  x  Masseurs  <f»dX 


dX 


i    dieser    Aus- 


druck mufs/dem  für  die  Masse  desselben  Theilchens  im  an* 

fanglichen   Zustande'  gefundnen    Ausdrucke    gleich    seyn^ 

lax] 

=  pS2,   welches  die  erste  ^ur  Bestimmung 


also    (j  u 


dxj 


der  Bewegung  dienende  Qleichung  ist. 

Da  ferner  die  Geschwindigkeit  in  jr,  =  u 


(dx) 
Jt 


,  Ar 


so  die  Beschleunigung 


d? 


ist,    SQ   findet   man  i'eicht 


auch  die  zweite  Gleichung.     Es' entstehe  nämlich   aus  den 

aüfidieses  Theilchen  wirkenden  beschleunigenden  Kräften 

nach   der  Richtung  x  A   die   beschleunigende  Kraft  =  *P ; 

[dp' 
wegen  des  Druckes  aber ,  welcher  in  x  i;'=  p  +  dX    -j-Tr 

\dX^ 

ist,  entsteht  nach  der  entgegengcsetaten  Richtung  die  be- 
schleunigende Kraft 

{dp 


« 


iX 


d^nX 


dx 


dX\ 


[dxr 


/•  AhicK   Von  i  Priucipien  d.  Unear,  ßnpeg.  flüss^  Korp0iri     «(Jy 

daher  die  Summe  aller  Kräfte,   welche  die  Bewegung  4ev 
Kleinen  Masse  nach  der  Richtung  xA  beschleunigen, 


g>- 


I 


Ol] 


■dx]  '■   [dXj 

woraus  man  d\irch  Vergleichung  mit  der  wirhlich  Statt  fin? 
d  enden  Beschleuni^^une 

findet,  oder,  well  man  t  als  teständig  betrachtet, 

die  zweite  Gleichung,  welche  die  Umstände  der  Bevicegnng 
|je  stimmt. 

Ä^5  h).  Bei  der  Integration  iliufs  man  die  Functionen 
.7,  p,  9,  u  so  bestimmen,  dalV  sie  für  t  =  o  in  X,  P,  (?,  17 
itbeigehen.  /  ' 

Die  GrÖfse  w  ist  zwar  eine  bekannte  Function  von  x ; 
da  aber  x  selbst  von  X  und  t  abhängt,  so  ist  auch  m  als^ 
Function 'dieser  GrÖfsen  zu  betrachten. 

246.-  Da  dieses  Problem  nur  ein^n  besandern  Fall  des, 
47 ten  Problems  enthält,  so  müssen  xinsre  eben  gefundeneu 
beiden  Gleichungen  auch  mit  den  dortigen  übereinstimmen. 
Von  der  zweiten  ist  dieses  von  selbst  einleuchtend,^  deni^ 
,  man  braucht  dort  nur  die  Glieder,  welche  y  und  z  enthal- 
ten, wegzulassen,  um  die  eben  gefundenen  zu  erhalten. 
Um  die  Ueb^reinstimmung  der  ersten  Qleicbung  mit  der 
dortigen  allgemeinen  zU  übersehen ,  müssen  y/lr  wieder  auf 
die  ungleiche  Weite  der  Röhre  Rücksicbf  nehmen.  Wir 
betrachten  daher  jetzt  alle  drei  Abmessungen  der  Röhre, 
nehmen  aber  an,  dafs  2^  und  2*  undn^Üch  klein  gegen  X 
sind,  und  dafs  Z  für  die  ganze  Röhre  einerlei  Werth  be- 

^he,    daher  z  =  2,    j-    =:  i.     Es  wird  nun  Q  :=  YZf 


I 

t6s     II.  Th.  ILAhth.  Gesetze  der  linear,  fiewe^ung  flüss.  Körper. 

tuxd  wenn  man  yssLV  setzte    wo  L   eine  Function   der 

^dy]  .       (dy] 

^eiteist,  80  wird  t—    =  L,     -j-     ==  o,     und   auch    die 

übrigen  Differentiale  verschwinden;  der  Querschnitt  der 
Röhre  in  x  ist  jetzt  =  «^  =  L  JtZ  =  Lö.  Sucht  man  nach 
diesen  Voraussetzungen  den  Werth  der  Gröfce  K  (im  47. 


Prohl.)»  »O  wird  ÜC  = 

(dx\ 


'  dx\ 


dX 


« 


.  L,     oder,     well    i  =  — , 


ciX 


■ 

,    nni  es  sollte  ^ach   der  allgemeinen  Glei- 
chung K(j  z==i^  seyn.,  welches  nun  mit  dem  hier  gefun deinen 

^^^V    '      ..     .    .       ^ 

•rr-    =  Ofl  übereinstimmt- 
dXJ         ^ 

Pie  Auflösung  dieses  speciellön  Falles  ist  also  in  jener 
allgemeinen  Auflösunc  eathalten, 

247«    »Problem  50,     Wenn  die  Richtungslinie  lYK 
(Flg.  38.)  der  Röhre  eine  krumine  Linie  ist,    die  in  einer  . 
Ebene  liegt,  und  die  Querschnitte  W  der  Röhre  ungleich 
sind,  die  Bewegung  des  flüssigen  Körpers  in  dieser  Röhre 
Bach  der  ersten  Methode  zu  bestimmen. 

^  Auflösung.  AmtEnd»  der  Zeit  e  betrachte  man  das 
Theilchen  des  flüssigen  Körpers,  das  den  Raum  YVvy  der 
Röhre  einnimmt,  und  setze  für  den  Punkt  Y  die  beiden 
Coordinaten  OX  =  x,  Xy  =  y,  deren  Abhängigkeit  von 
einander  durch  die  Figur  der  Rich^ungslinie  bestimmt  ist, 
so  dafs  man  y  als  eine  Function  von  x  betrachten  kann. 
Die  sehr  geringe  Weite  der  Röhre  in  Y  sey  =  10,  welche^ 
wir  ebenfalls  als  eine  bekannte  Function  von  x  betrachten. 
Fdrner  bedeutet  q  die  Dichtigkeit ,  p  den  Druck  im  Punkte 
y,  und  9  die  Geschwindigkeit  des  flüssigen  Körpers  nach 
-det  Richtung  Yy^  und  diese  drei  Gröfsen  sind  also  Functio- 
nen von  äc  und  «,  welche  bestimmt  werden  müssen. 
\ 

Nennt  man  den  kleinen  ^ogen  Yy  der  Richtungslinio 

srds,  so  ist  die  Geschwindigkeit  nach  der  Richtung  OX 


I 

L  AhscK  Von  A  Prinzipien  i  linear^  Bewtg.  fl^^*  Körpen      ft^9 


edx  ...  *  ^  •^y 

oder   u  zs;  "j**,  die  G esch wIn digkelt  nach  X]r=i;s=:—j-?*^ 

ferner  des  Tbeilchens  YVvy  Volumen  =  m^ft  weil  der 
Querschnitt  l^Kauf  ds  senki^cht  ist,  die  Masse  desselben 
z=z<jmds.  l^ückt  dasselbe  Theilchen  in  der  kleineu  Zeit  dt 
nach  Y'  V  v  y\  so  ist      « 

üdx»dt  udt.dy 

XX'  :i=:üdt=^  — : ^  X'r— X  r=t:  •— r— > 


ds 


ds 


X'x'  =  dx+dtdx 


(du]         ^  (dv\ 


folglich  ry  =  /[X'a;'*  +  (.x'y  —  x'ro*] 


=  jj  +  -* 


ijt.d 


2  r 


<fi 


dj\ 
dx 


■I- 


dtdxdy  (dv 


die  Weite  der  Röhre  ist  in  Y'  =zw\rudt,  — , 

dx 


tdy  {dv\ 

—  [rx\' 


(da) 


die  Dichtigke.it  s=:  ^  +  u^t   IT" 

daher  dieses  Tlieikhens  Y'yvV  Masse 

^<«.  dtdx 
s=:  (jtods  +r— 


*^'i% 


i^'{-[£j+MS)} 


<2  CÜ 

-^qudtds.  — H-cirfidt 


{"(H)W^]}. 


I  welche  eben  so  grofs  seyn  mufs,    als  am  anfange   der  Zeit 
d  t ,  nämlich  =  ^ «» c2  j ;  daher  «rhalten  wir 


r      {du\  [dv\\ 


f^9i 


ds 


ds 


i+9"-:i;?+Mcr''  +  '"^ 


^1 

7<f 


=  0, 


dx 

oder,  weil  j/  ==  «  .  -p , 

ds 


itdy 


9* 


+ 1^  fi-^')  +  \il^ 


ds    [äx]'^  {dt\ 

In  Y'  sind  die  Geschwindigkeiten  nach  den  Richtungen  der 

(du\        {du\ 

Coordinaten  x  und  y,   =:w  +  «rf(    T"i  "^    T    ^  ^>     und 

^  \dx}        {dt] 


^ 


/ 
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t=sv\'  udt 


idv\ 


-{-dt 


(dv\ 


diesen  Rieh  tut)  gen  ==:u 


[dt] 

(du\ 


,  also  dieBescbleuntgungen  nach 


dx\ 


^Tt^  ""^  = 


(dv 


l*  + 


Tt 


i 


diese    müssen   die   Wirkung   der  besclileunigenclen  Kiäftö 
•eyn ,     welche    auf    das  Theilchen    Yy  v  V  wirken*       D|i 

nun   der  Druck  In  jr  =  p  +cijr 


dx 


ist,     so  wird  die* 


ses  Tlieilchen  des»  flüssigen  Körpers   wegen   der  Ungleich- 
heit   des     Drucks  ^  von     einer     beschleunigenden'     Kraftj 

ist  j  nach  der  Richtung  y  Y  getrieben^ 


welche  = 


ds 


und  wenn  man  diese  nach  der  Richtung  der  Goordinateh 
zerlegt,    und  die  übrigen  auf  den  flüssigen  Körper  wirken- 
den beschleunigenden  Kräfte  dazu  nimmt,    welche  wir  triit' 
P,  Q  bezeichnen,  so  ist  die  Sumnito  aller  Kräfte,  welche  die 
Bewegung  nach  der  RichtOng  der   Coordinaten  beschleu«^ 

,  und  nach 


d.T*    Ulp\ 

nlgcn ,   nach  der  Richtung  OX  r=LP  *-^  .  ,  2  '  — 


dxdy 
der  Richtung  XYi^g- j^ 

2§dx^  (dp] 


ds' 


u 


7 
(du\ 

Ix 


dx 
dii 

Tt 


di^  \dx^ 


,  und  dabei 


.    ««        dx       Mdx*[d*]        dxfdi]. 
—  j.'^'j,  ^    j,«  [4xj  ^  dl  \dtl^ 


dt      'dt 


ds 


s9- 


2g dxdy  (dp 


ds 


'dv  \dv 

dxj   ~     [dxj         [Jij  ' 
«*       dy       »dxdy 

Ts'^'dJ'^TF' 


(du 

dx 


Woräusfolgt,  wennman^ieeTSteGleicIiunginlt<fy,  diezweite 

mit  dx  multiplitirt ,    und  ,dle  letzte  voii  der  eisten  abzieht, 

««  (dy.d^x  —  dxd*y] 
.S(Pdy-gd.^==j.^[-l-^-j.^ j. 

hingegen,  wenn  man  die  erste  Gl eichting  mitdAT,  die  zweite 
mit  dy  multiplicirt  und  beide  addirt,    so  wird 


l^Ahsch,  Von  ärprindpien  dt  lin€ark  Beweg,  fläss,  Körpen     871 


Ä5'(PrfJ^  +  ()i^) 


2g.  ix  (dp 


s=:Mdx 


+  d 


'd£\ 
dt 


Die  erste  Gleichung,  welche  die  Wirkung  der  heschleuni* 
genden  Kräfte  senkrecht  auf  die  Richtung  der  Bewegung 
oder  die  Wand  der  Höhre  angiht ,  geh$  uns  hier  nichts  an, 
da  sie  auf  d^e  Bewegung  des  Flüssigen  feinen  Einflufs  hat; 
die  letzte  aber  gibt^  wenn  m^n  blos  m  als  veränderlich  be^ 
trachtet , 


2gdp 


=  2g<iPdx+Qdy)'^gdM~ds 


'di\ 
dt 


2/\Qi  Die  letzte  Gleichung  Iiatte  sich  leichter  finden 
lassen,  wenn  man  sogleich  die  aus  den  Kräften  Pj  Q  zu« 
sammengesetzte  nach  der  Aichtuqg  Yy  gesucht  hätte ;    m^n 


findet  diese  = 


Fdfc 


gdy 


i  daher  die  Suinme  aller  Kräfte^ 


ds     '     ds 

welche  des  Theilchens  Bewegung  nach  der  Rithtung  der 

_  Pdx-^pdy        dx    fdp^ 


Röhre  beschleunige..,  —  , 

Die  Geschwindigkeit  aber  ist  aus  m  in 


(jds  [dx^  * 


Mdxdt    (dn]  (d*'\ 

— !+dt'^ 


ds       [dx)    '        \d  t^ 
übergegangen ,   also  die  Beschleunigung  nach  der  Richtung 

der  Röhte  =  ir—   —  j  +  h^  ,    w;braus,     ttenh    man  sie 

mit  den  Kräften  vergleicht ,  dieselbe  Gleichung ,  wie  aben^ 
4  folgt 

Hätte  man  im  Gegentheil  diejenige  Kraft  gesucht,  welche 
aus  P  mid  Q  senkrecht  auf  die  Richtung  der  Bewegung  ent- 

springt ,  so  wurde  man  sie  =  - — —^ —  gefunden  haben  • 

aus  der  Verschiedenheit  des  Druckes  entspringt  keine  be* 
schleunigeöde  Kraft  nach  dieser  Richtung.  Wenn  man  nun 
ferner  aus  den  Geschwindigkeiten  j    mit  welchen  das  be- 
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trachtete  Theilchen  des  Flik»igen  am  Anfange  und  am  Ende 
der  Zeit  dt  sich  nach  der  Richtung  der  Coördinaten  fortbe- 
wegt, die  Geschwindigkeit  senkrecht  auf  die'  Tangente  in  Y 
sucht,  so  findet  nian  diese  zu  Anfang  dier  Zeit  4t  =o,    am 

Ende  der  Zeit  dt  aber  =  —  (dyd^X — 4xd^y)y    weil  näm- 

lieh  die  Rohre  sich  in  dem  Zwischenräume  YV  krümmt. 
Man  darf  ahei:  nicht  glauben,  dafs  diese  Beschleuniguhg  die 
einzige  XVirkung  jener  Kraft  sey,  sondern  diese  Wirkung 
wird  durch  die  feste  Wand  der  Röhre  zum  Thcil  zerstört; 
aennt  man  di-esen  Theil  =  Jl ,    so  wü^de  / 

Pdy^Qdx 


^S 


ds 


—  R 


ds^ 


^j;^(dyd^x-dxd'y). 


oder,  weil       ^ r—^j— =  dem  Krümmungshalbmesser 

der  Curve  lYK  im  Punkte  Y ist,   welchen  ich  =  r  nennen 

«^         Pdy        Qdx  > 

will,  Ä  =  — j._^_r: 


zgr 


ds 


ds 


wo    das   Glied 


die  Schwungkraft  ist>  welche  das  Theilchen  nach  der'Rich^ 
tang  YF  treibt. 

249.  Die  in  der  Auflösung  des  Problems  gefundenen 
beiden  Hauptgleichungen  für  die  Bewegung  des  flüssigem 
Körpers  stimmen  sehr  nahe  mit  denen  überein ,  welche  wie 
für  gerade  Röhren  im  4Q«  Problem  fanden.  Die  erste  läfst' 
sich    auf    eine    noch    bequemere    Form    bringen,     indem 

dx  (d.ffi]  _  Cdjjj]  . 

ds   [  dx  J         t   ds 


ist,  weil  X  bl OS  von  Jir  abhängt.  Daher  « 


läfst  sich  di^  erste  Gleichung  so  ausdrücken  2 


oder 
die  zweite  aber  war 


mds    '     [    ds 


[dt\- 


o* 


tu] 

^i  J 


dt 


=  0} 


üg(Päx  +  gdy)'^MiiM'^ds 


fdM) 


dt 
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und  diese  Gleichungen  shid  nun  ganz  von  der  Gestalt  der 

Röhire    unabhängig,      da    die   Diiferentiale    der    Formeln 

'dx    dy    - 
-7-,  —  t  welche  die  Krümmung  bestimmen  4    aus  der  Rech- 

dS       dS  •  r  •  ^  , 

xiung  wegfallen:  mau  sieht  hieraus,  dafs  die  Krümmung 
der  Röhre  die  Bewegung  des  flüssigen  Körpers  nicht  än- 
dert. —  .  Indefs  gelten  diese  Schlüsse  nur,  wenn  die  Röhre 
wach  dem  Gesetze  der  Stetigheit  gehrümmt  ist;  bei  scharfen 
Winheln  sind  die  DiiTerentiulformelu  nicht  anwendbar. 

'  250,  Ich  habe  die  Auflösung  dieses  Problems  deswe- 
gen auf  einem,  sonst  nicht  nothwendigen,  Umwege  ge- 
sucht, damit  es  deutlich  erhelle,  dafs  die  Krümmung  der 
Äichtuivgslinie  auf  die  Bewegung  des  flüssigen  Körpers  kei- 
nen EinfluCs  habe»  Jetzt  aber  ist  es  überzeugend  dargethan, 
dafs  derjenige  Theil  der  Kräfte,  welcher  zur  Aendeiuiig 
der  Richtung  der  Bewegung  diente  bei  der  Berechnung' der 
Geschwindigkeit  nicht  in  Betrachtung  kommt,  sönflern  dafs 
diese  und  alle  Unibtähde  der  Bewegung  so  bleiben,  als  ob 
die  Röhre  gerade  wäre.'  Nur  mufs  mau  in  Rücksicht  Her 
auf  den  flüssigen  Körper  wirkenden  Kräfte  bemejken,  dafs 
für  jedes  Thciloben  nur  diejenige  beschleunigende  Kraft 
dürfe  gesucht  werden  I  welche  nach  der  Richtung  der  Be- 
wegung wirkt; 

Man  Übersicht  nun ,  dafs  die  Formeln  für  eine  krumme 
Röhre  'sich  aus  den  für  gerade  Röhren  angegebenen  hätten 
herleiten  lassen,  wenn  mau  s  statt «r,  und  x  statt  u  gesetzt 
hätte,    statt  P  aber  die  nach  der  Richtung  der  Bewegung 

wirkende  Kraft  =  P  7-  +  Q-r"  i      Diede  Bemerkung;  wird 

ds        ^  äs  t  o 

uns  die  Auflösung  der  folgenden  Probleme  sehr  erleichtern. 

251.  Noch  eii^em  Zweifel  glaube  ich  liier  begegnen 
zu  müssen.»  .Bei  der  Ungleichheit  des  Druckes,  welchen 
die  Flächert  yv  und  1^/^ leiden,  nahm  ich  keine  Rücksicht 
auf  die  ungleich^  Cröfse  dieser  Flächen:  die  Höhe,  welche 

S- 
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den  Dtuck  auf  y  v  bestimmt ,    war  =  p  +  djc 


dx 


,  und  die 


'dr 


a.i 


,     also    der   ganze 


=^  pw  +  p 


Gröfse  dieser  Fläche  yv  =; «  +  djr 

Dmck,   den  die  Fläche  leidet , 

fdiA  (dp] 

T"l  dx  +  m    —    dx^ 

statt  dafs  der  Druck  auf  W  nur  ^rirzptA  wAt\  man  mufs 
sich  aber  lilebei  erinnern,  difs  der  Druck  auf  YV  sich 
durch  den  flüssigen  Körper  so  fortpflanzt,  dafs  auf  jeden 
Punkt  der  Fläche  yv  ein  Druck  entsteht,  welcher  der  Höhe 
'ü  entspricht,  so  dafs  also  auf  die  Gröfse  dieser  Fläche  nicht* 
ankommt,    sondern  beide  Pressungen  sich  einander  aufhe- 

\dx\ 
dp 

[dx\ 
heit  des  Drucks  braucht  erwogen  zu  werden. 


ben  worden ,    wenn     7- 1  =  o   wäre. 


Es  erhellet   daher, 


dafs  nur  das  Glied  tddx    —    bei  Betrachtung  der  Ungleich- 


'  252.  Problem  51.  Wenn  die  Richtungsliuie  IK 
(Fig»  39.)  der  Röhre  eine  krumme,  in  einer  Ebene  liegende 
Linie  ist,  die  Bewegung  des  flüssigen  Körpers  in  dieser 
Röhre  nach  der  zweiten  Methode  zu  bestimmen. 

Auflösung.  Im  anfanglichen  Zustande  sind  für  den 
Punkt  Y  eines  gewissen  Theilchens  YVY'F'  des  flüssigen 
Körpers,  die  Coordiuaten  OX-=z  X^  XY  =  Yj  der  Bogen 
IYz=:Sj  der  Querschnitt  der  Röhre  FF  =;Q;  (>  bedeut(^t 
wieder  die  Dichtigkeit,  P  den  Druck  in  Yj  und  \  be- 
zeichne die  Geschwindigkeit  des  lAheilchens  nach  der  Rich- 
tung der  Röhre.  Setzt  man  nun  YY'  zrzdSy  so  ist  dieses 
Theilchens  Masse  z=pÜdS.  In  der  Zeit  t  sey  dieses 
Theilchen  nach  yvvy  geKommen,  und  es  sey  Ox^zzxj 
3\y  =  V,  der  Bogen  Jy  =  j,  der  Querschnitt  yv  :i=  *,  die 
Dichtigkeit  =  ^,  der  Druck  = ;;,  so  lafst  sich  durch  eben 
die  Schlüsse,  wie  im  /|9.  Problem,  die  Bewegung  bestim- 
men ,  weil  die  Krümmung  der  Röhre  die  Bewegung  nicht 
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ändert:   nur  ixtufB  man  hier  S  statt  des  dortigen  X  setzen, 

und  statt  $  die  Summe  der  beschleunigenden  Kräfte ,   vt^el- 

che  nach  der  Richtung  der  BeWegung  auf  das  betrachtete 

Theilchen  wirhte«       Nennt  man  nämlich  hier  die  nach  der 

Richtung  der  Coordinaten  Xy  y  wirkenden  Kräfte  $  und  CL» 

so  entstehü  aus  ihnen  nach  der  Richtung  der  Röhre  die  he* 

^dx-k-Qidy 
schleumcende  Kraft  «= — *— ; ,    und  wenn  man   dies^ 

statt  des  dortigen  ^  setzt»  so  werden  die  beiden  Gleichun- 


gen  für  die  Bestimmung  der  Bewegung  cf  m 


=  OQ,  und  ^ 


^gdp 


=  2gC^dx  +  ddy)  —  ds 


W* 


dt- 


wo  in  der  letzten 


Gleichung  t  als  beständig  betrachtet  wird. 

253*     Diese   Gleichungen  bestimmen    x,  9  und  p  als 

Functionen  von  X  und  t^   und  diese  Functionen  müssen  so 

beschaffen  seyn,  dafs  sie  für  t  =r=  o,  x  ^=z  X^    folglich  auch 

j=^,  fernher  9  =p,   p  srrPgeben^       Man   findet  ferner 

(ds)  /      , 

I  und  auch  diese  mufsfür<=o 


die  Geschwindigkeit  s^ 


dt 


m 


'di\ 
dt 


dt 


gemäfs  ist, 


=  Y  übergehen.  Man  darf  aber  für  den  anfang- 
lichen Zustand  weder  P«  noch  Y  willkürlich  annehmen, 
sondern  man  mufs  sie  so  annehmen ,   wie  es  den  aus  den 

W  s' 
Gleichungen  gefundenen  Werthen  für  p  und 

wenn  man  in  diesen  t  <=  o  setzt.  Denn  selbst  bei  der 
gröfsten  Allgemeinheit  der  tntegration  ist  es  doch  unmög- 
lich, dafs  für  jedes  Theilchen  Y  und  P  willkürlich  ange- 
nommene Werthe  erhaken ,  da  z.  B.  bei  flüssigen  Körp^r-j, 
'die  keine  Zusammendrückung  zulassen,  die  Geschwindig- 
keit in  allen  Querschnitten  bestimmt  ist,  sobald  man  sie  in 
einem  bestimmt  hat,  und  vom  Drucke  etwas  ähnliches  gilt 
—  man  übersieht  leicht,  da^'.  auch  bei  veränderlicher  Dich- 
tigkeit,    Geschwindigkeit    und   Druck    an   verschicdeuen 

S  2 
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Stellen  nicht  so  gänslicli  von  einander  unabhängig  sind^ 
dafs  man  sie  für  den  anfanglichen  Zustand  wi]lküdich  an- 
nehmen dürfte«  • 

254.  Problem  ^2»  Wenn  die Richtungslinie  IZzit 
(Fig.  4.0.)  der  Röhre  eine  doJ>])elt  gekrümmte  Linie  ist, 
und  die  verschiedenen  Querschnitte  der  Röhre  ungleich ; 
die  Gesetze  der  Bewegung  in  dieser  Rjöhre  nach  der  ersten 
]Vtetbode  zu  bestimmen. 

Auflösung.     Wir  betrachten  am  Ende  ier  Äeit  t  ein 

Theilchen  des  FlüssiÄn  in  zv^  und  nennen  Ox=x^  xyz=zy^ 

yz  =z  Zy  \Vb  y  und  z  als  bekannte  Functionen  vonx  betrach« 

tet  werden  müssen.     Der  Bogen  /z  der  Richtungslinie  sey 

==  j,  der  Querschnitt  zt;  =  w,  welch e\ eine  Function  von  s 

oder  X  ist;  p»  9  behalten  ihre  gewöhnliche  Bedeutung,  «  ist 

die  Geschwindigkeit  in  zv  nach  der  Richtung    der  Röhre» 

und  diese  Gröfsen    sind  Functionen  .von  s  und  d6t  Zeit  t. 

.Wenn   auf    den  Jlüssigen  Körper   beschleunigende    Kräfte 

wirken«    so  bezeichnen  wir  für  den  Fupkt  z  die  nach  der 

Richtung  der  drei  Cobrdinaten    Wirkenden   mit   P,  O,  A, 

und  es  erhellet  ^    dafs   aus   ihnen  nach   dt^r  Richtung  der 

Fdx+Qdy+Rdz     . 
Röhre  z  K  sich  die  Kraft  — : S  ■        ergibt       Wir^ 

können  daher,  nach  den  vorhin  entwickelten  Gründen,  da 
die  Krümmung  der  Röhre  die  Bewegung  nicht  ändert ,  die 
beiden  Gleichungen  bestimmen ,  wlslche  die  Umstände  der 
Bewegung  angeben :  sie  sind 


^gdp 


und 


=  2  F(Piix+  pdy +  R<Jz)  —  jrdjr  —  di 


dt 


wo  in  der  letzten  t  als  beständig  betrachtet  wird. 

255.  Problem  53.  de  Bewegung  eines  flüssigen 
Körpers  in  einer  Röhre,  deren  Richtungslinie  nicht  in  einer 
Ebene  liegt,  nach  der  zweiten  Methode  aus  dem  anfang* 
liehen  Zustande  zu  bestimmen. 


ir:      ^Ue 
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A  u  f  ]  ö  S  u  n  g.'      Für  irgend  einen  Punkt  ^Z  C^ig.  4<n) 

der  BicIitungsUnie  sind  die'Goordinaten  0X=  J(,  Xl^=  Fi 

YZ=  Zy  die  Län^e  des  Bogens  lZ^=z  Sj  der  Quersclinitt 

^  ^  r=  S2.      An  dieser  Stelle   befand   sich  ain  Anfange  der 

Zeit  t  ein  Tb  eilchen  des  Flüssigen,  dessen  Dichtigkeit  ==  (?, 

seine  Geschwindigkeit  nach  der  Hichtuikg  der  Köhre  =  Y 

virar,  und  v^elches  deh*Di*uck  ssPlitt :  diese  Gröfsen  sind  also 

als  Functionen  der  Gröfse  S  2u  betrachtend  und  als  bekannt 

anzusehen.    Am  Ende  der  Zeit  t  ist  dasselbe  Theilchen  nachz 

gekommen,    und   es   ist   Oxzzzx^  jry  =  y,  yz  ss  x,    der 

Bogen  Iz  z±z  Sy    die  Weite  der  Röhre  zv  =  ^ ,    ferner  jetzt 

'  in  z  V  die  Dichtigkeit  =  9,  der  Druck  =  p,  die  Geschwin« 

(ds\    . 
digkeit  nach  der  Richtung  der  Röhre  =  |  j-     = 

diese  GrÖfsen  ^ind  Functionen  der  beiden  veränderlichen 
Gröfsen  Sy  t ;  aber  x,  y,  z  und  «  sind  bekannte  ^Functionen 
von  s,^  welches  selbst  iron  S  und  t  abhängt.  ^  Die  im.  Funkle 
z  auf  den  flüssigen  Körper  wirkenden  besclblennigendezi 
Kräfte  sind,  wenn  man  sie  nach  der  Richtung  der  Coordi* 
naten  zerlegt,  $,  £l  und  9t,  und  die  beiden  Gleichungen 
für  ^eBewegung  sinc^ 

ig  dp  {^A 

-S-J:^2g(fpdx+ady+%diy—dsU^j. 

^56«  So  haben  wie  also  für  alle  Verschiedenheiten  der 
Gestalt  der  Röhre  die  Bewegung  des  flüssigen  Körpers  auf 
allgetnektie  Formeln  gebsacht,  und^ diese  mit  Hülfe  der  zwei 
verschiedenen  Metiioden  auf .  verschiedene  Weise  a.usge* 
drückt.  Man  wird' bei  der  Anwendung.  b»ld  die  eine^  bald 
die  andre  Methode  mit  mehr  Vortheil  gebrauchen ,  und 
-wenn  man. beide  anwendet,  sa  wird  nicht  nur  üue  Ueber- 
einstimmung  die  Wahrheit  desto  mehr  bestätigen»  soXidern 
|ede  wird  auch  etwas  zur  genauem  Kenntnils  der  Natur  der 
Bewegung  beitragen.  Die  Haupteintheilung  der  folgenden 
Untersuchungen  gründet  sich  nun  auf  die  Verschiedenheit 
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der  flüssigen  Körper,  je  nacfadem  ihre  Dichtigkeit  ver» 
änderlich  ist,  oder  nicht;  man  könnte  auch  noch  den  Fall 
hinzufügen,  wo  die  Flui  d|i  gemischt  sind,  wenn  z.B.  der 
Zusammenhang  durch  Blasen  unteirbrochei^  ist,  Wir  wer* 
den  zuerst  bei  der  Bewegung  des  Wasaerd  in  Röhren 
stehen  bleiben,  und  zuerst  den  Fall  betrachten,  da  die 
Köhre  überall  gleich  weit  ist.  —  üebrigeus  betrachten 
wir  hier  das  Wasser  ^Is  einen  vollkommen  flüssigen  Körper, 
und  was  von  der  Bewegung  des  Wassers  giltj  gilt  vofl, 
allen  Fluidis,  die  nicht  compressibel  sind, 


Zweiter    Abschnitt, 

Von  der  Bewegung  des  Wassers  in  Bohren,   welche 

allenthalben  gleich  weit  sind. 


257.  Problem  54.  Die  Bewegung  des  Wassers  in 
einer  allenthalben  gleich  weiten  Rohre,  deren  Richtungs- 
linie  irgend^ eine  krumme  Linie  ist,  zu  Ijestimmen,  wenn 
hlos  die  Schwere  auf  dasselbe  wirkt« 

Auflösung*  Die  Richtungslinie  IZzK  (Figt  4^0 
der  Röhre  likK  scy  irgend  eine  Curve,  deren  Gestalt 
durch  zwei  Gleichungen  zwischen  den  Coordinaten  0^'=Xf 
xy  =JK9  J^  =  2  gegeben  ist,  so  ist  auch  der  Bogen  Ix  =  1$ 
bekannt,  und  da  sein  DitFerential  dsz=:^(dx^  +  dy^  +  dz^) 
ist,  so  können  die  Gröfsen  x,y^  z  als  Functionen  von  $  be« 
trachtet  werdeui  Die  Querschnitte  der  Röhre ,  welche  an 
jeder  Stelle  einerlei  sind,  wollen  wir  mit  ««  die  Dich(ig- 
keit  des  Wassers  mit  h  bezeichnen,  also  in  den  allgemeinen 
Gleichungen  10  =  »,  ^  =  &  setzen.  Am  Ende  der  Zeit  =  t 
sey  der  Druck  des  Wassers  in  z  =:  p,  die  Geschwindigkeit 
nach  der  Richtung  zK-«*«;   die  beschleunigenden  Kraft« 


\ 


/    « 
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werden  hier ,  wo  wir  Wo«  auf  die  Schwere  Rücksicht  neh- 
men ,  P  =  o,  0  =  0,  R=s— I,  wenn  wir  y z  als  ver- 
tical  hetrachten^   und  die  ßllgen^einen  Gleichungen  des  52. 


Problems  werden  nun 


dM^ 
Ts 


=  o  und 


s.gdp 

^   :  z^-^ßgdz  —  «dir 


ds  ^-1 


Aus  der  ersten  erhellt»  daCs  die  Geschwindigkeit  e  blos  von 
der  Zeit  libhängeu  dürfe,  also  «  =  F:  t  sey;  man  erhält 
daher  In  der  zweiten ,    wo  blos  s   als  veränderlich  betrach- 


tet  wird ,  J«  =  o ,  aber 
2gd^ 


dt 


=  1^:  e,  folglich 


=  —  ^sdz  —  di  ^  r'  :  £  und 


wo  A  :  t  die  unbestimmte,  bei  der  Integration  hinzukom* 
mende  Function  von  t;  h  aber  eine  utibestimmte  beständige 
Gröfse  ist. 

In  einem  bestimmten  Augenblicjke  also  ist  die  Ge- 
schwindigkeit des  Wassers  in  der  ganzen  Röhre  einerlei, 
zu  verschiedenen  Zeiten  aber  kann  sie  veränderlich  seyn, 
und  diese  allgemeine  Auflösung  enthält  keine  naberir  Be- 
stihimu^gen  dieser  Veränderlichkeit ;  der  Druck  aber  hiingt 
nicht  blos  von  diesen  Aendetungen  der  Geschwindigkeit  ab, 
sondern  kann  auch  noch  aufserdem  durch  äulserq  Kräfte, 
welche  durch  die  Function  A  :  t  ausgedrückt  sind,  verän- 
dert  werden. 

258«  Obgleich  al$o  hier  noch  sehr  vieles  unbestimmt 
bleibt,  so  läfßt  sich  doch  behaupten,  dafs  die  Bewegung 
immet  möglich  sey,  was  für  eine  Function  von  t  man  auch" 
für  9  setze ,  wofern  man  nur  äufsere  Kräfte  anbringt ,  wel- 
che die  Beschleunigung  oder  Verzögerung,  so  wie  man  sie 
Toraussetzt ,  zu  bewirken  im  Stande  sind. 
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239,  E»  ist  wohl  der  Mühe  werth,  die  Auflösung 
dieses  Probleins  auch  nach  der  zweiten  Methode  zu  suchen. 
'  Behält  maa  alle  Bezeichnungen  des  53.  Prohlems  hei',  setzt 
aber,  weil  di^  Dichtigkeit  unveränderlich  ist,  und  alle 
Querschnitte  der  KÖhre  gleich  grqfs  sind,  ^  =  ()  =  fr, 
«  :;:^  S  =  M,     SO    erhält   man   aus    der    ersten   Gleichung 

=  i,  oder i  ==  «S  +  F;  t,  die  Geschwindigkeit  wird 


[dSj 


also 


=  i='" 


X  für  jeden  Funkt  z.   Die  zweite  GWt* 


2gdp 


phung  gibt  -^— T —  =—  2g dz  — *df  .  F"  :  ^>  woraus,  weil  t 
als  beständige  Gröfse  betrachtet  wird ,    . 

-y  z=s2s(h—z)—s.F'^:t  +  A:t 

folgt,  welches  ganz  mit  der  vorhin  gefundnon  Auflösung 
übereinstimmt,  weil  hier'F' :  t  gleich  dem  dortigen  F  :  t  ist* 

Man  könnte  vielleicht  einwenden,  da  z  und  5  von  den 
beiden  veränderlichen  Qröfseu  S  und  c  abhängen^  in  der 
letzten  Gleichung  aber  t  als  unveränderlich  betrachtet  wird, 
so  müsse  man  für  dz,ds  nicht  die  vollständigen  IDifferen- 
tiale  nehmen,  sondern  nur  diejenigen  Theile,  welche  au* 
^er  Veränderlichkeit  von  «S  entspringen,  und  dürfe  nicht 
so  integriren,  wie  wir  eben  gethan  haben.  Um  diesen 
Zweifel  näher  zu  beleuchten,  will  ich  dz  =  MdS  +  Ndt 
setzen,  dais  man  also-in  der  lefzten  Gleichung  M(i«S* statt 
dz  schreiben  mufs,  weil  t  als  beständig  angesehen  wird;* 
alsdann  aber  ist  wiederum /Mrf vS  =z,  welchem  man  noch 
eine  unbestimmte  Function  von  t  hinzufügen  kann,  die  in 
der  obigen  Auflösung  in  der  Form  A  :  t  mit  enthalten  ist, 
Fs  erhellet  also,  dafs  die  Integration  ganz  richtig  ausge- 
führt, und  dieser  Zweifel  ungegründet  sey. 

^o.  Die  Auflösung  dieses  Problems  umfa£it  all«  Fälle 
der  Bewegung  in  gleich  weiten  Röhren ,  und  läfst  sich  bei' 
allen  uufsern  Kräften^  die  auf  den  flüssigen  Körper  wirken 


Ik.  jAschiu  Bewegung  des  Wassers  in  gUichtveken  Rohren,     Äfti 

können,  an^wendenj  'ii^  jedem  bestimmten  Falle  mufs  die 
EescbalFenheit  'der  Bewegung  aus  diesen  Kräften  gefunden 
werden.  Da  aber  das  Wasser  sich  in  der  Röhre  befindi6t^ 
und  die  Röhre  als  fest  und  von  unveränderlicher  Gestalt 
betrachtet  wird ,  so  können  keine  andre  äufsere  Kräfte  auf 
dasselbe  wirken,  als  welche  an  jedem  Ende  auf  die  Wasj- 
lermasse  drücken.  Nimmt  man  nämlich  lieinen  neuen  Zu* 
flufs  von  Wasser,  und  kein<in  Ausfliifs  aus  der  Röhre  »o, 
sondern  betrachtet  blos  das  Fortrücken  der  Wasserniasse 
in  der  Röhre,  deren  Länge  hier  als  unhegränzt  angenom- 
ineti  wad,  so  kömien  auf  beid^  Enden  dieser  Wassermasse 
äufsere  Kräfte  drücken.  Wir  wollen  die  Bewegung,  wel^ 
che  bei  der  Wirkung  solcher  äufsccn  Kciifte  <>nt steht,  nälier 
betrachten,  dabei  aber,,  weil  dielirümnmng  der  Rohre  nicht 
welter  in  Betrachtung  kommt,  als  die  Höh^z  davon  abhäxigt, 
die  Röhre  so  ansahen,  als  ob  sie  gerade,  zugleich  aber 
die  Höhe  jede^  Pfiuktes  über  einer  bestimmten  horizontalen 
Ebene  gegeben  wäre.   > 

261.  Problem  55.  Wenn  eine  gewisse.  W^ssor^ 
masse,  welche  ?ich  in  einer  durchaus  gleich  weiten  Röhref 
fortbewegt,  von  beiden  Seiten  durch  äufsere  Kräfte  ge* 
drückt  wird ,  alle  Umstände  der  Bewegung  für  jedem  Zeit- 
punkt  zu  bestimmen. 

'  Auflosung.  Wir  können  uns.  die  Röhre,  sie  mag. 
Wie  man  will,  gekrümmt  seyn ,  allemal  al#  gerade  ausge- 
dehnt vorstellen,  und  blos  dabei  voramssctzen ,  daf«  dier 
Höhe  je'lcs  Punktes  z  (Fig.  41:)  üb^r  einer  bestimmten  hd- 
rizontaleu  Ebcnp  gegeben  und  =  z  sey.  Nach  Verlauf  der 
Zeit  t  nehme  die  WassermassQ^in  der  RÖhre  den  Raiuni  MN 
.ein,  so  wird  die  Länge  dieses  Räumet  für  jeden Zeitpimjtt 
gleich' grofs,  MN^l  eine  beständige  Gröfse.  seyn.  Es 
ßef  nuAi,  von  einpm  bestimuiten  Punkte  yi  an  ^erc^hnet, 
die  Länge  der  Röhre-^M=w,  ^N=ii,  folglich  l=zn—m 
die  Höhe  des  Punktes  M  über  der  horizontalen  Ebene.,  von 
welcher  an  die  Höhen  z  gerechnet  werden,  seysn^,  die 
Höhe  des  Punktes  N=;=i',    die  Geschwindigkeit,    mit  wal- 


/" 
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eher  icder  Theil  der  Wassermasse  nach  dei  Richtung  der 
Bohre  fortrückt,  =»  =  r:f,  eine  Function,  welche 
niiher  hestimint  werden  mufs«  Wir  nehmen  nun  an,  dafs 
die  WassermaÄse  in  M  einen  äufsern  Dmqjt  =/^,  in  N 
eixipa  Druck  =  N  leide ,  und  dafs  M,  N  gegebene  FiEiDctio* 
neu  itt  Zeit  t  sind,  und  weiden  die  allgemeine  Glei- 
chung des  vorigen  Problems  ^uf  diesen  )>eatimmtern  Fall 
anwenden.         ' 

'Wenn  nämlich  Irgend  eines  l'unktesz  Entfernung  von /f, 
^z  ==:i,  seine  Höhe  =  Zj  der  Druck  in  diesem  funkte 
=  j7  ist,  so  fanden  wir 

SLgp 

-^=  2gCk — 2)  —  s  ,r':t+A:t. 
o 

AuiS  dem  gegebenen  Druck  in  M  und  N  pber  haben  wir, 
weun  wir  z  =  /it^  s  z=::  m  setzen,     , 

-7:—=  ig(h — /u)-«-m.r':«+A:t, 
und  eben  so  für  N,    wenn  z  ==  »;  s  =2  n  genommen  wird, 

dater  -/<?Vf—2Nr)==Ä5-(y— ^)+Oi—m)  r.-^ 


b 


2  f^ 


folglich  r ;  e  =  y-^^f-^  [M-x^-JCr-^u)], 

2g(Mn—]Sm')  2g(nti^—mw) 

und  A : t  =  — = — 7—  - —  2^h  'V  ————— . 

6,(w  —  ?n)  ^  n — m 

Weil  aber  die  Endpunkte  einerlei  Geschwindigkeit  haben, 
und  in  dem  Zeitraum  dt  duich  dm.  und  dn  fortrücken,    so 

dm        dn 

ist  jr  s=  r  :  t  :=  T-  =5  T"  j  ^n<l  folglich  erhält  man  für  T' :  t 

dt         Ort  °  r 

d^m  ' 

auch  r* :  e  =  -j-^ ,    und   wenn  man  beide  Werthe  gleich, 

und  (n-^m)  =  I  setzt,  so  ist 

d^m  > 
ll—:=z2g(M—N)  —2gh(,—i^) 
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■ 

dm 
eine  Gleichung  für  die  Gröfsen  m  und  —  =  «,    Es  sind  ^Ler 

at 

in  dieser  Gleichung  M;  N  gegebene  Functionen  von  t,  y  und 

fn  veränderliphc  Groben,  die  von  m  und  ^t,  oder  von  m  und 

in  -{*  /  abhängen,    ynd^    wenn  lyeraus  m   für  irgend  einen 

^Zeitpunkt  bestimmt  ist,  so  erhält  man  liir  eb^n  den  Weith 

von  t  den  Druck  in  irgend  einem  Punkte  z 

(^Mn—lSlm)        h  (rifi,  —  m  v)  s [M— N^Ä(»— /i*^] 

P—  ^  -r  ^  —  '^  , 

M  Cn—s)  +  N  O—m)  +  b/ti  («— 0  +  hy(r  —  m) 
pderp  =  ^'  ■■'■ T-  ■  ^  ■  ■■  — tz^ 

(M  +  Ja*)C«  — 0  +  (N+^v)  a  — m) 
oder  p  5=5 •• -z : —  i  z , 

r 

der  Druck  für  jeden  Punkt  z  ist  also  bestimmt,  wenn  die 
Lage  des  Endpunkts  M  und  die  Geschwuidigkeit  des  Was- 
sers in  der  Röhre  bekannt  sind^ 

•     8(52,     Drückten  gar  keine  Kräfte  auf  die  Wassermasse, 

so  «hätte  man  M  ^=z  o,  N=  o;  und  zur  Bestimmung  von  m 

d^m       2g(fii-^9) 
die  Gleichung  tty"  ^^ ) »  ^"r  den  Drucji  aber 

6^(n — s)+hv(s — m) 
f^-" j^-^^^^ hz. 

Wenn  beide  Kräfte  nicht  verschwinden,  aber  gleich  grofs 
sind,  Mz=L  N,  so  bleibt  die  erste  Gleichung  dieselbe,  der 
Druck  aber  wird  um  das  ialied  +  M  vergtöfsert,  .  Der  er^ta 
Fall  M  =  N  =o  kann  niir  ii^  luftleeren  Räume  Statt  finden, 
denn  bei  der  Bewegung  in  freier  Luft  drückt  wenigstens 
immer  die  Atmosphäre  auf  beide  Enden  der  Wassermasse, 
und  dieser  Druck  ist,  wenn  die  Röhre  nicht«sehr  hoch  ist, 
an  beiden  Enden  gleicli  grofs ,  etwa  einer  Wassersäule  von 
52  Fufs  hoch  gleicht  Nennt  oian  diese  Höhe  =:A,  und 
setzt  die  Dichtigkeit  de»  Wassers  =  1  ^  so  ifrt  iVf  =  N  =  A, 
'und  wenn .  das-  bewegt^  Fluidum  in  der  Röhre  ebenfalls 
Wasser  ist,  also  i  =  ^ ,  so  wird  der  Druck 

/u(rt— j)  +  y  (s  —  m) 

p=Ä — z  +  — ' Y • 


f, 
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Diesen  Druck  der  Atmosphäre  in  Betrachtung  zu  ziehen, 
darf  man  nie  vergessen;  denn,  wenn  man  denselben  über* 
sieht,  so  kann  p  negative  Werthe  «u  erhalten  scheineni, 
auch  da  j  wo  der  Zusammenhang  der  flüssigen JVIasse  nicht 
unterbrochen  wird.  Wyrde'aber  in  irgend  einem  Falle, 
auch  dann,  wenn  man  auf  den  Druck  der  Atmosphäre 
Kurksicht  nimmt,  p  negativ,  so  würde  an  einer  solchen 
Stelle  die  Contlnuität des  Flüssigen  aufhören,  wenn  nicht 
etwa  die  Cobäsion  der  Wasser theilchen  die  Masse  zusam? 
menzuhalten  im  Staude  wäre. 


£63.  Erstes  Exempel.  Die Köhre  sey  gerade  und 
unter  einem  bekannten  Winkel  =  9  gegen  den  Horizont  gc* 
lieigt,  man  sucht  die  Bewegung  des  Wassers  für  den  Fallj 
Y'o  beide  Enden  dqr  Wassersäule  blos  den  freien  Druck  ^er 
Atmosphäre  leiden.  * 

,      Da  wir  die  Ovdinaten  x  (Fig.  41,)  positiv  nennen«  wenn 
«ie  aufwärts  gerichtet  sind,  »so  erhält  man,  wenn  M,  z^'N 
oberhalb   des    Anfangspunktes  j4  liegen,     /*  =:  m  .  Sin  jf,    - 
z  =  y  .  Sin  tff  y  =  n  •  Sin  9  als  positive  Gröfseti.     Die  erste 

Gleichung  des  äöli.  S-  wird  jetzt -r-j-  =  —  ^^  .  Sin  if,  weil 

dm 
m  —  n  =  —  Z ist^  also  "T"  =  ^gCf-^ ^ •  Sin  f),    wenn  für 

e  =  o  die  Geschwindigkeit  =  2  gf  war.     Soll  also  die  Be» 

»  dm 

Wegung  aufwärts  gerichtet,    oder  -3 — 1  po^tivseyn,  qo  muSk 

dt 

f^t  Sin  11  und  J  positiv  seyn;  dann  aber  wird,  wenn  im 
Anfange  der  Zelt  c,  M  sich  in  A  befand,    oder  t  und  m  zu* 
gleicli  =  o  wenden ,  m  =  ^  (ft^t —  t* .  Sin  v).     Zur  Bestiih- 
mung  des  Druckes  in  irgend  einem  Funkte  z  aber  erhalten   , 
jwir ,  weil  M  =  N  =  fc  und 

fA  (n  —  s)=im  (m  +  l  —  j)  Sin  jy  ,^ 
—  F(m  —  y)5=s(m  +  0  0 — m)  Siniy 
ist,     die    Gleichung    p  :=z  k  — 11;  +  j  Sin  9  =  A,     wenn 
i  ±=  X  hi.     Jeder  Funkt  leidet  also  blos  den  Druck  der  At* 
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mosphäre,  und  die  Wassermasse  bewegt  sich,  sie  mag  nun 
steigen  oder  sinken,  völlig  so,  wie  ein  fester  Körpen 

0 

964.  Zweites  Exempel;  Die  tlÖhre  sey  so  ge- 
liiümmt,  dafs  sie  zwei  gerade  Schenkel  AB^  CD  (Fig.  ^^2.) 
bat»  welche  durch  den  mittlem  gekriinimten  TheiJ  J3  C, 
dessen  Form  ebenfalls  bekannt  ist,  verbunden  sind;  maü 
sucht  die  Gleichungen  für  die  Bewegung  der  iu  dieser  Röhre 
enthaltnen  Wassermasse,  unter  der  Voraussetzung,  dafs 
die  Endpunkte  derselben  M  und  N  immer  in  den  geraden 
Schenkeln  AB^  CD  bleiben,  und  dafs  die  auf  Mm,  Nn 
drückenden  Kräfte  M^  N  während  der  Bewegung  unverän- 
derlich sind« 

Am  Ende  det  Zeit  /  nehme  das  Wasser  in  der  Röhre 
den  Raum  MBCN  ein,  dafs  alsg  MB+BC+CN  =  1  ist} 
es  seYAB=fj  ÄC  =  X,  AM=zzmy  und  die  Röhre  i^B 
unter  dem  Winkel  ni  CD  unter  .dem  Winkel  ^  gegen  den 
Horizont  geneigt,  so  ist,  wenn  die  Höhen  von  der  Hori- 
zontallinie £C  an  gerechnet  werden,  /fc=(^  —  m)  Sin  15 
9z=z  C^  *  Sin  ^,   also  auch 

l  =  X+  r: h  -^r-zj  odeK>  =  (i  —  X)  Sin^ — ^ 

Sin  y        Sm  ^  V  y         a  g^jj  ^  j 

dm  df/k  d^m  d^ /a 

ferner  -; —  !=  —  ^.     '  und 


dt  dt.  Sin  V  dt*  .   dt^, Sinti* 

Die  allgemeine  Gleichung  des  261.  S*»   wo  ich  i  =  z  setze, 

%ird  also  jetzt 

df*  4*       &  F  Sin  jf  Q,  e 

J^  =  ^        (N-^^  +  yCC^-^)  Sin  if .  Sin  t 

— ^ /i*(Siit  v  +  Sin  ^)], 

und  daher,  wenn  ich  N — iVI+(Z— X)Sin  ^=  «  setze,  *di« 
Gleichung  mit  sW^  mul|ipiiclre  und  integrire, 

J/u*        4g/uSiny    r         ^^CSinv  +  Sin^)! 


"**        4ff/«*Sin^    r         ,MCSinv  +  Sin^)1 
?■=— r"V~« -Sk:i ^j>  +  Const., 
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oder^  wenn  man  die  beständige  Gröfse  =        "  . setzt y 

dfi^        4».Sm^    r  /**  (Sin ^r  +  Sin ^)-j 

IF  =*  -^i —  ^**+-'*-l siTn /  • 

wo  die  Grofse  h  noch  unbestimmt  istt  Diese  beständige 
Gröfse  wird  bestimmt,  wenn  man  den  Werth  von  ^  für  den 
Augenblick  kennt,  wo  die  Geschwindigkeit  =  o  ist,    oder 

WO-; — verschwindet:    befand    sich  nämlicfa  in  diesem  Au- 
di 

cenblicke  Mm  In  Aa^  oder  war  /»  =/  Sirt  vj*  so  ist 

k*  =  ly*  Sin  9  (Sin  9  +  Sin  ^)  —  «/Sin  9,    also  allgemein 

d^*      4^Sin|,r  ..  ,  (^»-/«  Sin,»)CSinrt-Si».^)|^ 

__=,_«-  w-^»«>-^ si^;^ — ■ — /• 

odet 

j-j-  =  -p  (/Sin  ir— /«*)  [1 0«*+/Sinv)  (Sin^r+Sin^;  —  «  Sin  ly]. 

Diese  Gleichung  zeigt,  dafs  —  zweimal  verschwindet,  oder 

dafs  die  Geschwindigkeit  zweimal  =  o  wird,  einmal,  unsrer 
Voraussetzung  gemäfs,   wenn  ^=/'Sin9  ist,    dann  aber 

2  et  Sin  9 

auch«  wenn  m  =  T-. ,  ...     >  —  /Sln^  ist.  Die  Geschwin- 

'  ^        binv  +  bin^      •' 

digkeit  wird  am  grÖfsten,  wenn -r-j  =  o,   also,    wenn  ich 

n  auch     in    der  Diilerentialgleichung    substituire,     wenn 

0  Sin  n 
--2  ■     ',. — ■  ist ,    oder  gerade  dann ,   wenn  die  Ober- 

'^         Sin^  +  Sin^ 

fläche  Mm  sich  in  der  mittlem  Höbe  zwischen  den  beiden 

Punkten  befindet,  wo  ihre  Geschwindigkeit  =0  wird. 

Um  nun  auch  die  Zeit  t  zu  bestimmen,  in  welcher  yi» 
einen  gewissen  Werth  erlangt,   kehre  ich   zu  der  allgemei- 

ncn  Gleichung  für  — '  zurück  ^   welche  gibt     ^ 
,    ^  ff  '  .      .      ^^ 

2dt^—r  =• 


^    ~'/C/Sinv-.A«)V  [iCii*+/Sini»Xöinv+Sini')-«Sini,] 


IL  Ah  sehn,  Bewegung  des  JVassefs  in  gleichw 


eiten  Röhrcfu     2Qj 


Um  sie  zu  integriren,    setze  ich  i  (Sin  v  +  Sin  ^)  =  y  vuid 

f  Sin  fi  —  fx 

=  z*,  dies  gibt 


i»  = 


fySin  ff — 0f  Siniy  +  y^ 


i  +  ft' 


Sm  i[^   tmd  d/*  =: 


2  zr?z  (tt — 2fy)  Sin  jf 


5*  — 2<ft 

folglich  idt^—^  T+7?* 

5*  Ang.  Cotang.  z  ^y 

und^  ^-7-  =  ConstH • 7 — ^  , 

*  V  y 

oJet  t  >/^y  =  Cotangi    ^  y  .  Const  +  t  yf-j-  » 

War  nun  £  ssä  6^    als  /*  =y  Sin  i|f  war,   sd  verschwinden  1^ 

1 
und  t  zugleich ,  also  ist*  Const  ==:  «|  <*  •  "7^9  ^'^^  allgenietn 

•  V    r 


^y 


zyfy  =  Cotang     |jr  +  t/— 


5    oder 


f  «   .    1  r     . 

fits=zf  Sinti —    2jSinif —  —  Sin  9    c  Cosin 


i* 


+  t 


^]>"- 


Wenn   also   t  =  o    ist,     so    wird    fn  :^  f  Sin  jy^      wenn 

L    ^  ^  »Sin 9 

t  =  1  ^  .  >^ —  ist ,  so  wird  u  =  — —  —  /  Sin  v,  und  die- 

gr  r         ^ 

ses  ist  der  Zeitpunkt,  Wo  die  Geschwindigkeit  wieder  a==  o 
wird;  aber  nach  der  doppeltei^^eittss:«./ —    wird   wieder 


cry 


fitr^f  Sin  tiy    oder  die  flüssige  Masse  nimnit  dann  wieder 

denselben  Kaum  ein ,  welchen  sie  einnahm  ,  als  e  =  o  war. 

Das  Wasser  oscillirt  also  in  der  Röhre,'   und  die  Zeit  einer 

Oscillation,  während  welcher  nämlich  die  Oberflache  Mm 

von  ihrem  höchsten  Stande  bis  zum  niedrigsten  g^angt ,    ist 

l 
z=.^ig  }/  — ,   und  eben  so  lange  Zeit  gebraucht  sie,    uni 

vom  niedrigsten  Stande  wieder  bis  zum  höchsten  zu  kom- 
men. Diese  Oscillationszeiten  stimmen  also  mit  denen 
eines  eUifachen  Pendels  überain ,   dessen  Länge 


\ 
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l  l 


Ä  y  Sin  9  +  Sin  ^ 

Ät,  und  sind  gleich,,  die  Schwankungen  des  Wassers  mö- 
gen gröfser  oder  kleiner  se^Ti; 

Wenii  so  für  einen  gewissen  Zeitpunkt  der  Werth 
von  /u  bekannt  ist,  so  findet  man  auch  den  Druck  für  irgend 
einen  Querschnitt  ZV 

p=-z4- p- , 

Vyeiln  für  denselben  i4z  =  i'und  die  Höhe  =z,ist;. 

ß65.  Drückt  JEiut  JVfm,  N/i  blös  die  Atmosphäre,  so 
ist  M  =  N  =^A,  folglich  wird  in  den  Ausdrücken  des  vori- 
gen 8.  »  =  (2— X)  Sin  i,  oder  «  =  (5  M  +  C  N)  Sin  ^,  und 
die  verticale  Geschwindigkeit  der  Bewegiuig,  wenn  sich 
die  Oberflächen  in  Hm^  Nn  befindjen,  ist 

'd^\  /gSiny^.^M.[(BMti^M)Sinir-^(CN^j./^M)Sin^ 

und  diese  verschwindet  einmal,  wenn  fib=fSiniij  oder 
^iW  =  Oi    also,   wenn  y  =  (Z — a  — /)  Sin^ist,   und  aunk 

2(1 — X)Sini!fSin^ 
sEwteitenmalci  Wem  /»  =        Sini;  +  siiI7 —  ~-^  ^^"^  *' 

a-X){Sin^-Sin^)Wi   _.     . 

und  p  = r:: — ,  c    ^ +/  ^*^  S»  . 

.    Sm^  +  Sm^  ■' 

bnd  der  Unterschied  dieser  Höhen  /u, — k  ist  in  beiden  Fällen 
gleicli,  also  steigt  die  Flache  Mm  eben  so  hoch  über  N«* 
als  sie  in  ihrem  tiefe ten  Stande  darunter  herabsinkt;  Die 
giöfste  Geschwindigkeit  aber  findet  Statt,  wenn  beide 
Oberflächen  sich  in  derselben  horizontalen  Ebene  befinden; 
Dl«  OsciUationszeif  hängt  von  den  .auf  M,  JN  drückenden 
Kräften  gai?  nicht  ab ,  sondern  blos  von  dej^  Länge  der 
Wassermasse  und  der  Neigung  der  Schenkel  j  sie  ist  also, 
auch  hier 

^  —  r         ^^ 

^       Z  (S*^  ^  +  Sin  ^) ' 


(i 


JJ«  Ahichu  Bewegufi^  des  IVtissers  in  gtticJiweiien  J^phr^n,     fißp 

I :     ;  • 

266.     SlwA  beide  Schenkel  vertlcal ,    8ö  ist 
Sin  9  =  Siii  ^=1.  (Fig*  4^  i.)> 
und  die  Geschwindigkeit, ,  wenn  M  =  N  i=  A  ist, 

,^  i  ^M(BAf  +  AM—  CN) 


==£/- 


J 


wenn  si6  verschwinden  soll^  ind^  Mm  nach  Aa  kömmt; 
iie  verschwindet  also  zum  zweitenmal,  wenn  CN.z=:  A  B 
ist,  oder  wen^i  die xOberflache  N/t  eben  die  Hohe  erreicht 
hat,  welche  vorhin  Mm  hätte.  -Die  Geschwindigkeit  wird 
am  gröfsten ,  wenn  ^  =  j  (Z  —  X)  =  y  ist,  od&r  wenn 
beide  Oberflachen  sich  in  derselben  horizontalen  Ebene  be- 
finden. Bezeichnet  EF  die  Horizontallinie,  in  welcher 
beide  OberAächcu  sich  alsdann  beiluden,  so  ist  / =X  -h  2 .  EB^ 
und  in  jedem  Augenblicke,  oder  für  jede  andre  Lage  der 
Oberflächen   ist   EM  z=  FN»     Die  Zeit  einer  Oscillation 

Ist  nun  =  4  Ar  yj — ,  oder  den  Oscillationszeiten  eines  ein- 

fachen  Pendels  gleich,  dessen  Länge  =  •§  t  ist. 

Üie  Gleichtinff,  welche  wir  vorhin  für  den  Drück  fan^' 
den,  wird  jetzt  für  einen  Punkt  z,  der  in  den  verticale« 
Schenkeln  liegt ,  \. 

SM(Bz+BC+CN}       CISP.  Mz 


l 


l 


oder  p±sk  +  Mz  — 


2.EM^Mz 


Für  den  Zeitpunkt  also ,  da  beide  Oberflächen  gleich  hoch 
stehen,  und  £A/  =0  ist,  wird  der  Druck  in  2,  /7=i+£s, 
für  jeden,  andern  Zeitpunkt  aber  '  , 

Für  einen  Punkt«,  der  in  demruntern  Theile  BC  der 
Röhre  liegt,  wird,  wenn  AB  +  B^  =  j,  und  seine  Höhe 
iibei;  J3  =  z  ist  * 

p  =  fc  —  z  +  £j5  +  ■    .  ■  ■"'  .     "  •'         '  ■     , 


'     s 


290     IL  TK  n,  Abthi  Gesetze  der  linear,  Bew^guti^ßuss,  Körper^ 

und,  wenn  Bi' =5  J  BC,  '  ,      •  * 

2K3I.EM 

^p=Ä  — Z  +  EJ5 , 

* 

wo  mau  +  z  statt  —  z  setzen^mufs ,  wenn  z  niedriger  al»  B 
liegt. 

267.  Der  untere.  Theil  der  Röhre  B  C  (Fig.  45-)  könnte 
aufwärts. gekrümmt  seyn,  wie  BOCy  so  würde,  wenn  EF 
die  Ilorixontailinie  ist ,  in  welcher  die  beiden  Oberflächen 
sicii  befinden,  wenn  sie  gleidi  hooh  stehen,  der  Druck  in 
irgend  einem  Pulikte  des  Theils  B  p  C  aus  der  letzten  Glcl- 
chungfdes  vorigen  ß.  bcstinunt.  -  Es  sey  OJS=OC,  aho 
Eß+  0/?  =  ^/,  so  wird,  wenn  AB  und  BG  vertical 
sind,  der  Druck  Im  höchsten  Punkte  O 

ME.  ME 

'—^       ^^         EB  +  MO' 
Soll  also  hier  der  Druck  nicht  negativ  werden ,   so  mufs 

ME.  ME 

^^^''^  EB  +  MO  ''^^''' 

Die'  Oscillationen  würden  übrigens  in  dieser  Röhre  eben  so 
ausfallen,  wie  in  einer  andern,  deren  Schenkel  yertical, 
und  in  welchen  eine  eben  so  lange  Wasserniasse  sich  be- 
w^egte;  doch  dürften  die  Krümmungen  bei  B^  O,  C  keine 
scharfen  Winkel  seyn ,  sohdern  eine  nach  dem  Gesetze  der 
Stetigkeit  gekrümmte  Linie  bilden,  weil  nur  bei  dieser 
Voraussetzung  die  Bewegung  so  geschieht,  wie  in  ein^r  ge- 
raden Linie.  —  Denn  die  Schlüsse  des  247»  und  250.  g, 
setzen  eine  stetig  gekrümmte  Linie  voraus,  weil  die  Diffe- 
.  rentialformeln  nur  da  gellen. 

•  

2Ö8.     Wäre  über  der  Oberflüche  Nu  (Fig,  42.)  ein  luft- 
leerer Raum,  und  die  Rühre  Cl^  oben  geschlossen,  so  wäre 
"^(im  264.  §.)  N=  o  und  Mz=z  k^    wenn  auf  Mm  die  ^tmo* 
Sphäre  drückt;  man  hätte  also  m  =  (/  —  a)  Sin  ^ —  k^    und 
die  Geschwindigkeit  würde  ihren  gröfsten  .Werth  erreichen, 

\  (/ — X}  Sin  jf .  Sin  ^  —  kSlujj 

wenn  /«  =s  ■ —  '  *    < 

.Siu  j|^,+  Siu  ^ 


I  AT  yf  ^c-1 r^-""^»    «l«o  wenn  die  Schenkel  beide 


IL  Ahchn.  Bcwe^uh^  des  Wassers  in  gleichweiten  Röhren.     ap| 

Ci  — X)  Sin^Sm^  +  it  Sin  ^ 

also  y=z --: ,   ^'.    :; undr— ^  =  iistj 

oin  9  +  bin  ^  . 

die  flüssige  Masse  oscillirt  also  so,  daf«  die  sertkrefchte  Höhe 
der  Oberfläche  Nn  über  Mm. im  Mittel  der  Oscillationen 

m 

der  Höhe  k  gleich  ist.      Die  .Zeit   der  Oscillationen   wiid 

SiSixinTsin^y 

vertical  sind,  ZZ._i«  v  —  (Fig*  42  *.)»  ^'^^^  ^ß'  Oscillations- 

zeit  eines  einfachen  Penrlels  ,  dessen  Länge  ZU  i  /,  gleich. 
,  Hat  aber  dieHöhre  die  Gestalt  ^i?C  (Fig.  44.),  wo  auch 
I  der  Winkel  B  nicht  scharf,  sondern  die  Bohre  stetig  ge- 
•  krümmt  seyn  mnfs,   so  ist  9  ZZ!  o  und  ^HZ  90^,    also  .die 

Oscillationszeit  m  j  *  ^—  so  grofs,  als  die  Oscillationszeit 

eines  einfachen  Pendels,  dessen  Länge  ZZI  t  Diese  Glei- 
chungen gelten  auch  für  die  Oscillationen  des  Quecksilbers 
im  Barometei*,  wenn  man  die  Dichtigkeit  des  Quecksilbers 
HZ  1  setzt,  und  für  k  die  Höhe  derjenigen  Quecksilber- 
säule nimmt,  welche'  dem  Drucke  der  Atmosphäre  das 
Gleichgewicht  hält. 

fi($OÄ).  Drittes  Exempel.  Die  Röhre  ABCB 
(Fi^.  44  i«)  hat  zwei  verticale  Schenkel,  welche  durch  den 
gelurümmtcn  Theil  B  C  mit  einander  verbunden  sind ;  das 
Wasser  bewegt  sich  darin  so,  dafs  dl6  Oberflächen  immer 
in  den  verticalen  Schenkeln  bleiben,  aber  der  Druck  auf 
Mm  ist  veränderlich;  man  sucht  die  Gesetze  der  Bewegung. 

lieber  iV*«  sey  ein  luftleerer  Baum ,  also  N  ZZ!  o ,  der 
Druck  auf  J^Im  aber  sey  in  jedem  Augenblicke  der  Bewe- 
SPPg  MZZli  +  AMZZ,  it  +  w,  s6  dafs  er  also  immer  mehr 
zuiiifnmt,  je  tiefer  die  Oberfläche  Mm  sinkt:  ich  nehme 
an^  dafs  im  Anfange  der  Bewegung  beide  Oberflächen  gleich 
hoch  standen,  und  dafs  Mm-  sich  in  Aa  befand.  Da  hier 
«He  Bezeichnungen  des  264.  Q.  gelten,    wenn   man    dort 

. .  T  2 


/    - 


2tf2     IL  Th,  IL  Ahih.  Gesetze  der  linear.  Bewegung  flUss,  Körper^ 
setzt,  so  ist 

(l^  Mit  2  *»' 


dt\ 


i5(;i,_X-fc-/-^). 


und  j^^  Zi;  -^  (Z  —  X  _  /:  _J^  ^  ^^;  +  Consta 

dfjb 
oder^  weil  — 'IZI  o  seyn  »oll,    für  /i  — ly 

^Jä*  Äff  '  22-. 

^J-^X  C/-«")(*+'+^)  +  -f  (3/*  ^2ff.^^), 

i  • 

,         oder  —■— Y(/-<a)(i+X-/  +  l/4-l<uX 

"Dieser  Werth^wird  zweimal  ZZ  o,   iiüiiilidli  sowohl,  wenn 

^  ZZ  />    als  wenn  /*  ZZ  äi  (^  —  X  ^--  t)  —  5/  ist.     Da  wir 

.  nun  annalinien,  dafs  iai  -Anfange  der  Bewegung  y  ZZ  /*ZZ/ 

war^  so  ist  /  ZZ  X^"l"  ^y,  also,    w£un  die  Geschwindigkeit 

zum  zweitenmal  ZI  o  wird ,  fi  ZZ  /  —  ^^  und  v  ZZ  /  +  2  A'- 

•   DaÄ  Wasser  erreicht  also  bei  dieser  Voraussetzung  in  deir  ' 

Köhre    CD  die  Höhe   ZZ  ^k    über   seinem   aufanglicheu 
^   Stande^ 

Dieses  findet  aber  nur  dann  Statt,  wenn  die  Oberflä* 
clien  beim  anfange  der  Bewegung  gleich  hoch  waren.  Wäre 
dieses  nicht  der  Fall,  sondern  Anfangs  ^  ZZ/,  p  ZZ.  f  "¥  K 

^  also  /  ZZ  X  +  fi/+  A,  so  würde,  wenn  die  Geschwindig- 
keit wieder  ZZ  o  ist,  f*ZZ.f'^2li  —  2K  und  fZZf+^fi — k 
seyn.  Das  Wasser  steigt  also  desto  weniger,  je  höheres 
heim  Anfange  der  BeWegung  schon  stand :  es  macht  näm- 
lich Osciilationen,  bei  denen  es  in  CD  eben  so  hoch  über 
die  Höhe  "ZZf-^  k  steigt,  als  es  beim  Anfange  der  Bewe- 
gung sich  unterhalb  dieser  Höhe -hefaud.  Wäre  schön  für 
den  Anfang  der  Bewegung  y  ZZ/+  A  und  l —  X  +  2/  +  fc 
so  könnte  gar  keine  Bewegung  entstehen,  wie  schon  ifon, 

i  selbst  erhellt. 
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1 

Aus  der  Glpiclmng  fijr  -r-  läfst  sicli  auch  die  Zeit  Le* 

stiminen,  ip  welcher  fi  einen  gewissen  Werth  erl^rt^^.     Ich 

nehme   an,     dafg   anfangs   ^  ^^  f  ^°^   "^^/"l"*^»     *^^*^ 
l  — 'X  ZZ  2/  +  /i  war,  dann  wird 

' -und  daher,   wenn  ich^  *  * 

Qk — f-^zh+fit 
^'ZZyf  >"       ^_- — r—   setze  1^ 


I 


\ 


ff 


also  e .  v^—  HZ  Coast.  +  Ang.  tang,  »^  ,       ^ 

'       i       '        *      *  ro^—/— 2/1+^1 
oder  f  .y  f^  +  Ang.  tang.  V j-^ 1  —  5«'>    ' 

weil  t  verschwindet  für  ^  ZZ  f  oder  für  ä  ZZ  r\^  •  E*  i*t  also 


tang. 


viid  für  das  Ende  der  ersten  Qscillation 

weil  da  ?i  —  /  —  2ä  +  /(*  ZZ  o  ist  und  p  ZZ  t^ng,  ^, 

Die  Zeit  der  Oi^cillationen  ist  also  einerlei ,  diese . mö- 
gcii^grofs  oder  klein  seyn, 

26QcJ.     "Die  Voraussetzung,"  dafs  ^uf  3fm  der  Druck 
imnier  ZIZ  k  +  J3f  seyn  soll,  würde  erfüllt  weiden,  wenn,  * 
indem  Mm  sinkt,    neues  Wßsser  bei  jda  zuflöfse,  nnd  aie 
Höhrc  immer  bis  au  Aa  mit  Wasser  gefüllt  bliebe.     Etwas 
ähnliches   findet   bei  dciö  Aufsteigen   des  Wassers  in  den 
Saugröhren  ein^r  Punvpe  wirklicK  Statt,    und   man   findet  - 
daher  für  diese  Bewegung  des  Wassers  Resultat^,  die  den  ^ 
hier  bewiesenen  ähnlich  sind. 

260^).     Viertes  Excmpel.      Die  Röhre  JBilfNI) 
(Fig.  44,r.),  woriivdas  Wasser  sich  bewegt,   habe  die  Ge- 

\ 


% 


^294     IL  Th,  IL  Abth.  Gesetze  der  linear.  Bewegung fluss^  Körper, 

stalt  einer  Cyclolde,  und  auf  beide  Enden  der  Wassermasse 
brücke  die  Atmosphäre :  man  sucht  die  Gleichungen  für  die 
Be\yegung. 

Man  ziehe  die  horizontale  Absoissenlinie  OC  durch 
den  niedrigsten  Funkt  C  dex  Cycloidei  und  setze  den.  An» 
faugspunkt  der  ^hscissen  in  O,  so  dafs  für  den  höchsten 
Punkt  der  Cycloide  x  ZU  o  ist.  Der  Halbmesser  des  roti* 
renden  Kreises,  dessen  iNIittelpunkt  sich  horizontal  fortbe» 
wegt,  sey  ZU«»  so  ist  die  Gleichung  für  die  Cycloide, 
wenn  irgend  eines  Punktes  M  Abscisse  OXzZlx  und  Ordi* 
nate  X3I  ZU  ^  heifst, 

X a  .  Are.  Sini     ■  —  y  (a'oz— z*), 


a 

zdz 


folglich  dxIH    y^ r-. 

^  yfQlaz —  r*) 

Setzt  man  nun  den  Bogen  BM  ZU  s%    so  ist 
'        dsz:Zyfidx^'\'dz^)Z::zdz/ 


2a  —  »* 


\         «s. 


folglieh  J  IZ  ±  2  /  (4  a*  —  2  az). 

Für  z  HÜ  o  ist  also  jZZ4^>  ^"^  weil  die  Länge  der  ganzen 
Cycloide  bis  4pZZ  0FzZ2ajr  wird,  ist  y  ZU  8**»  man  hat 
daher,  M'cnn  j  >  £Cist,  x  ZU  8«  "^  2\/^(4«*  — ä*»0- 

In  dieser  Röhre,  welche  überall  gleich  weit  ist,  be* 
wege  sich  nun  eine  Wassermasse,  deren  Länge  MCN ZZ^  l 
Ist,  und  diese  nehme  am  Ende-  der  Zeit  ZZZ  t  den  Raum 
3ICN  ein,  und  es  sey  BM  ZZL  niy  BßlN  ZZ  m  +  /, 
X MZH  /u,  VN  ZZ  y»  so  wird,  wenn  man  ai[inimmt,  dafs 
M  diesseits  und  N  jenseits  C  liege, 


A       ^i*\  f  f       ^"11 

mZjZ/\yf  0} und  m  +  ZzZ4s2a — yf  a^ X 

folglich 

^-vZZ-[Cm+/-8a)»-m^]rZ-a->8a)+  '      ■■. 

o"  s  '4^  ö* 


IL  Ahsclin^  Bewegung  des  Wassers  in  gleichweiten  Rohren.     2p5 


JJach  diesen  Vorerinnei'ungen  können. wir  mm  die 
Gleichungen  des  261.  S.  sogleicU  anwenden^  und  erbalteiiy 
vvcil  MHZNzzh  ist, 

urid  hieraus   erhält  man,    wenn  man  mit  Sa m  multiplicirt 
und  integrirt,  .  '         •  .        . 


dm 
dt 


oder  ZU  Const  + 


\yenn  also  die  Bewegung  ohne  anfängliche  Geschwindigkeit 
anfing,  alsmZZ/war,  so  wird 

Const  =—  f^i  a-8«)  (f+l-Qo) 

^  IXiese  Gleicliung  zeigt  zagleich ,  .  dals  die  Geschwindigkeit 

dm 

-— -  ahermals  ZIÜ  o  wird ,  wenn  m  +  /  ZU  6  ^  "•  f  **^  >    odei 
dt  -^ 

wenn  die  Oherfläche  N  so  nahe  an  27  gerückt  ist',   alt  M 

anfangs  von  JB  entfernt  war.  , 

'        '  f 

Die  Gleichung 


(dm 


dt      -^sTi^ß""'^  ^'""■^  (Qa-m-l-f) 
führt  auch  zur  Bestimmung  der  Zeit  einer  Oscillation,  denn  da 
,o-(öa— 0  ^  dm 


dt.^'^ 


/"C^— /)./(ß«— ^— /— "») 


i$t>  so  wild 

t  •  V    T. —  HZ  Const — 2Arc,taMg.  y[ 


und,  weil  t  verschwinden  soll,  wenn  m  ZUf  ist, 
Const  ~  2  .  Are.  tang  ru  ZZ.  *, 


tpiS     IL  Tk.  IlAbtK  Gesetze  der  linear.  Beufe^ung  fluss.  Kdiy^nt 

t  • 

w^ija  IT  den  Umfang  ©ine«  Kreise«  bezeicknet,  dessen 
Durphra^sser  Z^  i  Ist ,  daher  ' 

'/"TUT"— '^-'''^''^•^''•"s^^-^-Tirzrf — ^ 

und  für  die  gan2se  Oscillatioa,  da  am  Ende  deifselbai^ 
>n  ~  8« -r7  — /Ht,  wird 

t:ZZfgyf—z r-. 

Die  Qscill^tioncn  sind  al^p  isochronisch  denen  eincf  Pen» 
dela,  dessen  Läng«  — : •  Ist     Die  ÖsciUationszeit  ist 

also  allemal  länger,  als  hei  Röluen  mit  verticalen  Schenkeln, 

l  '  ■     ■  •     ■  •      ^ ' 

wo     sie    —  «   v^-^  war, 

Ist  die  Pölire  BCD  genau  zur  Hälfte  mit  Wasser  gß- 
füllt,     so,  ist  ./zz:  4«    lind    die    Zeit    einer    OsciUation 

T— *^>^T'     S^^ö^^  so   grofs,    als   wir  im  fi. '214  A  fnach 

a erstn er s Theorie  der  W^Uenb^wiegung)  d'ie  Zeit  fanden» 
welche  hei  deir  freien  Wellenbewegung  ein  Wassertheilchen 
braucht,  x^m  ron.  einem  WcUengipfel  zum  andern  zu  ge- 
langen.  '  . 

Die  Oscillationen  geichehcn  auch  hief  langsamer,  wen» 
igröfser  ist;  aber  die  Oscillntionszeit  wächst  in  eine^  an- 
dem  Verhältnisse,  als  hei  denRöhren  mit  verticalcn  Schen^ 
kein,  Dprt  würde  die  Wass^rmasse,  deren  Länge  liur  ein 
Viertheil  der  vorigen  wäre,  in  der  halben  Zeit  eine  Oscil- 
hitiQu  Rollenden  j  ^etzt  man  aber  hier/ZZa,   so  wird  die 

Zeit  ein^r  Pscillatlon  —  n ,  /— t    die  Oscillationszeit  für 

7  S 
^  ^^  4  «  verhalt  sich  aUo  zur  Oscillatlonszeit  f ür  1 ZZ  «,  wi« 

tTebrigcn»  kommt  auf  die  GrÖfse  der  OsciKation  liiebei 
nichts  an ;  jedoch  halien  wir  beim  Anfange  der  Rechnung 
voiau^esctzt,  deFs  m  nicl^t  gröfser  als  4a  werde,  und  m+i 


4 
\ 
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|iie  kleiner  als  4»,   oder  dafs  die  OberfläcLen  M^  N  nicht 
über  C  hinaus  hin  und  herschwanken« 

fi<58  0»  B^*  allen  diesen  Bewegungen  sollten  den  For- 
meln zu  Folge  diese  Oscillationen  unaiifliörlich  fortdauern, 
aber  die  Erfahrung  lehrt,  dafs  sie  sehr  bald  abnehmen  und 
ganz  aufhören.  Auch  die  Zeit  der  Oscillationen  ist,  be« 
sondeirs  bei  engen  Köhren ,  merklich  von  der  verschieden, 
welche  Jie  Theorie  angibt:  man  bemerkt,  dafs  äiQ  Zeit  der 
Oscillationen  limg^r  ist,  und  sich  nii;'  dann  der  hier  ange* 
gebnen  nähert,  wenn  die  Oscillationen  sehr  klein  'sind. 
Dieses  rührt  von  dem  Widerstand«  an  den  Röhrenwänd^ 
h^r,  den  ich  noch  genauer  betrachten  werde. 

269t.  P  r  o  b  1  e  m  56.  Wenn  das  Walser  in  einer  übei^ 
all  gleichweiten  Röhre  sich  so  bewegt,  dafs  ^s  an  einem 
!E>fidc  ausfliefst,  am  andern  Ende  aber,  wq.  keii)  n^uer  Zu^ 
flufs  Statt  findet,  von  irgend  einer  Kraft  gedrückt  wird, 
die  Umstände  der  Bewegung  und  den  Dkuc^^  den  jedes 
Theilchen  leidet ,  zu  LestimmeÄ, 

Auflösung,  Welche  Form  auch  die  Röhre  hab«n 
mag,  so  kann  man  sie  sich  immer  als  gerade  aus|:edehnt, 
wie.  ^«üO  (Fig.  45.),  vorstellen,  wenn  man  die  Scale  der 
Höhen  «w  damit  verbindet,  d<5ren  Ordinaten  xie  die  H5t)c 
irgend  einet  Punktes  2  über  einer   gewissen   horizontalen 

•  ■ 

Ebene  angeben. 

Am  Ende  der  Zelt  t  fllefse  daa  Wasser  durch  die  Oef^ 
nung  Oo  mit  der  Geschwindigkeit  HZ  « ,  mit  welcher  also 
auch  jedes  Theilchen  der  Wassermasse  in  der  Röhre  fort- 
rückt^ Das  noch  übrige  Wasser  nehme  in  diesem  Augen* 
blick  den  Raum  ßlO  ein,  und  auf  die  OherQsiche  M  drücke 
eine  Kraft  ^  die  durch  die  Höhe  ZUlM  einer  Wassersaule 
bestimmt  wird.  In  0,  wo  das  Wasser  ausflie&t,  kann  kein 
andi^er.  Druck,  als  dei;  der  Atinosphäre  Statt  finden,  weU 
^hen  wir  einer  Wassersäule  von  der  Höhe  ZZ  h  gleich  ge- 
setzt habön.  Wir  wollen  annehmen,  dafs  sich  im  Anfänge 
der  Zeit  t  das  Wasser  bi&^  erstreckt  habe,    und  dafs  die 


/ 
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j 

ganze  Länge  der  Röhre  AOzZLa  sey ,   $un  Ende  der  Zeit  t 

al>er  sev  ^il/  ZU  »«>  eine  Function  von  t,   woraus  «ZZ  -7— 
'  ■  dt, 

bestimmt  wird.      Ist  nun  ferner  für  irgend  ein  Wasserthcil- 

chen  z  die  Ilolie   über  der  horizontalen  Ebene  ZZ  z  ZZ  2?r> 

die  Dichtiftlicit  des  Wassers  ZZ  1 ,   der  Druck    in  diesem 

Punkte  ZZ  /^»  ^"^d  die  Lauge  Az  ZU  J>  so  wird  (§.  257,^ 

c-/^ZZ  ii^C^  — 0  — -^•r'ir  +  Ait, 

wo  r  :  f  ZU  Ä  ZZ -T" »     ^^so    r'  I  «  ZZ  T?*  ist, 

.  dt  dt^ 

denn  m  und  «  hängf;n  blos  von  t  ab,  - 

^  Für  den  Punkt  il/,  wo  $ich  In  diesem  Augenblick  das 
Ende  der  Wassermasse  befindet,  ist  s  ZZ  *«>  p'UZMy 
z-nMf*y  also  2P-3IZZ  2g(h^M]^)  —  m.r'  :  t  +  A  :  t, 
hingegen  ist  in  <lcr  Oefnung  (?,  s  ZZ  «>  p  ZZ  fc,  z  ZZ  O», 
also  25-fcZZ  s°(/i--Ow)  — ar:r  +  A:t, 

daher  P' :  f  ZZ  TT  ' » 

für  jeden  Punkt  z  aber 

ag-  (31— p)  ZZ  2g  Qc—Mm)  +  (5  — m)  T  :  «", 

oder  p —  z  4"  — — — 


A  —  m 


PZZ-.  + 5JÖ ^ — > 

lind  dieser ,Werth  hängt  von  der  für  m  gcfiuidenen.  Glei- 
chimg  ab, 

• 

/  270.  Wenn  der  Druck  in  M  unveränderlich,  oder 
auch  eine  Function  von  m  i^t,  so  wird  die  Difl'erentialglei- 
chung  integrabel,*  w'enn'man  sie  mit  2dm  multiplicirt,  weil 
O«  beständig  und  iJf  ^  eine  Function  von  m  ist.     Man  er- 

hielte  dann  für  die  Geschwindigkeit  —  die  Gleichung 

»         dm* (M—h  +  3//M  —  Oft»)  dyn» 

5F  — 4ff/-^  7~m  "■• 
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'271.  Exempel  1.  Die  Rohre  sey  gerade  und  gegen 
den  Horizont  untei^  Aßm  Winkel  AOEznt  C^^^g»  4^.)  ge^ 
neigt,  die  Köhre  war  anfangs  bis  A  gefüllt,  man  sucht  di^ 
Umstände  der  Bewegung,  wenn  das  Wasser  bei  O  ausläuft, 
und  auf  M  blos  die  Atmosphäre  drückt. 

Man   hat  hier  MO  =« — m,    M^  =  (a  ~  in)  Sin  f, 

Om^izQ^  M^:sik^  also 

tP'm  dm 

r— -  =±:  Ä^  '.  Sin  ff  und  3—  z=sZyfgm  Sin  », 

weil  wir  annehmen ,  dafs  die  Bewegung  von  der  Ruhe  an- 
fing, als  m  =  o.war.     Diese  Gleichung  gibt 

dm        ' 

— 7-   i=:dt  , /£»,Sin#, 
%y(m  ^  °  . 

also  ^m  =  t  ,  V  e  Sin  r , 

folglich     wird    alles    Wasser    ausgeilossc^n    seyn  ,      wenn 

^a         ^  ,-    .        .  .     ' 

t  SS  -7 — ^.  '■  "   ist,    und  diese  Zeit  stimmt  mit  derienip-en 

ilberein ,  in  welcher  ein  schwerer  Körper  auf  der  geneigten 
Ebene  A  O  herabsinken  wurde.  Der  Druck  ist  überall  =  hy 
dem  Druckt  der  Atmosphäre  gleich, 

27tf  Exempel  fi»  Alle  Umstände  bleiben,  wie  im 
vorigen  $.,  nur  liegt  die  Oefnung  0  im  luftleeren  Räume, 
man  sucht  die  Umstände  der  Bewegung  2u  bestimmen« 

In  der  allgemeinen  Gleichung  'mufs  nunyM=  ä,  dag6>* 
gen  aber  kz=z  o  gesetzt  werden ,  folglich  wird 

dni^  kdm  .  ^ 

77^  =4  5^/^3:;;+ 4^/^"»  Sin  ff, 

a 
=  4gfclog,"-_^  +  4g-m  Sin  t^ 

i^enn  für,m  =:  o  die  Geschwindigkeit  =  o  war. 

m 

Diese  Gleichung  gibt  eine  unendliche  Geschwindigkeit, 
wenn  m  ~  a  ist,  und  dieses  ist  nicht  ungereimt,  weil  im 
letzten  Augenblicke  eine  unendlich  kleine  Masse  von  einer 
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exulUcli  bewegenden  Kraft  =  k  fortgetrieben  -vrird*  Die 
Zeit  ty  welcbe  verflioifst,  während  die  Oberflacbe  von  ^ 
tik.'ch.  M  rückt,  läfst  sich  nur  djj^vcl^  Näherung  finden ^   yir^i] 

die  Gleiphiing 

-  dm 

2t^e:=nJ — r ' '     ■      '        ,^ 

•  >-  f  «  "1 

V    lÄ  log T'i'm  Sin  * 

^   I        ^a  —  m'  J 

Sich  durch  kein  andres  Mittel  aullösen  läfdt. 


/ 


Derl>ruck  in  irgend  einem  Funkte  z  wird^  we^n^z^^ff 

k \  Qz        M/u, .  P«    '      ' 


P~''}i{n  + 


z«r 


MO     '        MO  ' 


/i.   («I S) 

'.   odcrp  = 


a — m 


Ist  die  B.öbxe  horizontal^    so  ^hält  mi^n  aus  der  Gleichung 
für  t  folgende ,    wenn  man 

loc- ^  ==  — f  ?il8P ^  ^?  «**!  m=^a  i  —  e    '*lsetet« 


X 


gk_    r^_^^  --    ^ 


X  ^  ,         ^ 


;     ^ «     3.5  «* 


2,2.2         Äj' 
^ 1- 

^Eine  Gleichung,  die  doch  nur  für  kleine  Wcnbc  von  x-  su 
gebraucben  ist. 

273.  Exempel  3.  Die  Röhre  AhO  (Flg.  47.)  be- 
stehe aus  zwei  geraden  Stücken,  deren  eiiifs  ylB  borisontal 
ist,  Jas  andre  J50  vertical  niederwärts  gebt:  dies.e  Rubre 
war  anfangs  ganz  angefüllt,  als  das  Wasser  anfing,  ^ei  O 
«uftzuflielJBen :  man  Stucht  die  Best Humung  aller  Umstände  der 

Bewegung. 

« 

Die  liänge  des  horizontalen  Arms  sey  AB  =/,  des 
verticalen  E0'=.  c^  daher  a^=if+c.  Wenn  nun  wäbrcfld 
der  Zeitl  die  Oberfläclve  A  bis  M  fortgerückt,  und  AMt=:m^ 


\  - 
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der  Druck'in  iWund  O  aber  =  k  wt,  »o  wird  das  Quadrat 

der  Geschwindigkeit  / 

dm*  dm  ,     a 

dl*  *tö    j^ — ^       Hb  b  ^ — ^ 

^  dm 


/log 


a —  nt 

WO  bei  der  Integration  eben  die  Schwierigkeit  Statt  findet» 
U^ie  im  vorigen  g.  Der  Druck  p  aber  wird  in  jedem  Ftuikt4 
der  horizontalen  Röhre  •'. 

(c  +  Bz')<:    ■  c.Mz      '   .      BO.Mz 

r  —  ^      ^^     to_„,     —^      n—m—''       EM+BO' 

der  Druck  ist  also  in  |edem  Funkte  der  horizontalen  R'öhr^^ 
gröfser,  als  in  JB.  Für»  pihen  Funkt  z^in  der  yerticaleä 
Kehre  aber  findet  man  den  Drutk 

Oz.BQ  (H'.BM 


hM  +  BO  B3I+B0' 

Beim  Anfänge  ()i3r  B^wegun'g  in  A  entspricht  die  Beschleuß 

c 

nigung  der  Bewegung   der   bäschleunigendeif  Kraft  =  -—^ 

wenn  man  die  Schwere  :==  1  settt.  '        .  >         ^ 


Aus.  den  Gleichungen,  füi*  den  Drubk  erhellet ^  da£i  im 
Anfange  der  Bewegung  der  Druck  in  B  am  kleinsten  war, 
und  sogar  negatir  werden  kann,  wenn  die  Lüngf  jedes > 
^Arms  der  Röhre  gröfser  als  k  ist.  tn  diesem  Falle  würde 
der  'Zusammenhang  in'  B  unterbrochen  werden,  weil  dsta 
Wasser  in  der  verticalen  Röhre  schneller  abfliefst?  .als  es 
in  der  horizontalen  folgen  kann,  ^-  -  (Auch  hier  gilt  übtl^ 
gens  die  oft  erwähnte  Erinnerung,  dafs  die  plptzliche  Beu- 
gung den  Gründen  der  Rechnung  nicht  ganz  gemäfs  ist)« 

274,     Exempel  4i     Die  Röhre  sey  gerade  und  rer* 
tical,  'oben  bei  ji  (Fig.  4^.)  hermetisch  Verschlossen  ^   unten 
aber  olfen,  ihre  Höhe  sey  gröfser,   als  die  Säule  des  Flüssi-^^ 
gen>   welche   dem  Drucke  der  Atmo$j»häre  das  Gleiehg«* 


I 
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wicht  h^lt,   man  sucht  die  Gleichungen  für  die  Bewegung, 
wenn  die  Rohre  anfangs  gaaz  gefüllt  war. 

Während  der  Zeit  t  sey  die  Oberfläche  bis  M  herabge- 
suhhen,  und  es  sey  /IJI/=rm,  A0=  «;  da'  über  M  ein 
luftleerer  llaum  entsteht,  so  ist  37=  o,  daher 


a^i 


577  =  4^/- 


a  —  m  —  k 


m 


—  . dm  —  4^ 


tn 


—  k  .  log. 


a 


a  —  m 


5üt  m  =  0   war  die  Geschwindigkeit  —  =;*o,  und  sie  wird 

am  gröfsten ,  wenn  ?»  ==  a  —  k  oder  O  M  7=:k  ist^    alsdann 

dm  ^     {  i  ^^1 

ist  sie  -T-  =  2  •  (  g:    a— .i  —  i  log  —  .      Wenn  m    gröfser 

dt  \  '^j  s 

wird,  sp  nimmt  die  Geschwindigkeit  wieder  ab,    und  ver- 


a 


schwindet,  wenn  m  =  /i .  log ist. 


a  —  m 


Uebcrtrifft  die  Hoho  a^  k  nur  sehr  wenig,   und  setzt 
man  4Tann  «  =  ](;+«,   so  wird  die.gröfste  Geschwindigkeit 


Ä  2,.  ]  g<u,  —  k  log 


^. 


11  ^zl}Cl 

yfo^k   ' 


wenn  ulM  =  »  ißt ,  und  die  Geschwindigkeit  wird  wieder 


=:  o ,    wenn  m  =  /it 


in 


a 


+  I-T 


in 

a 


=  2  AI ,  oder  genauer 


Endlich  üudet  man.  den  Druck  für  irgend  einen  Punkt  z 

Oz.MO  +k.3Ü       k.Mz 
p^^az  + 


310 


BIO' 


*  275-  Problem  SJ,  Wenn  das  Wasser  in  einer  al- 
lenthalben gleich  weiten  Röhre  sich  so  bewegt,  clafs  es  an 
ihrem  einen  Ende  Oo  (Fig.  49.)  ausflicfst,  am  andern  Ende 
^a  »ber  beständig  neues  Wasser,  durch  irgend  ebie  Kiaft 
gel  rieben,  zufliefst,  diese  Bewegung  des  Wassers,  da» 
4urch  die  Röhre  fortgetriebea  wird,  zu  bestimmen.  ^ 
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Auflösung.  Ich  betrachte  hier  irgend  eine  ge- 
krümmste 'Röhre  ^0,  in  deren  eines  Ende  yla  forldauerrtd 
neues  Wasser  mit  einer  Kraft>  hereinge^ruckt  .wird,  deren 
Gröfse''  durch  die  Höhe  L  einet  Wassersäule  bestimmt  ist. 
DiCse  Kraft  kann  entweder  unveränderlich  oder  eine  Fun- 
ction der  Zelt  t  seyn.  Diese  Ait  von  Bewegung  -^dct  b*i 
den  Druckwerken  Statt,  wo  das  Wasser  von  eineniSiiedri- 
gern Punkte  y^  aufwärts  getrieben  wird;  ich  nehme  daher 
an,  dafs  A  niedriger  liege,  als  0,  und  dafs  cl^irch /^  die 
IIorizontalHnie  Au  ge/.ogen  sey,  von  welcher  an  die  Hohen 
z  gerechnet  werden.  .  Für  einen  unbestimmten  Punkt  z  der 
Köhre  sey  die  Lunge ^z  =  j,  die  Höhe  «:  =  z,  und  die 
Geschwindigkeit,  mit  w^elcher  sich  das  Was^r  am  Ende 
der  Zeit  t  fortbewegt,  sey  r=: «;  mit  eben  dieser  Geschwin- 
digkeit fliefst  es  auch  bei  Oo  aus ,  tnid  wir  können  die  Be- 
zeichnung «  ==:  r  :  e  auch  hier  beibehalten.  Die  Gleichung 
für  den  Druck;?,  der  in*  dem  Punkte;:  Statt' findfit,  ist  also 
vrieder,  v«*enn  die  Dichtigkeit  des  Wassers  s=  l  gesetzt  wii;d| 
a^^  =  fi^(A— z)— i.r  :  t  +  Ai  e, 

wenn  man  annimmt,  dafs  das  Wasser  von  A  nach  O  Au- 
fliefst. Diese  Gleichung  wird  auf  den  gegenwärtigen  Fall 
angewandt,  wenn  wir  die  unbestluuuten  Functionen  aus 
dem  bekannten  Drucke,  der  in  A  =  /^,  in  O  aber  =  it, 
dem  Drucke  der  Atmosphäre  gleich  ist,  LcNiiinuicn.  Da 
in  ^,  5  =  0,  z  =  o  ist,  sa  wird  2^  L  =  2  ;'^//  +  A  :  f,  wo 
mßiti  auch  die  beständige  Gröfse  mit  in  dv*i  FiincLion  A  :  t 
begreifet  könnte.  In  O  ist  s  =  AOy  z—^Ou^  p  z=  k^ 
daher j  wenn  ich  für  2«^/r+  A  :  c  sogle;Icli  seinen  Wcrlh 
setze, 

£  -  (£  — A)  =  2g.0i,+  A0.r:t, 

dK       2-(L  — A  — O«) 

also  r  ;  t  =  —  s= — ; : —  , 

dt  AO  ' 

nnd  die  allgemeine  Gleichung  für  den  Druck  in  irgend 
einem  Funkte  z  wird 

5.  (L— A— Ow) 


N 
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oder,  wenn  tnan  die  bestäädlgen  GrÖfseii  ^0=  lj'Ow:==:a 

s 
P^^^L-^z  —  —  (L  —  k  —  a) 

dt     ■         (L'-^h'^ä] 
dt  ** 


«=   ~  (^jLdt  —  kt — at).^ 


iedso 


176»     Wenn  tu  unvex'dni^rlich  =1  a  +  &  ist,   so  1>]eibt 

,  ,  ,  .  de 

-     die  Gesell wiudigKcit  unverändert;  weil—  =  0    ist^    yrie 

grofs  sib  aber  sey,  bl<sibt  unbestininit ,  weil  in  der  Integral* 
gleichung  ,m  =  Gonst.  die  Constans  unbestimmt  bleibt :  es 
inüfsten  also  noch  andre  Umstände  der  Bewegung}  gegeben 
beyn,  wenn  i  gefunden  werden  soll.  Eben  diese  Unbe'* 
Itimmtlieit  findet  noch  Statt ,  wenn  L  gröfser  oder  kleinet 
als  k'^^  und  unveränderlich  ist,  und  man  sieht  aus  der 
Gleichung  blos,  dals  im  ersten  Falle  dio  Geschiwindigkeit 
IfFäcfast  i  im  zweiten  abnimmt^ 

« 

fi^7i  In  wirklich  vorkommenden  Fällen  wird  aber 
diese  Geschwindigkeit  durch  andre  Umstände  bestimmt* 
Die  Kräfte i  welche  man  bei  Maschinen  anbringt»  diese 
mögen  nun  von  Mensehen ,  Thieren ,  von  fliefsendem  Was- 
ser, odet  "Vom  Winde  getrieben  werden,  wirken  immer 
desto  schwächer,  je  schneller  die  erlangte  Bewegung  der 
Masse,  vrorauf  sie  wirken ,  sc^on  ist:  aus  ihrer  Wirkung 
auf  einen  ruhendeil  (jegenstand  läist  sich  also  nicht  be-  ' 
stimmen  i  wie  sie  die  Geschwindigkeit  eines  schon  beweg- 
ten beschleunigen  ^  sondern'  mau  mufs  für  jede  'Geschwin- 
digkeit ihre  'Wirkung  als  anders  woher  bekannt  ansehen« 
Gesetzt  also,  das  Wasser  werde  durch  eine  Maschine  in 
'  die  Röhre  getrieben^  tind.arn  dieser  Maschine  sey  eine 
Kraft  angebracht,  die  bei  der  Geschwindigkeit  =  c  dem 
Gewichte  eines  Wasservolumens  =  V  gK^^^  ^s^*  ^^®  ^^^* 
schine  sey  lo  eingerichtet,    dalt   sie  immer  mit  der  Ge* 
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ichwindigkeit  =  c  wirkt  <eine  Voraussetzung ,  der  man 
immer.  Genüge  leisten  kann),  so  lassen  sich  nun  Vergl^- 
chungen  zwischen  Fy  c,  L,  «  finden.  ,  '    , 

Wir  drückten  vorhin  die. Kraft,  welche  das  Wasser 
Lei  A  In  die  Röhre  treibt,  durch  die  Höhe  L  einer  Wasser^ 
saule  aus;  Ist  also  die  Weite  der  Röhre  =  w,  so  ist  jene 
Kraft  dem  Gewichte  eines  Wasservolumens  =  L«  gleich, 
und  es  läfst.sich  nun  die  Geschwindigkeit  bestimmen,  bei 
weldier  diese  Kraft  aus  der  mit  der  Geschwindigkeit  =  c 
wirkenden  Kraft  V  entstehen  kann.  Es  mufs  nämlich^  • 
wenn  die  Kraft  L »  das  Wasser  mit  der  Geschwindigkeit  « 

forttreibt,  tM«=^c,   also  «  =  7—    seyn.       Wir    haben 

aber  vorhin  gesehen,  dafs  zugleich  L  :=:  a '^  k  seyn  mufs, 
wenn  die  Bewegung  gleichförmig  bleibe;n  soll,  oder,  wenn 
aucb  der  Kraft  ih  A  der  Druck  der  Atmosphäre  zu  Hülfe 
kommt ^   die  Kraft  L  =  a;   die  Geschwindigkeit  des  Wffs^ 

sers  in  der  Röhre  wird  also  «  =  —  seyn. 


ß7Ö.  Das  Product  aus  der  wirkenden  Kraft  V  in  ihre 
Geschwindigkeit,  worauf  es  .hic|r  ankommt',  ist  das,  was 
man  den  ££Feqt  der  Maschine  nennt;  soll  also  dieser  Effect 
bei  verschiedenen  Werthen  von  JP^  gleich  bleiben ,  so  mufs 
die  Gesphwindigkeit  'sich,  im  umgekehrten. Verhältnisse  mit 
F* ändern,  damit  das  Product  f^c  dasselbe  l>leibe.  Maxi 
übersieht  nun  auch  ieicht^  dafs  in  unserm  Probleme  m  bald 
unveränderlich  werden  mufs;  denn  wäre,  vermöge  ^er 
Einrichtung  der  Maschine,  die  auf  A  Wirkende  Kraft  Lw 
grölser  als  a»,  so  würde  die  Bewegung  des  Wassers  an- 
faligs- beschleunigt;  aber  diese  Beschleunigung  ist  nothwen- 
dig  mit  einer  vermehrten  Geschwindigkeit  der  Maschine 
verbunden,  und  die  Kraft  V nimmt  daher  ab,  weil  sie  auf 
eine  Masse,  deren  Gescl^windigkeit  gröfser  als  c  i&t,  nicht 
mehr  mit  derselben  Gewalt  wirken  kann,  folglich  wird  die 
Gi^schwindigkeit  m  nur  so  lan^e  s^i^ehmeni  bis  F  und  c  ge* 


\ 


\ 


I 
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tvisse  Werthe  erlangt  baLen,    bei  welchen  die  Gleichung 

Fe. 
M  z=:  —  Statt  findet. 


.  279.  Alle  luüfie,  die  inati  Äur  BetreiVung  Von  Ma.* 
ftcbinen  anw«;ndet ,  sind  so  beschiiÜea  ^  dafs  sie  die  grofste 
Kr^ft  ausüben  ^  wenn  sie  auf  einen  ruhenden  Gegenstand 
wirken*^  diese  Kraft  sey  =  F;  ist  hingegen  der  Gegenstand 
schon  in  Be w^egung f * .  so  uininit  ihre  Kraft  ab»-  und  ver- 
schwindet endlich  ganz,  wenn  der  bewegte  Gegenstand 
eine  ^ge^visse  Geschwindigheiti=  c  erlangt  bat.  Dei*  EflFect 
einer  solchen  Kraft  verschwindet  also,  wenn  die  GeschWiA* 
dlgkeit  rc  o  und  wenn  sie  =  c  ist,  und  xnufs  daher  für 
irgend  eine  mittlere  Geschwindigkeit  am  grofsten  werden* 
Für  irgend  eine  ^audre  Geschwindigkeit  =:  u,    die  kleiner 


als  =  c  ist,  kann  man  die  Gröfse  der  Kraft  =  F 


u 
I  —  — 


V 


u 
setzen ,   also  ihren  Effect  =  Fu  (1 


und  man  findet 


leicht,  dafs  dieser  Effect  am  grofsten  wii*d,   wepn  1*  rs=  y  c 
nt,    in  dicscci  Fallo  ist  der  Effect;  ;s=  ^  Fcj    und   diesen 
grofsten  l^ö^ct  raufs  man  bei  einer  Maschine  zu  erreichen 
suchen.     Indefs  kommt  hiebei  ein  Umstand  in  Betraohtung, 
der  bei  der  Anwendxuig  von   grofser  Wichtigkeit  ist;    der 
hief   aber  blos   angeführt   werden  kann.      Jede  JVIaschine- 
näntlich  mufs  äuTser  der  Wirkung',   tun  deren  willen. sie  ei- 
gentlich angelegt  ist,   z.  B.  aufser  der  Bewegung  des  Was- 
sers ,    wdlche  sie   bewirken    soll ,     noch    eine  Menge   von 
Jlindernisseo  überwinden,   und'  deswegen  leistet  sie  nicht, 
den  grofsten  nutzbaren  E  f  f  e  c  t ,  wenn  das  Product  Fu 
am  grofsten  ist:  indefs  werden  wir  hier  auf  solche  Hinder- 
nisse der  Bewegung  nicht  rechnen,    da  ohnehin  nur  die  all- 
gemeine lEktrachtung  dieses  Gegenatandaa  kiehe^  gehört  ^« 


♦)  Verjl.  Ltngtdorf«  L^Jirbnch  der  Hydraulik,  S.  27C.    ' 


*> 


», 
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aßo.  Problem  56.  Wenn  in  dcrti  FaUe  des  vprigen 
Problems  das  Wa«ser. durch  eine  Kraft  in  die  Röhre  getrlex 
ben  wird ,  die  l)ei  der  Ruhe  mit  einer  Gewalt  =  F  wirkt, 
hei  der  Geschwindigkeit  =  c  aber  gar  keine  Wirkung  mehr 
hervorbringt,  zu  bestimmen,  wie  die  Maschinr^  für  diese 
Kraft  ebizurichten  sey,  damit  der  Effect  am  gröfsten,  oder 
die  grofste  Quantität  Wasser  in  bestimmter  Zeit    gehoben 


Werde,  ^ 


• 


A  u f  1  o 8 u  n  g'    Man  nehme  an,. '  dafs  dfese  an  die  Ma- 
achine  angebrachte  Kraft   mit   der    Geschwindigkeit  =  u 


wirke ,  und  dann  eine  Gewalt 


f          "1^        ^ 
=  F.    ^  ^ 1    ausübe.  Die 


Maschine  sey  abt^r  so  eingerichtet,  dals  zur  Forttreibung 
des  Wasser**  in  der  Röhre  diese  Kraft  in  dem  Verhältnisse 
X  :  n  vermehrt  werde,  also  dann  mit  einer  Geschwindigkeit 

BB  — *  wirkt«  80  bewegt  sich  auch  das  Waaser  in  der  Röhre 


mit  dieser  Geschwindigkeit,    und  man   hat  nun  «  ±=  •^. 


u 


Wenn  nun  die  Weite  der  Röhre  =«,   die  Kr^ft,   Welch« 

das  Wasser  in  die  Röhre  treibt,  sssnF    i  —  -"-^    ^      so   ist 
diese    auch   nach    dem    vorigen    Ausdruck  =  L«,     also 


m 


1  —  ^^ 

c 


.  Wit  fanden  aber  vorhin  -^  ^  2/- 


dt ^      l     ' 

wo  wir  k  weglassen  können,  weil  der  Druck  der  Atmo- 
sphäre auch  der  forttreibenden  Kraft  zu  Hülfe  kommt ,  die 
Bewegung  würde  also  beschleunigt  werdeu,  wenn  L  >>  a 
ist,  und  verzögert,  wenn  L  -^a^  aber  aus  deü  vorhin  an- 
gefjiihtten  Gründep  wird  sehr  bald  L  =  n ,  folglich 


c  nF 


am 

'-^;rFr 


und   das  -Wasser  Wird  mit   der  Geschwindigkeit  m  :^ 


n 
«    f 

«    L  nFj 

U  a 


/— ?.    auiflieÜMBi    abo   die  «rbobne  Wasser- 
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metige  =  «'»  scyn.  Der  E^ect  aber  wivd  am  gröfsten, 
wenn  u  =  l  c,  also  — =.  =  #,  Jäher  mufs  die  Maschine  so  ^ 

eingerichtet  werden,    dafs  n  =  — =r  u"d  4(  =  ^.  — >     also 

Fe 

die  in  einer  Secuude  erhobene  Wassermenge  =  i^y  •  —   ^^7» 

WQ  Fein  Volumen  Wasser  bezeichnet,;  dessen  Gewicht  die 
.Gröfse  der.  Kraft  F  ausdrückt. 

2öi.     Fs  hann  also  von  einer  Kraft,    welche  auf  einen 

ruhenden  Gegenstand   die  Gewalt  i«'  ausübt,    bei  der  Ge- 

schwiudigkeit  =  ^  aber  gar  keine  Wirkung  mehr  hervor- 

Fc         .        ^ 
bringt,  "keine  gröfsere  Quantität  als  ^..—  auf  dicHöh6  =  a 

erhoben  werden ,  und .  diese  Wassermenge  wird  man  uut 
dann  erhalten,  wenn  die  Maschine  so  eingerichtet  ist, 
dafs    die   bewegende  Kraft;  bei   der  Uebcrtra^ung   auf  die 

p  ft  » 
ForttieLbung  des  Wassprs  In  dem  Verhältnisse^!  :  ■    „"    ver- 

mehrt  wird,   und  wenn  derjenige  Theil  der  Kraft,    der  zu 
Ueberwindung  der  Friction  und  des  übrigen  Widers taudea 
.   verwandt  wijd  ,^  unbedeutend  ist. 

ßö2.     Um  dies  durch  ein  Beispiel  zu  erläutern,  nehme 

ich  an*,    dafs  für  die  Kraft  eines  Menschen  F  =  70  Pfund,' 

oder  =  1  Cub.  Fufs  Wasser  sey,   c  aber,     o5er  dicj'enigts  ^ 

Geschwindigkeit,  wo  ein  Men&ch  gar  keine  Wirkung  mehr 

auf  den  bewegten   Gegenstand   hervorbringt,    =  7^-  Fufs. 

Hiernach  würde  also  ein  Mensch ,   wenn  man  seine  Kraft    ' 

'    10  ^ 

am  vortheilhaftesten  anwendet,  in  jeder  Secunde -*-  Cubik- 

.  fufs  Wasser  auf  die  Höhe  a  erhe}>en  können ,  und  die  Ma- 
scbihe  niüfste  so  eingericbtet  seyn,  dafs  die  Kraft  des  Men- 
schen bei  einer  Geschwindigkeit  von  a§  Fufs  wirke;  dann 
ist  der  Effect  =^\.Fcz=^S,^  Man. erhält  also  auch  die 
echobene  Quantität  Wasser,  wenn  man  den  so  ausgedruckt 
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tön  ElTfTt  durch  «lie  Höho  «  diviJirt.      Bei  der  Einrichtiinc: 

.  der  Maschine  kommt  e»  aher  noch  auf  die  Weit©  der  Röhre 

an, '^veil    die  liifcft.  hol  der  üebertra'giing   im   Verhäitnifs 

1  :  — -   vermelirt  werden  aoll.     Aehnliche  Rechnungen  las- 

4  P  ^      : 

sen  sich  anstellen,  wenn  man  annimmt,  dafs  die  bewegende 
Kraft  der  Stofs  eines  fliefsenden  Wassers  an  die  Schaufehv 
$ln es  Wasserrades,. oder  irgend  eine  andre  s^y. 


■»— ^■■^■^■•^ 


Dritter     A  b  s  c  h  n  i  1 1^ 

Von  der  Bewegung    des    Wassers    in  Röhren   von 

ungleicher  Weite. 


•  • 


ÄÖ5'  Problem  Q^.  Wenn  eine  gewisse-  Menge 
Wasser  sich  in  einer  Röhre,  welche  nicht  überall  gleich 
weit  ist,  fortbewegt,  und  an  beiden  Enden  von  bestimmten 
äufsarn  Kräften  gedruckt  wird,  die  Geschwindigkeit  des 
Wassers  und  den  Druck  in  jedem  Funkte  zu  bestimmen. 

Auflösung.  'Wir  haben  vorhin  gesehen,  dafs  man 
immer  die  Richtungslinie  der  RÖhr^,  sie  mag,  wie  man 
'will,  gekrümmt  seyn,  als  gerade  betrachten  darf^  wenn 
man  ihr  nur  eine  Scale  der  Höhen,  wie  »ta  C^ig.  50.)  ^^^" 
fügt,  deren , Ordinpten  zic  die  Höhe  jedes  Punktes  7^  über 
einer  bestimmten  horizontalen  Ebene  angeben.  Es  sey 
also  hier  AO  die  Röhre,  »»  die  Scale  der  Höhen.  Am 
Ende  der  Zeit  =  i  betrachte  man  irgend  ein  Wassertheil- 
chen  in  z,  und  es  sey  die  Länge  der  Richtungslinie' von 
einem  bestimmten  Punkte  ^  an,  Azi=i  s^  der  Querschnitt 
der  Röhre  sey  hier  zv  =:  0,  die  Höhe  des  Punktes  z,  zwt=zz^ 
so  sind.«  und  z  als  gegebne  Functionen  von;  anzusehen.. 


310     II,  TK  IL  Altk.  Gesetze  der  linear^  Bewegitng  floss.  Körper. 

Die  Dichtigkeit  sey  =  i,  der  DrucH  in  r  =  p/dip  Gcr 
scfi windig]; eit,  mit  welcher .  diese«  Theilchen 'sich  nach  Q 
m  bewegt,  =  ^f  ^  so  mü^s^n  p  und  ^  als^ Functionen  yon  4 
und  t  be^tijnint  werden. 


Aus  ö.  25*4.  Laben  wir  hier  zuerst    ^^-^-^    s=  o,     dafi 

\  ds  J 

«l»o  .„  blo«  von  der  Zeit  aLhängea  mufs,  und  in  jedem  be. 
stimmten  Zeitpunkte  die  Geschwindigkeit  den,  Querschnitte 
timgekehrt  proportional  ist.  .  Wenn  also  an  irgenct  einet 
,.  Stelle^  wo  der  Querschnitt  der  Röhre  =  /  ist,  die  Ge- 
schxviadigkeit  =  «   heifst,    für  einen  bestimmten  Wmh 

von't,  so  wird  für  eben  den  Augenblick  «  ^fc,  undfolgr 

'  Jich,   da  «  eine  bekannte  Function*  von  s  i,tv   «  für  d^«»«« 

.Zeitpunkt  bestimmt.     Die  Formel  «  =fc  enthält  also  di. 

jrste  Bestimmung  der  Bewegung,  «nd  ma"«  mufsrbemerkea. 
dafs  V  blos  vorf  der  Zeit  t,  ^  aber  blp.  vuu  s  abhängt, 

;  In  de.;  zweitön  Gleichung,  welche  den  Druck  p  be- 
«t.mmt  wud  weil  wir  blo.  auf  dip  Wirkung  der  Schwer 
^uck,,cht  nehmen ,  J»  =  o,    p  ==  o ,    R  ==l_  ,  ,   ^  d. . 

»n  dieser  Gleiphm.g  die  Z«t  t  als  Uny<,ränderüph  bettacht6% 
Wird ,  so  wt  -       .     » 

die  Gleichung  ,vird  also  "  •     ^  ^^         *"^' 


woraus,  weil  hier  V  und-'  al.  heständigc   Grofse^«    .„gp. 
#chen  xverden ,  folgt 

und  hier  ist  di,l„t.g„Uormcl/if  ,U  hekanpt  an^usehe,. 
.w«H  •  eine  gegebene  Fufctien  vo!l. ,  ist.       ' 


-  I 

^  lll;j{hs:  Bcw€^. des  Jf^iusers in  Röhrenvoji  ungleicher  Weite,  31» 


Diese  Glevrliung  euthält  noch  zwei  imbestimmte  Grö- 

-    Xsen,    welche  Functionen  von  t  sind,    nämlich  c  und  A  : /*; 

tun  die  WertVe  dieser  angeben  su  kivn^en,    haben  wir  an- 

'genoqAmeny    dafs  der  Druck,    welchen  die  l^eiden   Enden 

• 

der  Wassermasse  leiden  f  gegeben  sey.     Befinden  sich  diese 

^  Endpunlite  der  Wassermässe  in  IH  und  N,  so  sey  ^M=zint 

^iV  =5  rt,  der  Querschnitt  der  Köhre  in  M  =  ^.  in  N=if, 

die  Höhe  ATjift  =:  m«    Nfesh;    ferner  sey   des  Integral» 

7-^  Werth   in   M  =  2)},    in    N=;=Sl,    Pud    endlich  der 
Druck  in  M=  M,  in  N  =  N,  T 

.  .s.        '  ff''' 

Weil  pun  die  Geschwindigkeit  in  M  =  ;'■     '  • 


m 


N 


//•«'. 


ist,  «o  rücken  M  und  Niii  der  Zeit  dt  nach  M',  N* 


daher 


W  fort,    da&  MM'  in:/''^   ..    S  oNJiT  x=:  ''-•^ 

f^.»d^                      ff'Vdt  '     . 

dm  d=z  • ^,  und  dn  =i-^ ^,  weil  m  und'«  blos  Fan-    - 

*ctionen  von  t  si^d,  also /^dm•=i  yrfn. 

Aus  der  Gleichung  für  p  folgen  nun  aber  für  diel^unkte 
JVf,  ,N  zwei  bestimmte  Gleichungen : 


2-M 


^it — »5'm  — 


.9}, 


2^N  =  A:  t, —  25:11  — 


.  ai, 


2 


/-^ 


.(91— tat)» 


2y^    .  dt 

aUo  ag^  (M  —  N)  =  2  o.  (it  _  m)  +  «  /4  ^a 

^  dt 

§ 
woraus  sich  v  bestimmen   läfst,    weil    alle  vojkommende 

Groben  blos  Ftihc^iouen  von  t  aind.     Ist  aber  v  bestimmt, 

so  hat  man.  auch  für  jeden  andern  Punkt  z  zur  Bestimmung 

des  Druicka  die  Gleichung 


Wi--\ 


Ji a     !/•  7%;  JL  Ahth.  Gesetze  der  Unear.  Beweping  flUss,  KSrper, 

284-  ,  Da  <i^c  ganze  Quantität  des  Wassers  in  der 
Röhre  bekannt  rst,  so  wird  aus  AM  ^=i  m  sich  auch 
AN  =  n  bestimmen  lassen ,  well  man  die  Gestalt  der 
Röhre  kennt ;  der  Raum ,  welchen  die  ganze  Wassermassd 
einnimmt,  wird  durch  fvdn^ —  f/jkäm  ausgedrückt,  und 
diese  Formel  bestimmt  n  durch  m,  wenti  man  n  als  Function 
von  n,  und  ^'als  Function  von  m  ausdrückt,  und  den  Un», 
terschied  d^r  Integra]e  der  bekadnten  Wassermasae  gl«ich 
setzt.  Es  lassen  sich  also  nun  ^  ^It»  ^  und  »i  n  tli  S)  aU 
'Functionen  von  m  betrachten« 

235,     Die  ganze  Untersuchung  bexiiht  nuu  auf  der  lu« 
tegration  der  Gleichung  für  v 


dt 


da  hier  it': 


ist,    so  multiplicire  man  sie  mit  f^dm 
j^vdtf  dann  wird,  wenn  man  f*v*=  f'satzt, 

^  woraus  F  bestiiiniot  werden  mufs,    welches  dann  v  und  t, 
durch  m  ausgedrückt ,   gibt. 

Diese  Gleichung  läfst  sich  integriren ,  wen^  N  und  Bt 
entweder  beständig,  oder  als  Functionen,  von  m  und/it  ge«* 
geben  sind.     Denn  da  hier 

dn  dm 

^  (Ukdmzs^vdn^  und  zugleich  d 9)  =:' — ,  dSRss"""*!  also 


■  dm 


=  d^  —  ciSR  ist,  so  wird 


AS 


oder  »* 


/^dmCM— N+»— n). 


figtf»      Da   die   Geschwindigkeit  dea  Wassers    in  S/t 
^ — ,  in  IJir  SS  ^— -  ist ,   so  bedeutet  der  Aiudc.uck 


f  • 


I 

/ 


^ 


... 

m,  Abs.  Beweg,  des  Wassirs  in  "Rohren  von  ungleicher  Weite.  5  ij5 

die   lebendige  Kraft  der  ^an^eu  bewegten   Wasfermasse, 
welche  dem  Integrale   des  Products   aus   jedes  TheilcLeiis . 
^asse  in  das  Quadrat;8einer  Geschwindigkeit  gleich  ist.    IN'L'^n 

sieht  fAsöj    dafs  die  lebendige  Kr^ft  der  Wasseripasse  un- 

•  •  • 

geändert  bleibt ,  w^nn  der  Druck  in  M  und  in  N  gleich, 
M=  N,  und  die  Richtungslinle  der  Röhre  horizontal 
wäre:  alsdann  wirkten  gar  keine  Kräfte,  um  die  Bewe- 
giug  zu  beschleunigen  oder  zu  verzögern,  und  man  erhielte 

/♦  .  i;*  (31  —  3R)  =  Gonst. 

Wenn  abe¥  die^e  Voraussetzungen  nicht  Statt  finden,  so 
lüfst  sich  die  allgemeine  Gleichung,  weil  f^dm  zn  ^dn  ist, 
auch  so  ausdrücken :         ' 

f^v^.Cm  ^^gj?)  =  4^  •  ff^dmCM+nO  —  AÜ^än (N+n), 

wo  man  deutlicher  übersieht,  wie  die  lebendige  Kraft  ver- 
mehrt vrird,  wenn  Kräfte  JVJ,  N,  und  das  Gewicht  der 
Wassersäulen,  deren  Höhen  tn,  il  verschieden  sind,'  dl^ 
Bewegung  beschleunigen  oder  verzögern. 

Einige  Beispiele  Morden  diesp  Untersucliun^  noch 
mehr  erläutern. 

237.  Erstea  Exemp^.  Die  Röhre  sey  conisch 
und  ihre .  Richtungslinie  AO  (F'g- 5i.)  vertical;  in  dersel- 
ben bewege  sich  die  Watsermatpe  AC^  ^i^^i  herab;  mau 
«ucht  die  Umstände  der  Bewegung  zu  bestimmen. 

Die  Höhe  des- Raums,  welchen  die  Wasse^niasse  an- 
fangs ausfüllte ,  sey  AC  =  c ,  und  in  C  sey  der  Röhre 
Querschnitt  ==  cec^.  das  Volumen'  der  bewegten  Masse  also 
x=  -|  icc^4  Am  Ende  der  Zeit  t  befinde  das  Wasser  sich  in 
MmN/i,  und  es  sey  AM:r=2my  ^N=:n,  so  wird  der 
Querschnitt  Mm  =  «m*  =  /i*,  Nn  =  «  w*  =  i'»  und  weil 
die  Masse  =  j^  «  («'  t—  m')  =  ^  «  ^'  seyn  mufs,  so.  ist 
n'  =  ^'  +  m'.  Werden  unn  die  Höhen ,  welche  wir  vor- 
hin mit  z  bezeichneten,  von  O  an  gerechnet,  undist^O  =  tf, 
,  SP  wird  OM  rs  m  =  a^-^nij    ON  =  n  =  a  —  n ,    und  für 
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irgend  einen  an<lern  Pimkt  r,   Atzsz  s^  Oz  r=.z  =  a  —  J, 

der  Qu^i^sclxnitt  ?i;  2=  m  =  «i*.     Weil  ferner  -  . 

'ds         X    f.ds  i 

/,—  =  — J  -^  = r-  ist,  so  wird 

!W  = ,  91  =  —  — , 

eem  «1»  • 

Fiir  den  Fall  also ,  cla  M  =  iV  =  A ,    oder  ömf  beide  Enden 

der  Wassermasse  blos  die  Atmosphäre  drückt,  wird»  wenn 

ff  und  i;  ihre  vorige  Bedeutung  behalten  (nach  ß.  a05  Y» 

i  il  .  '  '  • 

— ' s=:A^ufm^dm(n — in')==«?f'i* — m*)+Con$t, 

um        ttn         ^^  '^  -'         ov  *      ,        ' 

weil  /i^{in  ^'m*dm  ist,  Die  beständige  Gröfse  läfst  sich 
bestimmen ,  weil ,  wenn  m  =  o  und  w  =  c  ist ,  v  ==;  o  seyn 
soll  \  diese  Voraussetzung  gibt 

I  1 

gmn(n^ — m^i — c^) 
öder  y*  1;  =  «  ^ 


/»«= 


/4^a 


n-— m 


Auch  zwischen  t  und  m  findet  man  nun   eine  Gleichung, 

fibdm  -    .    _ 

wenn  man  in  die  allgemeine  dt  zu:  — —  für  /m    und  v  ihre 

Werthe  setzt,  und  auch  n  durch  m  ausdrückt.  ^  Um- ^ndiicb 
den  Druck^  in  irgend  einem  Funkte  z  zu  bestimmen  ,  die- 
nen die  Gleichungen  am  Ende  des  2^3.  (J.,  wenn  man  nämr 
lieh  JQrt  die  hi^r  passenden  Werthe  für  die  ycrsclilcdeueii 
Buchstaben  setzt,  so  wird 


r 


dv 


dt 


I 
mm 


an 


=  2S(„-m)  +  ^/*«* 


»..4 


f-i-:- 


«Ä'(*'^P+^  — n»)  =55Äf  #  («— m) 


um 


■  i 


und 


"•""••wp^ 


1 
»m 


I 


m 


«j 
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oder 


^S 


I 

n 


1 
s 


X 

m 


1 
m 


»*m* 


fc^j^ 


folglich;  wenn  xnan  füt/*i^*  seinen  Werth'  setzt. 


(m*n*+initir(m+«)+j*(m?  +  mn+il*). 

S88r     Zvi^eite^  iExempel.     Das    Wasser    befincle 

^Ich  wieder  ^n  einer  conischen  R^bre',   aher  diese  soy  qhen 

liiftdicht  geschloaseaii  und  dei*  llauiivüber  Mm  luftleer« 
• 

*  In  diesem  Falle  leidet  clie  Oberfläche  Mrn,  gar  keinen 

Druck ,   61%  untere  eher  den  Druck  der  Atmosphäre ,  alsq 

ist  M=:o,  Nz=zk^    t^nd  weil  alle?  übrige,    ^ie  yqrhiuy 

bleibt  t  '  '  *        ' 


/4„2 


^g»^  fm^  dm  (n  —  m— fc), 


pder,  well  m*dm:=s  n^dn  i^t,  % 


mn 


wenn  v  verschwinden  soll ,  wenn  m  s=  q  und  n  s=  c  iu. 
Wäre  hier  c^<4  IL  oder  p  =  ü;,  $0  konnte  gar  keine  Bewe- 
gung entstehen,  weil  alsdann  <2v  v^erschwände  oder  negc^tiv 
>  Würd^,  wenn  man  v  =  o^  m  =  o,  nz=ciu  die  Gleichung 
fiir/dv  setzt.  Wenn  ^ber  <^  >  ^  Ist,  so  wird  die  Wasser- 
aäule  anfangen  zu  sinken,  und  «wasr  anfangs  mit  betchleu* 
nigter  Bewegung ,  bis.  <2  vs  o  wird ,  daaJ^t,  bis 
fdtn       drn^      . 


' 
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V  I 

oder  m  und  n  durch  folgende  Gleichung  bestimmt  \r^rden : 
m7  +  (rt  +  $t)(m,+  ;i)m^  +  (5n-4;|Ä)n»m^— (4n— »/Ä>5m^ 

wo  auch  Fl  noch  durch  m  müfste  ausgedrückt  werden.  Ist 
die  flüssige  Masse  so  weit  gesunken ,  dafs  m  den  hiediirch 
bestimmten  Werth  erreicht,  so  hört  die  Beschleunigung  auf, 
die  Bewegung  aber  dauert  noch  fortt  bis 

«4  — c*  =  m3  Cm  +  I*) 

wird 4  oder,  well  ri^  i=2  m^  -{^  c'<  Ist ,  bis 

tind  alsdann  hört  die  niederwärt»  gehende  Bewegung  au£ 
Darf  man  annehmen ,   daCs  wahrend  der  ganzen  Bewegung 

m  nur  klein  gegen  c  bleibe,  so  läfst  sich  (c^  +  m'^y  durch 
eine  cpnvergirende  Reihe  ausdrücken ,    Indem 

ist.     Dann  also  gäbe  die  letzte  Gleichung,  wenn* man  die 

i 

höhern  Potenzen  von  — -  wegläfsti 


>  fr*  ff»       . 


t 

für  den  Augenblick,  da  v  =  o  wird«  Dieser  Fall,  dafs  m 
immer»  klein  gegen  c  bleibt,  findet  Statt,  wenn  c  wenig 
gröfser  als  k  ist;  es  sey  daher  c  =  A  (1t  +  ^),  und  f  ein 
ziemlich  kleiner  Bruch,  so  wird,  wenn  man  die  höhern 
Potenzen  für  J"  weglafst,  für  den  Augenblick,  da  die  nieder- 
wärts gehende  Bewegung  aufhört. 

Aber  die  flüssige  Masse  bleibt  nicht  in  Ruhe ,  sondern  fadgt 
jetzt  wieder  an,  aufwärts  zu  gehen ,  denn  wenn  man  in  den 

dl»    . 

allgemeinen  Werth  von  —  (im  205.  ß.)  die  hier  passenden 

Werthe  setzt,  so  ist,  wenn.v  verschwindet, 


1 
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I 

dv        &  g  et  (n  —  m^^  h)  mn 

also*  wenn  man  die  Werthe  von  m,  n  setzt,  welche  dem 
Verschwinden  yoq  ^  in  dem  eben  betrachteten  Falle  ent- 
sprechen ,  für  den  Augen'bUck ,  da  die  Wussermasse  ihr« 
niedrigste  Stelle  erreicht  hat, 

dt  ^      /?(x_|J+/,^^3)     - 

also  negativ.  Die  Wassermasse  steigt  also  wieder,  und 
wird  so  in  stetem  OscilUren  ihre  Bewegung  fortsetzen^ 
Auch 'übersieht  man,  weil  v  einen  zweideutigen  Wetth  er- 
hält, 

«     ^gmn(n^ — m^ — c*  —  f  im') 

»  =  ±  75  y  — " T , 

^  J  « —  m      ^ 

dals    demselben  Werthe   von  m   einerlei   Geschwindigkeit 

beim  Steigen,    wie  beim  Sinken,    entspreche,    und   schon 

hieraus  erbellett  dafs  die  Oscillationen  isochronisch  werden« 

Die  Zeiit   einer   Oscillation^  läfst  sich   aus   der   Gleichung 

urn^  dm 
ilc=' — JFi""""   bestimmen,  wenn  mann  durch  m  ausdrückt, 

und  -r; —  in  eine  Reihe  verwandelt ;  für  sehr  kleine  Werthe  ' 
t    V  ' 

von  ^,  oder'  für  sehr  kleine  Oscillationen  findet  man  für 
das  Sinken  der  Wasseimasse 

^n             I^Ä  — m 
«  =  4/— —  a/— ^7 ' 

also  die  ganze  JZeic,    bis  die  Wassermasse  ihre  niedrigste* 

Stelle  erreicht,=  4  V — »  wo  alle  Potenzen,   die  gröfser 

als  4  sind,  weggelassen  worden.  Der  vollständige  Werth 
von  t  mü&te  periodisch  seyn,  so  dafs  nach  bestimmten 
Zeiträumen  m  wieder  einerlei  Wertb  erhielte. 

2O9.  Drittes  Exempeh  Wenn,  die  Röhre  zwei  ver- 
ticaleArine  AB^  CO  (Fig. 52.)  hat,  welche  durch  den  liori« 
Kontaleü  Theil  jB  C  verbunden  sind,  und  das  Stück  AB  sowoli], 


\ 
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als  ßCiind  CO^  jedes  für  sich  LetracLtett  durchaus  gleich 
weit  ist^,  alier  die  Weite  dieser  Stücke  von  einander  ver« 
ftchieden ,  die  oscilltrende  Bewegung  d^s  Wassers  In  dieser 
Röhre  2u  best; nraien^-w^n  die  Oberflacliep  31  m^  Nn  im- 
m^  in  den  yeitlcalen  ScbenJkeln  bleiben« 

Der  Querschnitt  der  einen  Röhre,  in  welcher  sich  die 
Oberfläche  Mm  befindet,  sey  :=/u,  der  Querschnitt  der 
andern  verticalen  Rohre  ae:  y, .  der  der  horizontalen  =i  X« 
Femer  sey  £  F  die  Hori^oBtallinie,  in  welcher  beim  Gleleh« 
gewichte  die  Oberfläche  des  Wassers  ruhen  würde,  und 
S  £  s:^  C  F  :±s  «  die  Lienge  der  horizontalen  Röhre  BC  =2b, 
so  ist  das  ganee  Yolumen  des  Wassers  =:a(/u  "^  p)'^^  bK, 
Wahrend  der  Bewegung  sey  am  Ende  der  Zeit  =t  die  Höhe 
EiÄfssyV?  FN:=f/^Xy  so  ist,  wtaix  AE±ze^  m^=ze  —  »*•, 


m=sa  +  fx^  tK  5= 


px 


n  =  «  —  i*xt  31  =s 


i  ferner  nsne^^a  +  b  —  ^x^ 

't 


,ä1soSI  — ?R=— +  H * 

X)rücfct  nun  auf  die  Oberflächen  3fm,  Nn  blos  die  Atn^o-^ 
Sphäre,  so  ist  yj/=s=  N  =  A,  und  da  m  —  n  =  C«*  +  0  J^'t 
so  wird  (8.  2350  '    ^     ' 

r4  pa    —  +  — :-  + -|  ~  _  ^g/fifd^e  (<«*  +  0* 

s=Const  —  a^'^rjf*  CA*+y)» 
oder,  wenn  v  verschwinden  soll,  indem x  =  h  wird^ 

fiüie  Geschwindigkeit  wird  also  =  o ,  sowohl  für  x  =  +  /«• 
als  für  .T=±  — Ä,  und  die  gröfsten -Ausweichungen  der 
Oberfläche  Mm  unterhalb  und  oberhalb 'der  ilorlzontalllnie 
EF  sind  gleich  groGi.      Seta&e  ich  hier  2^/^»  (^  +  y)  =  ^t 


fkf 


f^9 
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.     soUt/*r,=  ±/— :^^, 

ttlio  ist  2war  beim  Steigen  und  Sinken  die  Goipliwlndigkelt 
gleich  grofs)  wenn  die  Oberfläche  ßlm  sich  in  demselben 
Punkte  befindet,  sie  ist  aber  nicbt  mehr  gleich  gTofs  bei 
gleichen  Abweichungen  oberhalb  und  unterhalb 'von  de^ 
, HoriacHitalUnie.  Ntninit  man  nämlich  an,  dafs  die  Röhre 
OC  die  weitere  sey*  also  ^  >-  j»,  so  wird  Cfositiv,  und' 
folglich  für  negative  Werthe  von'*  die  (Geschwindigkeit 
gröfser  seyn ,  als  fiir  gleich  groCste  positive  Werthe  von  r, 
und  map  übersieht  also ,  daü  in  der  engem  Rphre  die  Ober« 
fläche  Mm  längere*  Zeit  oberhalb  der  HorizontaUinie  ER 
als  unterhalb  derselben  bleibt.  'Die  Geschwindigkeit  wird 
am  gröfsten,  wenn  di;  =  o  ist,  und  dieses  geschiehtt  wenn 

B.       ^(B^  1 

wo  nur  das  obere  Zeichen  gelten  kann)   weil  x  keine'  grQ« 

B 
fsete  negative  Werthe  erhalten  darf,  ak  — -— ,  indem  sonst 
t.  •  *  '     o  . 

B+  Cx  negativ  und  i;  unmöglich  würde.  Die  Geschwin* 
digkeit  wird  also  am  gröfsten,  vrenn  'sich  die  Oberfläche  in 
4er  engern  Röhre. um  so  viel  j^nt^r*  der  Horiaontallinite  Ep 
befindet,  als  die  Höhe  px  beträgt,  wenn  man  darin  für« 
den  ebcli  gefundenen  Wcrth  setj^t.     Der  Grund  aber,    war- 

B 
um  X  me  grö&er  als  -^  werden  kann ,  erhellet  aus  fdlgen- 

I,  .  B  .   \ 

dem.  ^  Wenn  jr  =  —  -^ ,  so  ist  die  Tiefe  der  Oberfläche  . 

Mm  unter  der  HorizontaUinie  ^F  .        ^ 


in 


C  Ä(r»— ^*) 
also  gröfser  als  «  (Venn  nämlich  AB  die  engere  Röhre  i«>^ 
■welches  unmöglich ,  tmd  der  Vorausaetsüng,  dals  die  Ober* 
flächen  in  den  Röhren  ui£,  C(^  bleiben  ^   zuwider  iit. 

Uiü  nun  endlich  eine  Gleichung  Zwischen  ^  und  t  zu 
finden,  miifite  man  die  Di&rentlalgleic}iung 


\ 


I   I 


*  /■ 
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fidm  fivdx  lut^dx         B  +  Ca? 

auflösen.       Da    hier  ji?    imnicr  kleiner  ht,    als  — ,  öder 


Cx1 
B 


sich  durch  eine  convergU 


— •  <j  1 ,     so   läfst  ^ 

tende  llcilie  ausdrücken.     Ich  will  hier  blos  den  Fall  be^ 

tracht^u ,  wo  -r-  sehr  klein '.,  also  beinahe 

Cx 


_-  ,  4.1 


4  +  Ti 

iu>  •  dtes^  gibt  für  das  Sinken  der  Oberfläche  Mm 

MV    [  dx  .  yfB  ^  xdx  .  C 

also»  wenn  t  verschwindet,  iixtx  =,-{"/>»  allgemein 


t  =r  ^y 


Ang.  Cos.  4  +  iTr/C^'-^*) 


Für  den  Augenblick,  da  Mm  in  Ee  kommt,  ist  :rT=o,  alsd 

/BV  ^Ch 

und  für  den  niedrigsten  Stand  der  Oberfläche  Mm^  ^^"S 
«  3^  — r  ^  ist,  t  ="9 — >  ^'  ■    als  die  Zeit  einer  ganzen Oscil- 

lation.  Dieser  Werth  von  t  hängt  zwar  nicht  von  h  ab, 
aber  da  die  Integration  nur  für  äufserst  kleine  Werth e  t^on  .u 
oderÄ  gilt,  so  darf  man  daraus  nicht,  geradezu  folgern, 
dab  die  Oscillationszeit  dieselbe  sey,,  die  Schwingungea 
mögen  grofs  oder  klein  seyn. 

*  290»     Problem  60.      Wenn   das  Wasser   aus  einer 

Kohre,  deren  Richtungslinie  irgend  eine  Curve  ist,  und 
der^n  Quersclinitte  ungleich  sind,  durch  die  Oefnung  Oo 
(i'ig.  50.)  ausfliefst ,  ohne  dafs  dieser  Abgang  durch  neuen 

'  Zuflufs  ersetzt  wird ,  die  Bewegung  des  Wassers  in  dieser 
Röbra  zu  bestimmexi. 


IIL  Abs.  Beweg,  des  jVassers  in  Jiöhren  von  ungleicher  ff'eite^  3a  jl' 


Auflösung,  .Die  Oefuung  Oo  sey  =ffy  und  die 
Geschwindigkeit  des  Wassers  in  derselben,  am  Ende  der 
Zeit  f,  =  v;  die  andre  Oberflacfre  des  Wassers  sey  in'üfm, 
wo  der  Querschnitt  der  Röhre  =/ct,  die  Höhe  über  einer 
gewis&en  horizontalen  Ebene  =p  31  f*  =  m  ist ;  der  Drucje 
alif  diese  Oberfläche  sey  =  Jf ,  der  Druck  in  der  Oefaung 
Oo  l^  k  dem  Drucke  der  Atn^o^phäte  gleich.  Die  ganze 
!Länge  der  Röhre  AO  sey  ZU  a,  AM  Zi  m,  und  für  irgend 
einen  Punkt  2:,  A:^Z^Sj  der  Querschnitt  der  Röhre  zvZUtty 
die  Höhe  z*  ZZ  Zy  der  Druck  ZZ  Pi  »o  wird  hicr^    wie  im 

f^v^       f^dv    Id 


fio»' 


i»f, 


^as 
y  —  .  V  An 

_Z/»>    und 
//,  die  Höh» 


der  Oberfläche  M  m   ist   p  Z 

f —  sey  ZZ  2Ri  in  Oo  aber  ist  p  ZZ  A, 

*^  '       ■        '     • 

O«  sey  ZZl  o,  oder  die  horizontale  Ebene,    von  wo  an  die 

Höhen  gerechnet  werden ,  xlurch  diese  Oefuung  selbst  ge« 

legt,  so  ist 

/4  li^  dv 

fi^  C^+ m)  ZZ  A  :  t  -  — -^ /»ÜR  .  jjT, 

ds 
und,    wenn  das  / —  für  Oc,  ZZÄ  ist, 


s:ghzz 

Es  wird  also 
2^(3/— A  +  m) 


A:t— 4«*-/*.»-.^ 


iv* 


fA*"-/1 


1 


und  folglich,   weil  f/kdm'^f^vdtj 


+/^»di;(3f— !DJ), 


wo  dSR 


m 


ist ,  und  3(  unveränderlich. 


Diese  Gleichung  enthält,  wenn  i»,  Ot  und\SÄ  als  Fun- 
ctionen von  m  ausgedrückt  werden,  und  M  unveränderlich 
ist,  blos  ÄVVti  veränderliche  Gröfs«  m,  »,   man  kann  also  l, 

X 


/ 


•  •  • 
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■ 

dujch  m  bestimmen,  und  alsdann  auch  t  aus  ^er  Gleichung 

fidm 

,'  folglich  m  und  v  Für  jeden  w&ugenblick   an*^ 


f« 


dtZH 

geben. 

^  Für  den  Druck  p  aber  in  ^inem  unbestimmten  Punkte  z 

erhält  man  .         ' 


»g(p-^k)i=2:—sigz  +  i 


.(,-£) 


dt 


ds) 


»-/t 


oder,  wenn' mau  statt  ■  j  ■■■'  seinen  Werili  setzl;, 

ixt 

r      ^1  -^ 


— ag^m 


f 


+  ifw» 


»— «R 


+  iv* 


woraus  sich  p  für  jeden  Wcrth  Von  m,   oder  |[ür  jeden  Zeit* 
punkt  bestimmen  läfst.  ^ 

ftpi.  Man  kslnn  die  Entfernungen  s  oder  m  von  der 
Oefnung  Oo  an  rechnen.  Dann  wird  f^ZH  o,  OMZZ.  ^9 
Oz  m  i,  und'  i^n  mufs  nun  in. den  gefundenen  Formeln  m 
und  s  als  negativ  betrachten»      Zugleich  wird  nun  3(  ZU  o 

und  f —  in  der  vorigen  Gleichung  jetzt  =— /  — ,  die  Glel- 

chung  für  p  ist  alsp  nuit 

ds  ds 

2g  CM^K)/. h  ^g(h—p)SSA  =  A*2g1Siz  —  2gmf— 


+  if*v^ 


iL 


,2 


41»» 


ds 


wenn  hier,  nach  der  jetzigen  Bedeutung  von  * ,  'SU  =J  — 

V 

istf.  für  i  ~  nii 


'W 


^   l 


/ 
/ 
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Die  Cleichun;!;  für  dt  wird  nun  iZt  = 77— ,    und  daliei 

die  GlQicbung  zwischen  v  und  m  *'  •  ' 

'  •  f         /^) 

•  L  f*    I     i 

f^u^dm 

Da  hier  die  beiden  leteten  Glieder  demlSifierential  von 
f^  v^tBt  gleich  sind,  so  wird  die  ganze  Gleichung  integrabel, 

.•  •  .  ^    r ^^"^ 

wenn  man  sie  durch  cQ  multlpliclrtf  und  0  =  —  '71  j  "^«ir 

cimmt,  und  es  wird 

e^  J*v^^  +  4gf^^'(M—h  +  wr)fidni  ZZ  Const. 

£92.  Diese  Formel  enthäh  die  allgemeinen  Gesetze 
fiir  das  Ausfliefsen  des  Wassers  aus  Röhren  von  ]edei;Fbrm; 
aberonan  darf  nicht  vergessen"^  dafs  sie  nur  für  sehr  enge 
Röhren  gilt,  indem  sie,  wie  alle  unsre  hier  ange- 
stellten Untersuchungen,  auf  der  Voraussetzung  beruht| 
dafs  jede  auf  die  Rieh  tun  gsllnie  senkrechte  Schichte  sich 
ganz  mit  gleicher  Geschwindigkeit  bewegt.  Wenn  also 
diese  Bedingung  nicht  Statt  findet,  so  wurde  maalieine 
völlig  genaue  Uebereinsiimmuug  der  Theorie  mit  den  Ex* 
perimenten  erwarten  dürfen,  selbst  wenn  gar  keine  Neben* 
umstände,  auf  welche  die  Theorie  keine  Rücksicht  nehmen 
konnte,  Eiuflufs  auf  die  Bewegung  hätten« 

Üeberdles  setzt  auch  die  bisherige  Untersuchung  vor- 
aus, dafis  die  Richtungslinie  der  Köhre  nach  dem  Gesetze 
der  Stetigkeit  gekrümmt  sey,  und  die  Rohre  keine  plötz- 
lichen Erweiterungen  oder  Verengerungen  habe;»und  end- 
lich haben  wir  auf  Hindernisse  der  Bewegung,  die  von 
einer  Reibung  oder  Anhängen  «n  den  Röhren  wanden ,  oder 
von  der  unvollkommenen  Flüssigkeit  de»  Wassers  heiiüli- 
xen  können,  gar  keine  Rücksicht  genommen;  , 

« 

'293.     Ist  die  Oberfläche  Mm  blos  dem  freien  Drucke 
d«r  Atmosphäre  ausgesetrt,    so  hat  man  M  ^ti  k^   für  Jvu 

X  a 

t 


/ 


344     ILTk,  ILAbth,  Gesetz£  der  Uncar.Beweptngßüis.  Körper, 

DrucT»  auf  die  untere  Fläqhe  O'o  haben  wir  zwar  k  gesetzt, 
er  kauii  aber  auch  andre  Werthe  haben ;  er  ist  z.  B.  =  o, 
wenu  das  Wasser  in  einen  luftleer<^n  Raum  fli€r$t,  uu^  kann 
sehr  verschieden  seyn ,  wenn  die  Oefnung  Oo  in  still- 
.stehendes  Wasser  getaucht  wäre,  denn  alsdann  müfste  man 
den  Druck  des  Wassers  statt  k  in  die  Gleichung  setzen* 

Um  aber  in  jedem  Falle  zu  bestimmen,  wie  weit  die 
Oberflache  Mm  in  bestimmter  Zeit  fortgerückt,  und  wie 
viel  Warsser  ausgelaufen  ist,  mufs  man  die  Gleichung  zwi* 
sehen  m  und  v  wirklich  auflösen,  und  alsdann  m  und  v 
durch  t  bestimmen.  -^  Einige  Beispiele  werden  dieses 
noch  mehr  erläutern. 

"£94.  Erstes  Exexhpel.  Die  Richtungslinie  AO 
(Fig.  53.)  der  Röhre  sey  gerade  und  vettical;  die  Röhre 
aey  anfangs  bis  an  ^  a  mit* Wasser  gefüllt,  und  dieses  fließe 
nun  durch  die  Oefnung  O^;  aus;  man  sucht  für  irgend  einen 
Zeitpunkt  die  Geschwindigkeit,  mit  welcher  es  ausfliefst, 
und  den  Druck  für  irgend  einen,  Querschnitt  zv. 

Am  Ende  der  Zeit  t  sey  die  Oberfläche  bis  in  Mm  ge-* 

sunkeii,  und  es  sey  OMZU  m,    die  Weite  der  Röhre  in  M 

"ZU  fA>      Da  die  Röhre  vertical  steht,    so  ist  auch  mlIZ''"> 

der  Druck  auf  Mm  sey  ZIl  ft,   und  die  Geschwindigkeit  in 

der  Oefnung  Oo  am  Ende  der  Zeit  c,  ZZ  v»  so  hat  man  für 

sie  die  Gleichung 

v^dm 
SLf^vdv.SSt+f^ — v^fudm+j^gfAmdmZZiOt 

oder ,  wenn  man  /^*  flJl .  i;*  ZU  u  setzt , 

Ufudm 
du S^3gj;  +  45^^'«<i'»IZo» 

Für  den  Druck  in  irgend  einem  Punkte  z  hat  man,  wenn- 
OzZUs  ZT  zuiid  der  Querschnitt  r  »  IZ  •  ist^  • 

SR 


2 


+  iv* 


'-^-. 


pds 

J7- 


0 


\ 

I 
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I)ie  erste  Differentialgleichung  knufs  so  iutegrirt  wer- 
den, dafß  1;  verschwindet,    wenn  m^IZaist,    und,   wenn 

man  dann  t  ZU  "•/"T^ —  sucht,  50  niufs  auch  £. .versehwin- 
den für  m  ÜT  a;  die  ganze  Zeit  hia  zur  völligen  Ausleerung 
aher  erhält  man,  wenn  man  nach  vollendetet  Integration^ 
m  ZZ  o  setzt.  1 

295«  Nach  diesen  Formeln  pflegt  man  gewöhnlich, 
ohglerch  nicht  mit  vollem  Rechte,  die  "Bewegung  des  Was- 
sers zu  hestimmen,  welches  aus  einem  cyliadrischtn  Ge- 
falle ^C  (Fig.  54.),  dessen  Boden  eine  Oefuung  hat,  aus- 
kitiftl      Setzt  man  hier  a*  ZU  w.m  c*;    und  die    Oefnung 

OoZUfft  so  wird  zwar  scheinbary —  ^^  J  ~  ^^ '^»    ^^' 

gentlich  aher  sollte  man  Küchsicht  darauf  nehmen ,  dafs 
die  untersten  Wasserschichten  nicht  ganz  parallel  herab- 
sinken, und  dafs  woh}  gar  bei  C  etwas  Wasser  ganz  unbe- 
wegt bleibt,  also  die  Querschnitte  de;r  bewegten  Was- 
•  ermasse  nicht  alle  ZU  c*  sind. 

Nach  der  gewöhnlichen  Auflösung  nimmt  man  hierauf 


nicht  Rücksicht,  sondern  setzt  9Jt  ZZ:-T>  und  daher,  wenn 

c 

w  Zzf^v^  iOi  war, 

c^      u  dm 
du  —  —  . |-45t'*mdmZZo, 


/ 


4 

4 


711 


•         •  c-  ^»  .      .   , 

oder ,    wenn  man  —  :ZZ  X  setzt,  und  mit  m        muItipUcirt 


und  integrirt, 


u  .  m         -| ^—   m  "*     ZZ  Const. , 


oder  /^  D*  ZZ  c^  .  m 


Const  4"  •" .  wi' 

X  —  2 


und ,  weil  1;  ZZ  o  wird ,    für  m  ZZ  « 


I 


5 


2Ö^   ILTh.  IL  ^lach^  G€Sttiedei'lvuar,'B€U.'egun^fiUiuKui\^€f, 


woraus  man  für  den  Quersclinltt  zv,  'dessen  Höhe  über  der 
Oefnunjg  m  s  ist,  den  Druck 


findet. 


Aus  der  Glelcliung  für  v  findet  man 


dv 


2  S  c^  d  in 


1— (>.—»)• 


m 


A  — a' 


und  folglicli  istv  am  grüfsteni  wenn 


.*?- 


m  X 


A  — 2 


,  dann  aber  Ist 


V*  c*m    '    r  ^     1  c^m  Xm 

also  die  Höhe,   welche  dieser  Geschwindigkeit   zugehört," 
immer  gröfser  als  ,m,  oder  grÖfser  als  die  in  demselben  Au« 
gifinblicke  Statt  findende  Höhe  äes  Wassern  ühci'  der  Oe& 
nung  9  in  demselben  Augenblicke  aber  ist  ^   .     '  ' 


m 


a.CX— i) 


A  —  2 


Für  X  ~'  2  würde  u  ZH^gc^  m*  log.  — ,  woraus  alchda^m 

V  und  p  bestimilien  lassen.     Für  den  Fall  aber,  dafs  X  ZU  it 
oder  die  Oefnung  so  grofs,  als  der  Querschiutt  des  cylin4ri- 
.»chen  Gefäfses  selbst  i.st»   erhält  mau 


2,}/ gm  .  /  I 

[m 


aV  £^Ca-^m), 


oder   die   Höhe,     welche  der  Geschwindigkeit    zugehört^ 

-  • 

Za-^m^  gleich  der  Höhe ,   von  welcher  die  fiüssige 


47 


Masse  herabgefallen  ist,  völlig  so,  als  ob  aie  ein  fester 
Körper  wäre^  Eine  gröfste  Geschwindigkeit  in  dem 
Sinne,  wie  wir  sie  eben  suchten,  findet  hi^r  nicht  Statt, 
sondern    die    Geschwindigkeit    wächst    imii^er  fort,     und 


/ 
/ 
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öärum  gibt  die  allgemeine  Formel  für  diese  grölste  Ge- 
schwindigkeit in  diesem  Falle  das  ungereimt  scLeinende  Ke- 
l^ltat»  — ry^, 

2^6*  Obgleich  diese  Anwendtmg  der  allgemeinen  For- 
fliel  au£ein  ziemlich  weites  Gefäfs  nicht  strenge  richtig  ist» 
da  es  zweifelhaft  bleibt,  ob  die  Bewegung  selbst  in  den 
oberu  Schiphten  völlig  so  beschauen  ist,  wie  unsre  Voraus*  ^ 
setzu  n  gen -es  erfordern  ^,  so  ist  es  doch  der  Mühe  wcrth,  zu 
untersuchen,  wie  die  Formel  sich  ändert,  wenn  man  Rüc^-^ 
«sieht  darauf  nimmt,  dafs  die  untern  Schichten  nicht  gapz  in 
Bewegung  sind. .  Ich  "will  daher  annahmen,  dafs  die  wirk- 
lich-sich  bewegende  VYassennas^e  durch  die  krumme  FlächQ 
cw  begränzr  werde,  oder  dafs  xwoO  dsis  sey,  was  Käst- 
ner den  Strudel  nennt;  dip  Gestalt  dieses  Strudels  wird  sich^ 
so  lange  die  Oberflache  3fm  noch  ziemlich  hoch  ist,  wohl 
nicht  merklich  ändern,  und  ich  sehe  siodaber.als  uuver- 
änderlich  aij, 

« 

Offenbar  ist  jetzt  das  Integral  y* —  nicht  mehr  m  -^f 

sondern  der  erste  Theil'des  Integrals,  *Ws  sZZZCw  wird, 

müfste  aus  der  Form  des  Strudels  bestimmt  werden.     Diese 

ist  nun  zwar  unbekannt;    aber  jeder  seiner  Querschnitte  \&t^ 

•     .-^  Üs  '  ■  ^ 

Heiner  als  c*,  also  di>s  Tntpgraiy — »  wenn  man  es  Vis  zn  cw 

Cw  C  ip  +  Ä 

nimmt,  gewifs  gröfserals  — ,    ich  will  es  HZ  — 


c^ 


setzen-,  imd  b  als  beständig,  ansehen ,   so  wird  nun  für  alle 

höher  liegenden  Schichten  zv  dieses  Integral  f —  =  — j^" 

m  +t 
und  3)1  ZU  — i — .     Es  ist  also  nun  so  lange  die  Oberfläche 

31  ni  ziemlich  hoch  über  x  w  bleibe, 
2f^vdv — ;j—  +  j- —  —  v^c^dm  +  ^gmc^dmZZO^ 
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oder,  wenn  ma^  y*"*  p* 


(m+J) 


.2 


u  setzt  I 


u  c 


m 


'♦-7r«(;;r+i)  +  ^^^"'«*' 


m 


^   luid,   wenn  wieder  -77  ZU  X  ist,* 


Const.  ZU  u[(^m+bf'''  +  lH-rm  +  iV""''.    |m+:: , 

oder j  weil  v  ZZl  o ,  für  m  m  ä  • 


—  =3  —   <m  + 


X— I 


«+ 


X— ij 


i     1  fm+Ä^*  — n 

I 

Um  diesen  Werth  von  v  mit  dem  im  vorigen  (J.  gefundenen 

zu  vergleichen ,    will  ich  annehmen ,    da£s  b  ziemlich  kleii^ 

.gegen  rh  uf id  d  sey ,  und  dieser  F^ll  wird  wohl  immer  Statt 

fisiden,   wenn  die  Höhe  der  Oberfläphe  31  m  über  der  Oef- 

nung  beträchtlich  grofs  ist.  .  In  diesem  Falle  wird ,    wenu 

.  k         \ 

man  höhiere  Potenzen  von '—  als  die  zweite  wegläfst, 


a 
f 


X — I 


—  s=s— --<m— *— — — b 


X— 2  l 


(X 


r       m] 


l 


\ 

x-0 
m 

m 

>«*-» 

A— I 

A — 2 

a 

X— I 

m 


A-3 


A— 2 


XX— OCX  — 2)  ^  X(X— 2)m       X— 5  m 

2  A  '  2  A 


!}- 


2' 


oder 
.2 


i^*_^  A/  r         na*"'  i 


A-2 


A-I 


(X— i)*.--7-r-X.(X-2).  -7-7— I 


a 


A-2 


A-I 


^-3 


a 


(X— l)CX— 2)        X.(X— 2)m        (X  — 

-,^_ . ^ 

Ä-2  I  ft  a  .  .  2 


wo  der  Coefücient  von  b  wenigstens  so  lange  negativ  wird, 

^~2         ^      .-  ^.  A-I 

m  X.(X  —  2)     m  I 

als 

A-2^      tX — I.* 


W  A .  ^^A 'JLJ        TU  I 

7^^"^5:^=^'"7^  +  (Trör»t,    .1.0,    wenn 


I 
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m 


'  X.  B.  X  =  3  wäre,  so  lange ^  als  —  [>  t  *st.      Für  den  An- 

a  ■  •   I       > 

>  "        ■       '  .  ) 

^  fang  der  Bewegung  -wird  v  also  kleiner,  alsF  d^r  vorige  5. 
angab ,  wenn  der  Strudel  gegen  m  und  a  sehr  klein  ist>  u'nd 
selbst  seine  Gestalt  nicht  ändert,  während  m  abnimmt:  für 
kleinere  Werthe  von  m  aber  wird  die  Reibe  immer^wenJ^er 
convergirend ,  und  die,  wegen  der  unbekannten  GrÖfsfe  b 
ohnehin  schon  nur    oberflächlichen  Schlüsse  werden  noch 

r  4 

weniger  zuverlässig,  ( 

•  *   '  * 

I 

\ 

fip7.  Zweites  ExQmpel.  Der  obere  Thcll  der 
KÖhre  AahB  (Fig.  55.)  sey  noch  oylindrisch  ün<l  vertical, 
•  der  untere  Theil  BhoO  aber  sey  gekrümmt  und  von  un-  ' 
gl  ei  eher  Weite;  man  sucht  die  Formeln  für  die  Bewegung 
des  Wassers  für  die  Zeit,  da  die  Oberfläche  Mm  sich  noch 
in  dem  cylindrisch^n-  Theile  der  Röhre  befindet. 

Der  Querschnitt  des'obern  Thelles  der  Röhre  sey  =  c*, 

die  Länge  des  gekrümmten  TheUes  BzO  .=  Vz,    seine  ganze 

»  Hohe  JB  C  =  i ;  ferner  sey  ^ M  =  x-,    also  m  =  a  +  x-  uiid    ■ 

jn==t»  +  Jr;    endlich  des  unbestimmten  Punktes  z   Eutfer- 

iiung  von  0,  Ozzzz  Sy  seine  Hohe  zP:::=Zi  der  Querschnitt 

ds 
zl;  =;:Mf.     Das  Integral/^ — erliält»   wenn  man  es  für  den* 

AI 

ganzen  untern,  Thcii  der '•Rohre  sucht,    einen  unveränder- 

X 

liehen  Werth  =  J3,  also  wird  nun  SDl  =  ß  +  — ,   und  folg- 
lich ,  wenn  M  =  ^  ».  die  Gleichung  für  v 


oder,  wenn  f^  v* 


X 

JB.  +  — 


c^ 


c* 


=  u    und  -TT  =  X  ist, 

r 


Xudx  j  t        1 

£  C*  +  Jlf 


.-A 


folgUch,  wenn  man  mit  (Bc^  +  xf    multipKclrt   und  intc- 


< 
/ 


I 
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4^>^ 


ji^'ing  also  die  Bewegung  an,   als -Mm  itxAa  war,  und  ist 
^yJ=:fe,  so  wird 


Const  7= 


4>^^ 


r(2_x),t  — Bc*  +  (x— X)A1 


(x— 0(>^— 2) 


Cßc*  +  /!) 


A— 1 


« 


ilso  W*  == 


oder 


(X  — 0.(X— a) 


<  ■    I 


h—i 


Pie  gröfste   Geschwindigkeit,     welche    dag    ansfiiefsende 
Wasser  erlangt,  ist,    wie  die  DifFerentialgleichung  ergibt,^ 

e\Cb  +  x) 

-,  —  2  xT' -^ .  und  sieündet  also  Statt,   wenn 

.  ^       X— X 

i,:=— B<+- : ^ p. 

;  [Bc*+(X— 2)J  +  (X— x)^^-^ 

Für  den  Druck  in  einem    unbestimmten  Qtjerjchnitte 
z  V  findet  ipan  aus  §.  29 1 . 


^of^-i') 


l  4Xg^     J-*    m 


.  1»»  f      /*! 


Bc^+x 
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dpO»  Bei  den  liixperimenten ,  welclie  man  über  dai 
Auftfliefsen  dA  Wassers  aus  Gefäfseu  angestellt,  ist  gewöhn« 
lieh  c*  sehr  viel  grÖfter,  aUy*  oder  X  ein^  grofseZahl;  in 
diesen  Fällen  Itann  nun  zwar  die  Bewegung  nicht  mehr  als 
Unearisch  betrachtet  weiden,  indefs  können  die  eben  ge- 
fundenen. Formeln »  als'  beinahe  passend»  auch  biet  an- 
gewandt  werden,  wenu'm^n  auf  kleine  Abweichungen  des 
Besultats  von  der  Wahrheit  nicht  sehen  will.  Nimmt  mapi 
an,  dafs  X  so  grofs  wird,  da(s  alle  zeicht  in  X  ^ultiplicirten 
Qlieder  der  Differentialgleichung 

weggelassen  werden  dürfen,  so  hat  man  v*  =:  4 ^ (i  4"  .x)» 
und  die  Höhe  der  OberHache  über  der  Oiifnung  ist  allemal 
mit  der  der  Geschwindigkeit  zu  gehörenden  Hohe  eitierlei« 
Xn  diesem  Falle  würd^  der  Druck 


prat— z  +  (J  +  ^) 
^der«  weil  X  so  sehr  erofs  ist. 

Der  Druck   kann  also   in   die&em  Falle  kleiner  als  jt, 
und/ogar  negativ  werden;  denn  wenn  z.B.  der  Querschnitt 
%v  der  Röhre  ß^oO  der  Ocfnung  gleich  ut:=2f^  wäre,  ao 
'würde  p  z=s:  k  —  z^sz  k  —  zPy  und'  also  negativ,    wenn  die 
Höhe  zP  gröfser  als  k  wäre.     In  einem  solchen  Falle,  wo 
der  Dmck  an  irgend  einer  Stelle  der  Röhre  negativ  wird, 
würde  die  Wa^sermasse  kein  Continus m  mehr  bilden ,  uud^ 
die  Anwendbarkeit  untrer  Formeln  aufhöreju      Wird  aber 
der  Druck  p  Mos  kleiner  als  t,  so  wür^e,  wenn  die  Röhre 
an  einer  solchen  Stelle  eine  Oefnung  hätte ,  hi^r  die  Luft, 
pder ,  wenn  ^n  dex  Qefnupg  ein^  piit'Wasser  gefüllte  offene 
Röhre  wäre,   das  Wasser  eindringen  oder  eingesogen  wer- 
den;   es  würde   alsdann   das  Ansehen  haben,,    als   ob  die 
Jlöhre  hier  eine  anziehende  Kraft  besafse. 

299.     Die  Formel  »*  =  4  ^  (ft  +  ») ,  für  den  ^all ,   da  X 
alB.  sehr  grofs  angenommen  wird ,   scheint  zu  zeigen  ^  dafs 
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das  Wa6ser  dann  plötzlich   seine  gröfste    Geschwindigkeit 

erreiche,    abgleich ' die  Bewegung  voti  der  Ruhe   anlangt; 

.        '  (ßc^+x  A-i. 

eine  genauere  Entwickelung  des  Wertheß  von   l-    zii\    * 

wird  aber  zeigen,  dafs  wirklich  eine  allmahlige  Beschleu- 
nigung Statt  f\ndet,  diefrelKch  nur  sehr  kur^e  Zeit  dauert. 
Sobald  die  Bewegung  anfängt,    wird  x  -^^  hy    es   sey  alsa 

M^+h  =  •  -  r:37.  »0  ^"d  '=^ — 5:rr" » ^°* 

wenn  e  die  Basis  des  ipatürlichen  Logarithmensystems  ist, 

f  y    V~*  ' 

Delnahe    !  i  —  — ——  ^^  ^-y .     Eg  wird  -also 

rfBc»+x*1  ■  X        k  \ 

wenn  'man  die  mit  X  dividirten  Glieder  weglafst.  '  Dieaa 
Gleichung ,zfeigt,  dafs  im  ersten  Augenblicke,  wenn  x  zszh 
und  y  =  o  ist,  auch  v,=  o  wird,  sobald  aber  das'  Wasser 
nur  .um  etwan  weniges  herabgesunken  ist,  so  wird  ^"^ 
schon  sehr  klein,  weil  y  schon  beträchtlich  grofs  wird, 
wenn  x  noch  sehr  klein  ist,  und  die 'Geschwindigkeit  er- 
reicht daher  sehr  schnell  ihren  grolsten  Wertlu  Auch  die 
Zeit,  welche  verfliefst,  bis  v  am  gröCsteu  wird,  läfst  sich 
angeben,  aber  diese  Untersuchung  ist  von  keinem  eiheb- 
lichen  Nutzen ,  daher  ich  nicht  länger  dabei  verweile.  lo- 
defs  übersieht  man,  dafs  die  gix>rstc  Geschwindigkeit  desto 
später  erreicht  wird ,  je  länger  und  zugleich  enger  der  un» 
tere  Theil  der  Röhre  ist. 

300.     Da  wir  den  Fall,  wo  X  fast- unendlich  ist,  bc** 

trachtet  haben,  so  wollen  wir  jetzt  noch  untersuchen,    wie 

die  Formeln  ausfallen,  wenn  X  nur  eine  niäfsig  grofseZahl 

ist.   ■* Vorhin  fanden  wir. 

(X— 'l)..(X— a)'i;* 

=  Bc^  +  (A-Ä)i  +  (X-0* 

ft>  ^2  J,*  «»^  A"-*! 
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nun  sey  hier  wieder 


Bc*  +  x 


hc^+k 


X~x' 


also  y  =t  — ^^q:^- , 


und  wenn  maix 


log.  r  =:(X— Olog. 


X  — * 


A— t 


=  F  setzt,  so  wird 


y. 


X  —  1 


—  y  — 

y* 


%(>■— 0 


•    3(X-0.*      4(^^-0' 


—  etc. 


eine  sehr   couvergirende  Keihe,    well 


allemal   eia 


h  — 


4^>^ 


Bruch  =  ^  -  ■■  ,  ist.     Hat  man  lu^rauft  den  Werth  Ton  Y  - 

Bc^  +  h    ^  _         .  . 

gefunden ,  so  findet  man  v  aua  der  Gleldhüng  ' 

-  =z[Bc^  +  (x-axi  +  (X—  1)/«]  Ci  —  Y) 

—  (ß>  +  fe)y, 
wo  y  und  }^  durch  x*  bekannt  sind.      Für  die  gröfste  Ge*    ' 

achwindiskeit  hatten  wir  vorhin—-*- =zz  J  +  a; ,    also; 

weil  hier  »  =  — Bc*  +(fic»  +  A)  T^-' , 

f  JL 

und  y  =^(X—  i)  ^i  —  r*"-\ 
ist,  fiir'die  Lage  der  Oberfläche  in  dem  Augenblick,  wenn, 
die  Geschwindigkeit  am  grö&ten  ist, 


fic*  +  (X  — 2;t+CX— l)/i' 


oder,    wenn  man  '     '  p  ^i'r  '  "  *  =  ^  setzt, 


Bc^+h 


i 


A— 2 


log.£ 


=  E    ""■^=e 


A— 2 


log.  E  ,      (log.  £)»  (log.  E)' 


X-i  ;     «CX-O»        d(Ä~i;) 


3ÖT+^^^ 


5^4     ^'-  ^^«  II:jihtL  Gesstze  der  Unear»  Sewsgwig ßUs.  Körper. 

f  Aus  der  allgeuieiuen  Gleichung,  für  v 

-würde  man  für  die  Zeit,  welche  jederfi  Werthc  von  x  cht- 
tprichty  erhalteu: 


i— X 


>  *    ^K«a  "^— ^-^— — ^-^— — ^^ ■ —  -  -         ■  »    -  ■  -   -  ^ 


Bi    •■    ■■  /■*———>■——  — — — — M^— «  I         I  t       I  «   ■  « 


I 


*  A— I 

öder ,  wenn  y  =;^  K        , 

du    ^Y       (X  — i)CX— 0(5*^*  +  ^) 
Je  =  —  -r  . 


(• 


woraus  man  t  zu  bestimmen  suchen  mülste.  — ^     Aber  es  ist 
Zeit,  diese  bTos  analytisiihen  jUntersuchungen  zu  endigen. 

301.  Diese  Satze  enthalten  beinahe  alles,  was  man 
über  den  Ausflufs  des  Wassers  aus.l\öhieu  von  jeder  Form 
gewöhnlich  vorzutragen  pflegt ;  aber  sie  können  m  den  meisten 
Fällen  nur  Resultate ,  welche  e  I  n  i  g  e  r  in  a  fs  e  n  der  Wahr- 
heit nalie  kommen ,  angeben ,  und  man  darf  keine  strenge 
UebeT^iustimmung  mit  der  Erfahrung  erwarten ,  weil 
die  Voraussetzung  einer  -wahrhaft  linearischen  Bewegung. 
bei  unsepi  Versuchen  fast  nie  Statt  findet.  Denn  sobald 
das  Gefäfs  sehr  viel  weiter  ist,  als  die  Ausflufsöfnung,  so 
sinket  nicht  mehr  die  ganze  Schichte  zv  (Fip;,  .V».)  mit 
einerlei  Geschwindigkeit,  sondern  die  übel*  der  Oefnun^ 
liegenden  Theilchen  werden  sich  schneller  bewegen,  als 
die  seitwärts  liegenden.  Auch  die  plötzliche  VerengcVung 
des  GefUrses  ist  unsern  Voraussetzungen  entgegen,  wie 
tchon  vorhin  ervi'öhnt  ist,  und  die  Bewegung  wird  ganz 
anders  beschalFen  seyn ,  als  die  Voraussetzungen  dieser  gan* 
zen  Untersuchung  verlangen.  Man  sollte  es  also  kei- 
nesweges  auffallend  finden,  dafs  die  Erfah^v 
rung  nicht  genau  mit.  dieser  noch  uh  vollk  om* 
]n«n«n  Theorie  übereinstimmt,    sondern   m  n  f a 


9 

Ilh  Als.  Beweg,  Aes  Wassers  in  Röhren  von  unsUicher  Weite»  3  J^ 


s-ich  vielm  ebr  wu^jdern,    daf  s    die^Ab  weichung    , 
nicht  noch  gröfser   ist,     als    man    tie    wirklich 
findet. 

'  Bei  den  £xperlmenten  findet  man  auch  einen  Unter* 
schied  in  der  ausfli eisenden  Wassermenge ,  je  nachdem  der 
Boden  OC1  üri  welchem  sich  die  Oefnung  befindet,  sehr 
dünne,  oder  aber  erheblich  dick  ist  »oder  der  Ausflnfs  ' 
-durch  eipe  kurze  AnsatssrÖhre  etfolgt*  Ist  die  Oefnung 
nämlich  in  einem  sehr  dünnen  Boden,  so  ist  der  Quer« 
schnitt  des  hervordringenden  Strahls,  nahe  aufserhalb  der 
Ausflufsöfnung )  beträchtlich  kleiner,  als  diese,  oder  man 
bemerkt  eine  Zusamm'enziehung  des  WTassär« 
rtrahls,'  welche  von  der  schiefen  Richtung  des  an  der 
Seite  der  Oefnung.  ausfliefsenden  Wassers  herrührt.  Hier- 
durch wird  die  ausflicfsende  Wassermenge  geringer |  als 
sie  nach  der  Gröfse  der  Oefnung  seyn  sollte.  Diese  Zu« 
sammenziehung  vermindert  sich,  wenn  man  an  die  Oefnung 
eine  kleine  cyltndrische  Röhre  ansetsit,    um  so  die  schiefo 

Richtung  des  Ausflusses  aufzuheben. 

« 

Soa.  Problem  61.  Wenn  die  Röhre,  Indem  das 
Wasser  durch  die  Oafnung  Oo  (Fig.  56,)  aüsfiiefst,  am  an- 
dern £nde*^a  beständig  neuen  Zufiufs  erhält,^  und  immer 
bis  AU  Aa  voll  erhallen  wird ,  die  Bewegung  des  W^sers 
zu  bestimmen,  wenn  es  durch  eine  Kraft,  welche  ani  Aa 
wirkt,  fortgetrieben  wird, 

A  u  f  1  ö  ^  u  B  g.  Die  Weite  der  Oefnung  0  a  sey  =  fL 
und  V  die  Geschwindigkeit,  mit  Welcher. am  End&  der 
Zeitz  das  Wasser  ausfliefst;  an  einer  andern  Stellet  aber 
sey  der  Querschnitt  der  Röhre  zi;=m,  die  Langender Röluf 
yon  A  bis  an  diesen  Funkt  sey  Az  =  s^  die  Höhe  desselben 
über  der  bestimmten  horizontalen  Ebene  fley  Z4r  =  z,  un/l 
U9m  sey  die  Scale  der  Hohen.  Setzt  man  nun  deu  Druck 
in  ZV,  £=  p,  so  gibt  die  allgemeine  Gleichung 


2gp  =:A  :  t^-Äf«  — 


j^dv  ^d  s 


dt 


• 


I 
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Wenn   also    <lcr  Druck  an    der   OberfläcLe   Jarss  L^  A\e 
"    WcHto  der  Rühre  in  ^a  =  c^,    die  Uölie  j^et  zrz  m  ist,  so 

ds 

mird,  wcÜ  hier  j  =  o  ist,  / —  =  o,  p  =  L^  i  =  «,  w  =  c*, 

Fiir  die  Ausöufsöfnnng  Oo   scf  der  Druck  =  Ät  dem 
Drucke    der  Atmosphäre  gleich;   der  Werth  des  Integrals 

f —  auf  die  ganze  Köhre  Isis  an  Oo  d^streckt,   sey  .=  J3^ 

die  Höhe  0«  =  y3,  so  ist,  weil  hier  m  =  //,  p  =  t,  2  =  A 

f^B.dv 

Diese  beiden  Gleichungen  bestimmeiV  v ,    denn ,    wenn  mau 
sie  von  einander  subtrahirt,  so  wird 

r  fi*l        f^Bdv     " 


»j    *       ^c 


fülalich 


woraus  V  für  jeden  Zeitpunkt  bestimmt  wcjrden  kann,  wenift 
L  eine  gegebene  Function  von  t  ist^  denn  alle  übrigen 
Gröfsen  sind  hier  unveränderlich. 

«  * 

Niinipt  man  auch  L  unverändeciich  an  ,•  so  beruht  di« 

Bestimmung  von  v  auf  der  Auflpsung  einer  Gleichung  voä 

jldv' 
der  Form  dt  =  ^  ^  ^^^  ,  und  es  ist 

also  gibt  es  drei  verschiedene  Fälle,  je  nachdem' y*  =  c*, 
oder  /*  <!  c* ,  oder  /*  i>  c*  ist, 

I,     Wenn  c*  =/*  der  Querschnitt  der  Röhr«  in  ^a  ^ 

Av 
der  Olfnung  Oo  gleich  iit,    so  wird  D  =  o,"  -also«  =  — 
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Ct        r  .'  1 

oder  V  s=s^  —  +^Caiist,,   und  die  Geschwindigkeit  würd<^ 

unaufhörlich  zunehmtö  f    wenn  C  ei/ien  positiven  Werth 


H.     Die  Voraussetzung  c^  i>  J^  gl^t 


f*- 


einen  ue* 


gativen  Werth,   und  dt^  -r r-r,  woran»  * 

A  y/'C+v/D 

wo  keine  CouAtans  hinzukommt,  w(5nn  fiir  t  =  o  auch 
t;  =^  seyxi  solL  In  diesem  Falle  wächst  die  Geschwindig- 
keit aiwar,   aher  seihst  nach  unendlicher  Zeit   wird  v    nie 

gröfser^  als  Tjpi«     Man  hat  nämlich  ,  ' 


oder  V  =s 


, /Z),[e     .-^        +  jj 


welche»  =t: V^—  wird  ,*  wenn  t  unendlich  Istr 

m.     Ist  der  Querschnitt  Ja  kleiner  als  die  Ausflufs* 

Jdv 
ifnutig ,  so  wird  d  t  Ä  — — ^ , 

.odei;t,=.^   .tang.  ^— ; 

wenn  «  und  t  zugleich  verschwinden  sollen,  und  hier  ist  es 
sehr  «uffallend,     dafs  v   schon  nach   Verlauf  der  Zeit*  t 

ifT.A  . 

unendlich  wird* 


/CD 


\ 


V  •. 


i* 


t 


f 
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Wenn  nun  v  bestimmt  ist,  so  erhält  maa  fiir  den  Druck 
in  einem  unbestimmten  Querschnitte  zv 


2g(p—k)  =  2s(ß^z)  +  lv^ 


('-$) 


f^dv 


dt 


B^f- 


ds\ 


oder,   wenn  man  statt  der  Differentialformel 


dt 


ihren 


Werth  setzt : 


dt 


303.     Wenn  die  Bewegung   fenr  Gleichförmigkeit  ge>  - 
langt  ist,  so  wird,  weIldw  =  o, 

al^  bleibt,  wenn  c^  =s  f^ ,  eben  «o,  wie  im  vorigen  Ab*- 
' schnitte i '  t^  unbestimmt,  und  L  mufs  =  A  +  ^  —  «'  seym 
'Ist  die  Oefnung  Oo  kleiner  als  die  Oberfläche  Aa^    so  wird 

'für  die  gleichförmige  Bewegung   . 

und  di^se  Gle;chung  erhält  nur  dann  einen  möglichen 
Werth,    wenn  L^k — «  + /5  ist,    und  die  Geschwibdig- 

'  keit  selbst  wird  aus  dem  Unterschiede  dieser  beiden  Grö&en 
bestimmt.     Wenn  aber  endlich  die  Oefnung  Oo  grÖfser  ist, 

.    als   der   Querschnitt  Aa^    so  würde  für  die  gleichförmige 

/^gc^Ck-fß  —  «  — L) 
Bewegung  v^  =  ^^ '  ^  ,  und  es  müfste  noth« 

''s 

wendig  L  <|  fc  +  /3  —  »  seyn,  weil  sonst  v  einen  unmög- 
lichen Werth  erhielte. 


304*  Diese  blos  analytischen  Folgerungen  scheinen 
sehr  paradox,  vorzüglich  was  JJ.  302.  IH.  zeigte,  dafs  eine 
endliche  I^raft  L  in  einer  endlichen  Zeit  eine  unendlich 
grofse  Geschwindigkeit  hejcvorbriuge.     Aber  die  scheinbar» 
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Ungereimtheit  verschwindet,  wc\in  wir  diie  Hypathese, 
^welche  der  Auflösung  dieses  Problems  tum  Grunde  Hegt, 
näher  hetracbten.  Wir  nuhmennumlichaii,  dafs^  während 
das  Wasser  durch  ^a  fortgetrieben  'vi'ird^  fortdauernd  an- 
ders woher  neues  Wasser  mit  eben  der  Geschwindigkeit 
.  einfliefse,  und  bekümmerten  uns  nicht  darum,  wo  dies 
Wasser  herkomme«'  und  welche  Kraft  ihm  seine  Geschwind 
.  digkeit  ertheile ;  denn  diese  Kraft  ist  von  derjenige!^  wel- 
che wir  mit  L  bezeichneten  ^  gans  verschieden ,  indem  ixt 
Kraft  L  hlos  darauf  venvandt  wird ,  das  schon  eingetretene 
Wasser  fortzutreiben.  Die  Kraft  L  beschleunigt  also  die 
Bewegung  des  schon  In  die  Röhre  eingetretenen  Wassers, 
Und  folglich  wächst  auch  die  Geschwindigkeit  ^  mit  weU 
eher. das  Wasser  bei  Oo  ausfliefst;  je  mehr  aber  die  Ge* 
•chwindigkeit  des' Ausflusses  wächst,  mi^  desto  gröfseret 
Geschwindigkeit  mufs  auch  das  zufiieCsende  Wasser  herbei- 
geführt'werden  ^  und  die  Schnelligkeit  kann  ins  Unendlich^, 
feunebmen.  Wenn  also  die  Rechnung  angibt  ^  dafs  die  Ge« 
achwindigkeit  selbst  in  einer  bestimmten  Zeit  unen<tlich 
werden  kann 4  so  ist  dieses  nicht  Wirkung  der,endliche4 
Ktuft  Li  wache  das  schon  in  die  Röhre  eingetretene 
Wasser  forttreibt^  sondern  es  ist  die  Wirkung  jener  unb^r 
kannten  Kraft  4  welche  das  Wasser  mit  unendlicher  Ge- 
schwindigkeit  der  Röhre  bei  Aa  zufahrt^  und  welche  also^ 
uni  dies  zu  bewirken,  selbst  un^dlicl^  seyn  müfste«  *  Eben 
dieser  Ursache  ist  auch  das  zweite  Paradoxon  zuzuschrei- 
ben, dafs  nämlich  die  Geschwindigkeit  des  ausfliefsendea 
Wassers  im  Probleme  nicht  aus  der  Kraft  L  bestimmt  wird^ 
sondern  die  best$udige  Gröfj^e^  ^  welche  bei  der  Integration 
hinzukommt 9  willkürlich  bleibt,  und  erst  daraus,  dafs 
man  füt  einen  gewissen  Zeitpunkt  die  Geschwindigkeit  als 
gegeben  annimmt,  bestimmt  wird«  Denn  es  ist  eiuleuch« 
^  tend)  dafs^  je  schneller  und  häufiger  das  Wasser  von  jener 
'fremden  Kraft  herbeigeführt  wird,  desto  schndler  wird 
auch  die  Kraft  L  es  forttreiben^  und  weil  wir  j  ene  fremde  KraTt 
nicht  in  Erwägung  gezogen  haben,  ^so  ist  es  kein  Wunder, 
fla(s   die  Rechnung  auf  offenbare  Ungereimtheiten  führen 

Y  2 


I 


t 

I 


I 
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mufste,    welche  bei  genauerer  Betrachtung  der  Sache  von 
selbst  wegfallen. 

*  •     "  •  '  •     • 

,305.     Der  einzige  Gebraucli ,   der  slqh  von  .^den"  e1>en 

gefundenen  Formeln  machen  lülst,  ist  die  Anwendung  au^ 

einGefäfsi   dessen  Weite  in  der  Oberfläche  Aa  sehr  grofs 

eegen  die  Weite  der  Oefnung  Oo  ist.     Auch  hier  &eiiich 

darf/ii^  nicht  vergessen,  dafs  wir  mit  Unrecht  die  Gesetze 

der  liuearischen3€wegung  auf  ein  Gefafs-  von  ungeheurer 

Weite  anwenden,    und  dafs   doch  selbst  bei,  der  gröfsten 

Weite  des   Gefäfses    dieselbe  Höhe   ohne    einen   fremden 

Zufiufs   nicht   erhalten   werden  kann.  •    Indefs,' wenn  -jj 

•ehr  grofs  ist,    so  dafs  man  1 — —  =  1    setzen   darf,   $0 

\vird ,  wenn  L  =  ^  i%t ,  für  die  ersten  Atigenblicke  der  Be« 

"wegung,  ehe  dic'Oberfläche  y^Ä  merklieh  sink^,  ^ 

oAet  die  Geschwindigkeit  gehört  der  senkrechten  Höhe  dei^ 
Oberfläche  Jaiihev^AeT  Ansflcifsöfnung  zu;  ist  aber*c*  nicht 
unendlich  gegen  y*,  so  mufs  nothwendig  bei  Aa  uenef 
Wasser  zuflieiscn,  und  es  nähert  sich^  die  Geschwindigkeit 
des  Ausflusses  sehr  st^hnell  dem  Werthe 

das  Wasser  mufs  also  bei  Aa  mit  der  Geschwiifdigkeit 

einfliefsen,  und  der  Unterschied  der  Hohen,  welche  der 
Geschwindigkeit  des  Einflusses  bei  A  a  und  des  Aiisfluases 
bei'Oo  entsprechen ,  ist  auch  jetzt  noch 

(«  — /8)>c^        («—«/*         . 

306.       Anmerkufig.     '  Die  vorhergehenden   Satze 
(ß.  290  S.) ,    walche  die  Grundformeln   für  die  lincai  ische 
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Bew^gvoig  flüssiger  Körper,   wenn  dieselben  aus  dem  Ge- 
ftifs«^  ausfliefsen,    enthalten,    haben'  sehr  häufigen  Wider- 
spruch gefunden«    und.  sind    von   mehx  als  einem  Schrift« 
.    steiler,   alsMer  Erfahrung'  widersprechend,   als  die  söhrei* 
endsten  Ungei^eimtheiten ,    und  als  Behauptungen,-*   welche 
ilp  Anwendung  der  An^lysis  auf  diese'Lehieu  verdächtig 
jnachten,  aufgestellt  worden.     Dafs  diese  Vorwürfe  nur  in 
Aofern  gegründet  sind ,    als  sie  die  yozuläs'^igkeit  d^Vor- 
anssetzungcr^  de«  letzten  Problems  betreffen,    wird  im  Vori- 
gen wohl  deutlich  genug  dargethan    seyn:    sie  treffen' die 
Formeln  für  den  Ausflufs  del^  Wassers  au^  einem  Gefafse, 
•das  sich  ausleert,    gar  niclit,    und  wenn  z.  B.  Bi^ader  in 
«einer  Theorie  der  Saug^  und  H^bepumpen,   Yot- 
rede»  S.  XVII.  auch  ^iesen~dieselben  irrigen  Vorc^ussctzun-' 
gen  zur  Last  legt,   so  ist  dieses  wirhllch  ein  Irrtluim.     Ich 
führe  diesen^Schriftsteller  hier  an ,  weil  es  mir  hier  der  Ort  - 
zu  seyn  schein%  die  eignen Beniühungen  desselben,  eine  der 
.  Erfahrung  besser  entsprechende  Gnmdforuiel  für  das  Aus- 
fiiefsen  des  Wassers  aus  Gefäfsen  au  finden ,  zu  erwähnen 
und  zu  beurtheilei).     I>ars  es  vielleiclift  möglicri  wäre^    eine 
Formel  anzugeben,   welche  ihit  den  Versuchen  naher  über- 
einstimmte,  a}ft  die  von  Euler  und  andern  Schriftstellern 
erwiesenen,  läfst  sich  einsehen;   denn  diese  Formeln  b^ru-    * 
heiv  jiuf  der  Voraussetzung  ^einer  linearischen  Bewegung, 
.die  bei  unsern  -Versuchen  und  liel  unsern  Maschinen  nicht 
im  strengsten  Sinne  Statt  findeh       J3iese  Eularscben  For- 
meln können  also,  nur  als  Anna  her  uiELg«zur  Wah.rfa'e.i$ 
igelten»  sobald  man  sie  auf  weitiere  Gefafse  anwendet,'  und 
für  mehr  gab  Eul  er  selbst. sie  nicht  aus  (§.  3o*0>    ®^  Hrn. 
Baaders  Formel  melir  leistet ,  müi&te  durch  Versuche  ent» 
schieden  werden,   die   theca'etischen.  Gründe,    worauf  sie 
beruht,  berechtigen  nicht  zu  c\ieser  Hofiiimg.      Hrn,  Baa- 
ders Schlüsse  lassen  sich  kurz  so  darstellen; 

1»  4BCD  (Fig.  56  >.)  sey  ein  hohler,  obön  dicht 
verschlossener  Cylinder,*  dessen  oberhalb  der  beweglichen 
Scheibe  mn  liegender  .Theil  ganz  mit  Wasser  gefüllt  ist. 


•     I 


I 
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Diese   Scheibe   selbst  sohlieSse   wasserdicht  ah  die  innere, 
Oberfläche  desCylludeis,  und  eine  äufsere  Kraft  unterstütze 
sie  gegen  den  Druck  von  .oben;   das  Gewicht  der  Scbeibf 
selbst  und  die  Fiiction  fin  der  Fläche  des  Cylinders  zieh^ 
wir  nicht  in  Betrachtung. 

2'.  Auf  den  Deckel  des  Cylinders  drücke  ein  Gewicht 
==  p^  das  Gewicht  der  Wassermasse  über  der  Scheibe  sey 
=  AW^  nämlich  ihre  Grundfläche  ==  A^  ihre  Hohe  =  h^ 
Dichtigkeit  ci;  i^  so  mufs  die  Kraft  P,  welche  die  Scheibe 
unterstützt»  P=p +  -^Äseyn,  und  vermöge  dieses Dryckes 
auf  mn  leidet  die  untere  Fläche  des  Deckels  ^D,-  oder  die 
oberste  Wasserschichte  ^D,  einen  Druck  (?.  Dieser  Druck 
Q  sey  dem  Gewichte  einer  Wassersäule  yon  der  {lohe  =  ^  . 
^uf  d^r  Basis  ^gleich,  oder  (^  ^  Ax.  ^ 

5.  Nun  stelle  mi^n  siph  yor,  da(s  im  obe^n  Deckel 
plötzlich  eine  kleine  Oefnung  gemacht  würde,  so  wird  aus^ 
dieser  ein  Wasserstrahl  herausfahren ,  mit  einer  Geschwin- 
digkeit, welche  sehr  bald  nach  dem  Anfange  der  Bewegung 
gleichförmig  werden  und  der  Hohe  =  jt  zugehören  wird  il 
heilst  diese  Geschwindigkeit  für  den  Beharrungsstand  =  t% 
•o  wird  V  =  ^yfgx  seyn.  Die  Grölse  dieser  Oefnung  aej 
=  <». 

/ 

(  • 

4.     Während  die  WaAs^rinasse  AmnD  sich  so  dttrcb^ 
den  Ausflufs  vermindert,  sinkt  der  ganze  Cylinder  AB  CD. 

lierab,  mit  einer  fiescbwindigkeit  c  =  —7-  ,  und  die  Kraft 

Q  bringt  nun  eine  doppelte  Wirkung  hervor,  oder  hat  einei^ 
doppelten  Widerstand  zu  überwinden,  nämlich  die  Re^ction 
des  Wasserstrahls  ^uf  die  Fläche  der  Oefnung  =f:  a ,  und 
die  Reaction'  der  geprefscen  Wassern^asse  auf  die  vermint 
derte  Bodenfläche  ;;=  A  -—a. 

I  c 

S»  '  Die  letztere  würd^  im  Stande  der  Ruhe  :=:xCA — a) 
seynj  allein  da  die  Fläche  AD  den  mit  der  Geschwindigt 
keit  =  V  beständig  anpr^llendeA  •Wassertheilchen  (?)  noch 
ml^t  ihrer  eignen  Ges(:hwindigkeU  =s  c '  entgegengedrückf 
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vfird,  so  ist  die  eigentliche  Höbe  des  Druck»,  welchen  sie  | 

,  •  .  c 

während  der  Bewegung  l<;idet,'  =  ;r  +  ~  *)•    folglich    die 
\       ■  4  * 

Reaction  der  geprefsten  Bodenfläche 


,  tr 


—  (^-^n)  \x 


4' 


/. 


o) 


und,  weil  die  Reaction  des  aijiSifthreadcn  Wassers trahU  auf  s 
4ie  Oefiiung  ä,  =  a«  ist , 


«'1 


■^  +  :r-^^. 


oder  P  Ä=  — 

eine  Gleichung,  welche  die  Gcs^chwindigkeit  des  ausfali^ 
renden  Wasserstrahls  durcli  das  Gewicht  O,  welches  den 
•  Cyliuder  gegen  die  unbewegliche  S<?heibe  w/rnicdertreiht, 
bestimmt,  .       ,  , 

6\     Die  Scheibe  mn  leidet  also  während  der  Bewegung 
den  Druck 


P=-</i  + 


v 


-^  +  7- 


und  da  es  in  Rücksicht  auf  die  verschiedenen  Bressungcn, 
folglich  auch  auf  die  Geschwindigkeit  i;  einerlei  ist,  ob  der 
Cylinder  gegen  die  unbewegliche  Scheibe  herabsinkt,  oder 
diese  mit  derselben  Geschwindigkeit  =  c  in  dem  unbeweglich  * 
•  befestigten  CyKnder  aufwärts^  gedrückt  wird ,  so  Weiht 
auch  im  letztern  Falle  noch  der  Druck  auf  mn 

7.     In  Rücksicht  der  Reaction  des  ausfliefsenden  Was- 
serstrahls   ist  es    einerlei ,.   ob  der  Strahl  aufwärts  springt, 


.    ♦)  Eigentlich  doch  wohl 

r    *     • 

keit  sc  («t  4"  0  "*• 


— .  y  "^  7, ,    da  dJo  r,elativ'e  Gcschwiadji^- 


H 


^»» 


-•*S- 
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oder  niederwärts  flief&t.  De^  Werth  von  ax  (Flg,  56  c.) 
und' die  davon  mit  abhängende  Reactlon  au£  die  verminderte 
Bodenfläche  bleiben  also  dieselben,  -  wenn  det  Cylinder 
umgekebrt  ist,  die .  Scheibe  ^mit  der  Geschwindigkeit 
=  c  darin  niedergedrückt  wird,  i^nd  das  Wasser  mit 
der  Geschwindigkeit  ==  v  ausströmt.  Hier  al^er  hat  die 
Scheibe  das  G^w^icht  der  Wassermasse  =  ^£  nicht  mehr  zu 
tragen,  sondern  dieses  vereinigt  sich  mit  der  auf  die  Scheibe 
drückenden  Kraft  zur  Ueberwindung  des  Widerstondes,  so  , 
dafs  jnan  also  niui     '  ' 


11* 


4^ 


a»        A^^ 


^  +  —  -     .^ 


V  " 


A        A' 

hut,  oder,  wenn  auf  die  Obe]:fläche  garkeiae  äufsore  Krafit 
drückt,  Vzzzo^  und  ^  /         . 


v^ 


für  die  Bewegung  des  aus  einem  Gefafse  frei  ausfliefsenden 
AVassers. 

Dieses   sind  Baaders   Schlüsse.    Dafs  \s\  denselben 
(No.  3.)  schon  vorläufig  angenommen  wird,    dlifs  der  Was- 
serstrahl mit  der  Geschwindigkeit ,   weiche  der  Höhe  =  9s   , 
zugehölt,  hervorspringe,  erwecliLt  schon  kein  gutes  Vorur-    , 
theil,  denn  dieses  ist  es  ja  eben,  was  erst  bestimmt  werden 
^11;  itidefs  könnte  man  das,  als  bei  kleinen  Oefnungen  aus  . 
der  Erfahrung  angenommen,    oder   als   erste  *  Annäherung, 
die  nachher  berichtigt  wird,  gelten  lassen.     Aber  diese  Ge- 
schwindigkeit =  V  ist  doch  offenbar  die  relfttive  Geschwiü«^ 
digkeit  gegen  die  Bodenfläche  AD^   und  wenn  die  Boden« 
lUiche  sich  selbst  mit  der  Geschwindigkeit  t=:  c  senkt,  so 
kann  die  absolute  Geschwindigkeit  der  Theilchen  des  Was*  \ 

serstrahls  in  der  Oefhung  keine  andre,  als  r^i;  —  c  seyn; 
es  ist  also  nicht  richtig,  wenn  (No.  5.)  die  relative  Ge- 
schwind igh  ei  t  des  Cylinders  gegen  die  aus  der  Oefiuxng  her* 
vorspringenden  Wassertheilchen  =  i;  +  c  gesetzt  wird, 
sondern  diese  ist  nur;=  v.     Dann  aber  ist  die  Reaction  der 


.^ 


p" 


1  , 
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verminderttn   Bodenfläche  nur  noch   s^  x  {A  —  a)^    und, 
Mrenn  man  Baaders  SchlüsseQ.  weher  fpigt, 

(^r=iax  +  x(^A — a)=zAx9 
genau  so ,  wie  es  beim  Anfange  der  Rechnung  angenommen 
ward  (No.  9..)y    folglich  auch  in  No.  7.   AhsszAxy   oder 

7—  =i,  det  p^titiq  principü  des  Sat^s  (No.  30  ftcmäfs. 

Als  gründlich  bewiesen  kann  also  Baaders  Formel 
nicht  gelten;  bestätigt  es  sich  aber,  dafs  sie  der  Erfahrung 
ziemlich  nahe,  und  besser  entspricht,  als  die  theoretisch 
gefundene  Formel ,  so  könnten  immer  die  auf  sie,  als  auf 
Erfahrung  gebauten  Folgerungen  ihren  Werth  haben. 

Auch  bernard  hat  eine  Formel  für  die  Ge^ch\^indig«* 
keit  'des  au^fliefsenden  Wassers  gegeben,  die  aber,  'wie 
unter  andern  auch  Baader  bemerkt^  nicht  der  Erfalirung 
entspricht;  ich  halte  mich  daher  bei  dieser  nicht  auf«  •*- 
Auf  theoretischem  Wege  eine  passepdere  Formel  zi^^finJeu, 
als  die  oben  von  Euler  angegebene  (welche  auch  mit  den 
von  den  beiden  Bern oulli  und  D*Alembert  von  jedem 
auf  einem  verschiedenen  Wege  gefundenen  .Formehi  über* 
einstimmt),  darf  man  sieh  wohl  nicht  eherllofnung  machen^ 
als  bis  man  die  gan£e  Untersuchung  in  gröf^erer  Aligemaxn- 
heit,  nicht  beschränkt  durch  die  Voraussetzung  einer  liitea«- 
-rischen  Bewegung,  anstellen  kann,  und  auch  dann  noch 
werden  die  theoretisch  gefundenen  Formeln  raaaeher  Cor- 
rectiönen  bedürfen,  weil  der  Widerstand,  welchen  die 
Bew;egung  des  Wassers  an  den  Wänden  des  Gefnfses  leidet, 
selbst  auch  dJer  Eikiflufs  der  unvollkommenen  Fluiditat  des 
Wt-is^ers  sich  wohl  noch  lange  der  theoretischen  Betracht 
tung  entziehen  werden.  —  Ich  kehre  jetat  »u  den  Unter- 
^uchui^gen  des  vorigen-^}«  aurück«   '    ^ 

307,  Wir  naihmen  im  letzten  Probleme  eine  unverän* 
derliche  Kraft  L  an,  welche  auf  die  Oberfläche  des  Wassers 
eineü  immer  gleichen  Druck  ausübte,  die  Bewegung  des- 
»elben  mogte  schnell  oder  langsam  seyii;   aber  bei  imsem 


I. 


■     \  *. 
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Ma3chincn,  welche  das  Wasser  forttreiben,  ijt  die  Wir- 
Itupg  der  angewandten  Kraft  nicht  so  beschaffen,  sondern. 
diese  wirken  immör  desto  schwächer,  je  schneller  das 
Wasser  in  der  Rö^rc  sich  fottbewegt,  •  Ich  habe  schon  im 
vorigen  Abschnitte  angefijjirt,  wie  die  Wiikung  dieser 
Kräfte  von  der  Geschwindigkeit  abhängt,  «und  wiederholq 
für  den  jetzigen  Zweck  nur-,  dafs  man  .eine  .gewisse  Kraft  F 
anwendet,  welche  mit  de^  Geschvi^indigkeit  t=:  c  wirkt, 
und  dafs  alles  darauf  ankommt ,  die  Einrichtung  der  Ma- 
ichihe  zur  bestimmen ,  um  das  Wasser  durc^h  jene  mit  be- 
stimmter Geschwindigkeit  wirkenjp  Kraft  in  .der  Röhre 
gif  ichfätfnig  fortzutreiben^  ^         . 

30Q.  Problem  62^  Wenn  daa  Wasser  durch  eine 
Röhre  Aao  O  (Fig.  49.)^  deren  Weite  nicht  allenthalbeu 
gleich  ist,  auf  die  gegebene  Höhe  Om  s=  a  mit  gleichförmi- 
ger Bewegung  durch  eine  Kraft  F,  die  mit  dei*  Geschwin- 
digkeit =  e  wirkt ,  erhoben  werden  soll ,  die  Einrichtung 
der  Maschine  anzugieben,  wodurch  man  diesen  Effect  er- 
halten kann ,  und  die  in  gegebener  Zeit  erhobene  Wasser* 
jnasse  zu  bestimmen. 

Auflösung.  Die  Wirkung  der  Maschine  besteht 
Mos  darin,  dafs  sie' die  K^aft  an  einen  andern  Ort  übec- 
trägt ,  und  in  gewissem  Verhältnisse  vermehrt  oder  vermin- 
dert. Wenn  also  die  Maschine  bewirkt,  dafs  diie  Kraft, 
welche  das  Wasser  durch  die  untere  Oefhung  Aa  .treibt, 
s=  «Fsey,  so  wirket  diese,  nach  der  Natur  der  Maschine, 

.kiermit  der  Geschwindigkeit  ==  — ,  und  dife  Einrichtung 

der  Maschine  bangt  Mos  von  der  Zahl  n  ab^  'welche  also 

bestimmt  werden  muüs.     Weil  die  Weite  der  Röhre  in  Aa 

=  cc  ist,  so  wird  di^  Höhe,    welche  den  durch  diä  Kraft 

n.  F         . 
n.  F  bewirkten  Druck  qbmifst,  =  — ,  und  diesem  Drucke 


cc 


kommt  noch  der  Druck  der  Atmosphäre  zu  Hülfe;   daher 
wird   der   im   vprigen  Piobleroe  mit  L  bezeichnete  Druck 
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I 

»F  , 

hier  =:f.  =  — +  Ä,  und  das  Wasser  wird  mit  der   Ge- 

c 

•chwindigkelt  es  —  durch  die  Oefnung  A  a  getrieben, 
iMan  erhalt  also  für  die  Geschwindigkeit  des  bei  Oo  aus« 

fliefscnden  Wassers. v  ss — 7;,  weil  die  Gröfse  der  Oefnung 

Oo  =  Jf  ist,  zugleich  ist  dv  =  o.  Die  Höhe  der  Ausflufs- 
ö£nung  Oo  über  jin,  welche  vorhin  ß  — »  hi^fs,  ist' hiei 
==  a><  und  folglich  jetzt 


oder  45^«* 


f' 


woraus  sich  n,  mithin  die  Einrichtung  der  Maschine  h^ 
stimmen  Iä£}t.  Damit  aber  die  Bewegung  so  fortdaure, 
mufs   bei   ^a  in  jeder  äecunde    eine   <2uantität/ Wasser, 


c^e 


welche  =  —ist,   mit  der  Geachwindigkeit  = —  zufiie* 


n 


fsen ;  un4  dann  wird  auch  die  b^i  Oo  ausfliefsend^  Wa«8er- 


/  \ 


*^enge  =  — —  ih  jeder  Secunde  seyn. 


Um  einen  allgemeinen  Ausdruck  für  den  Druck  p  in 
irgend  eineni  Querschnitte  zv  9u  finden«  sey  die  Länge  der     , 
Röbre  bis  dahin  ^z  =  i,    die  Höhe  des  Punktes,  z    =  v 
4^r  Querschnitt  zt;  =  «9.  so  ist 


P^=ft  +  a  —  J?  + 


c*e» 


f] 


fder,  wetoamaxifttr 


<:** 


-r 


seineii  Werth  s^tzt,^ 


p=*-»  + 


>^ 


■■  ■  ^ 


«  • 


I 
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309.  ^yenn  beide  Oefnungen  Aa  und  Ot^  gleich  grofs 

sind,    c^  -^^  f^^     so   gibt  die   Gleichung    des    vorigen   $< 

nP^  c*a 

— J-' -*^  a  s=:  o,  also  »  s=  -~- .     Djc  in  jeder  Secande*ausge* 

gossene  Wassermenge  wird  nun  :=  — •     und   eben  so  viel 

muls^ immer  mit  det  Geschwindigkeit  =  *— ^  in  die  Oefnung 

jia  einfiiefsfen,  und  von  eln^r  andern  Kraft,  auf  welche 
wir  liier  nicht  Rücksicht  nehmen ,  herbeigeführt  werdeut 

,     Wenn  hingegen  €*>•  y*,    so  wird  auch  '3  >  — ,  also 

i^ird  weniger  Wasser  in  derselben  Zeit  erhoben ;  dafür  aber 
braucht  auch  die  Kraft,  welche  das  Was'^er  der  Oefnung 
^a  zuführt,  und  ihm  die  nöthjge  Geschwindigkeit  (welche 

^«  .  .  ^. 

jetzt  kleiner-,    als  *— ^  ist)«ertheilt,  nicht  so  grofs  zu  seyn, 

als  wenn  beide  Öffnungen  gleich  grols  sin*d.  Der  umge- 
kehrtb  Fall  tritt  ein,  wenn  die  AusQüfsöfnung  grofser  als 
jta^  c^  -^  ff  i$t;'  dann  wird  das  Volumen  des  ii^  jeder  Se* 

Fe    .        ,  •  ,   ' 

cunde  erhobenen  Wasfers  >  — ,   es  wird  alK>  mehr  Wasser  * 

gehoben,  als  im  ersten  Falle,  aber  es  mufs  auch  desto  mehr 
Wasser  und  desto  schneller  bei  A  a  zufliefsen ,  also  die  von 
uns  nicht  in  Betrachtung  gezogene  Kraft,  welche  dieses  h^ 
^irkt,  d^sto  grofser  seyn. 

310.  Nach  den  bisherigen  Erläuterungen  wird  man 
diese  Verschiedenheit  der  durcji  dieselbe  Kraft  erhobeneu 
Wassermenge  nicht  mehr  aufTällend  finden.  Denn  wenn 
wir  die^anze  Wirkung  mit  der  gesammten  wirkenden  Kraft 
vergleichen  wollen,  so  müssen  wir  auch  diejenige  Ki'aft, ' 
welche  das  Wasser  der  Oefming  jia  zuführt,  mit  in  Be-^ 
trachtung  ziehen,  und  wenn  diese«  geschieht,  so  6ndet 
man  immer  die  Summe  der  wirkenden  Kräfte  der  hervor- 
gebrachten Wirkung  gemafs.     Weil  aber  in  den  Fällen,  wo 
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Wasser  durch  Maschinen  erhoben  wird,  eben  die  Kraüc^ 
welche  das  Wasser  durch  die  Röhre  forttreibt,  auch  seibat 
der'  Röhre  das  Wasser  zuführen  mufs ,  so  werde  ich  die 
Erhebung  des  Wassers  di^rch  ;Saug  -  und  Druckwerke ^ixn 
folgenden  Abschnitte  noch  näher  betrachten. 


M«db 


Vierter    Abschnitt.  ^ 

f^ön  der  Erltebung  des   Wassers  durch  Saug  -  ünä 

Druckiüerke.    . 


^MrfB 


3x1«  PVohlem  65«  Wenn  eine  cylindrlsche  -Rohi:!!' 
BhcC  (Fig.  570»  ^^  welche  unten  eine  sich  sehr  erwei« 
tei'nde  Röhre  angesetzt  ist,  in  ruhendem  Wasser  Ee  steht, 
und  der  Kolben  POo  in  derselben  mit  bestimmter  Kraft 
hinaufgezogen  wird,  die  durch  d!en  Druck  der  lauft  auf  £« 
bewirkte  Bewegung  des  in  der- Röhre  aufsteigenden y  dem 
Kolben  folgenden  Wassers  zu  bestimmen.    .  «       ' 

Auflösung.  Nach  Verlauf  der  Zeit  =1  t  sey  der 
Kolben  bis  Oo  erhoben,  und.  das  Wasser  bis  an  seine - 
Grundfläche  zur  Höhe  CO  ^==  x  gestiegen ;  der  Querschnitt: 
der  Röhre  sey  =?:  ff^  die  Geschwindigkeit  des  Kolbens  und 
des  demselben  immer 'ibIgenden.Wa&sers  =1  t;;  die  Kraft, 
welche  den  Kolben  hebt,  i=zff  ,Uj  der  Druck  'auf  die 
Oberfläche  Oot^  IT.  '  Dieser  Druck  würde,  Wenri  keine 
Bewegung'  Statt  -fände ,  wegen  des  Druckes  der  Atmosphäre 
.  SS  k  auf  den  Kolben  ,  =  /l  — ^  u  se^n;  wegen  der  Bewegung 
aber  erhält  er  einen  andern  Werth^  nnd  n  mufs  also  noch" 
bestimmt  werden.  Dagegen  ist  de*r  Druck',  welcher  ^iq 
irgend  einem  <^uerschnitte^a  der  untern  weitern  Röhre 
Statt  findet,^ bekannt,  denn  wenn  die  Tiefe  des. Punktes  A 


» 
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. -anUir  der  01>erfiäche  des  Wassers  E^,  Cm  t=  a  hty  so : ist 
Ker  der  Dnick=ft  +  «,  und  wir  können  nun  die  Glei* 
obungen  des  302.  g.  anwenden,  wenn  wir  dort  £.  =  jt  +  «, 
k^=z  —  «}    ßz=iXj   fe=;^n  setzen,    und  weil  c*   oder  der 

i^uexichintt  Aa  als  ftelir  grofs  angenommen  wird,  B  =  -jj 
annehmen.     Alsdann  wird 

und  ^gdt  (k  —  IT  —  ;r)  —  v^/dtr=i  ^xdv^ 

aber  c2j^  Ist  der  Raum,    welchen  das  \Yas3er  im  Zeiträume 
it  mit  der  Geschwindigkeit  v  durchläuft,   alsq  dx^=ivdt^ 
folglich  «a;v<Ji;  +  i;*dar=4^rfa;(A  —  O  —  x) 
.    und  i;*a;=:4«^/(Ä  —  n  —  a)d.x,,. 

Wo  also  nur  noch  11  bestimmt  werden  mufs ,  dess,en  WeitU 
ftitit  aui  andern  JDatift  für  die  Bewegung  des  Kolben»  her« 
leitcA  läfst*  ^  . 

f.  '  ^sjseynai^ch  dei  ganzen  Kolbens  Masse  einer  Was* 
t^^nuaie  gleich^  deren  Volumen  und  Gewicht  z=z  f^.  h;  di« 
Früction 'des  Kolben»,,  welche  seine  Bewegung  sehr  auf- 
hält^ sey  c=,i,f^hi  die  Hraf^,  welche  den  K'olbeu-  au& 
wärts  treibt^  ist  nach  den  im  Vorigen  -angenommenen  Be- 
zeichnungen =  y*  (n  +  «  —  A).,  weil  nämlich  der  Druck  tt 
•ich  mit  der  Kraft  ff  •  u  vereinigt^  der  i)ruck  der  Atmo- 
sphäre aber  entgegen  wirkt  $  diese  bevre^eude  Kraft  wird 
durch  des  Gewicht  und  die  Reibung  des  Kolben«  =:^l^i+^^y^fc 
vermindert,  sie  bleibt  also  :=ff[U  +  u  — .  A  —  (1  +  ')  ''}f 
tactd  folglich  ist  die  auf  den  Kolben  wirkende  beschleuni« 

Ti  +  u  —  k—(i+i)h' 
gende  Kraft  y=  ■*     « 


Nun  durchläuft  der  Kolben   mit  der  Geschwindigkeit 
;tev  in  der  Zeit  dt  den  Rauih  dx^   und  die  Beschleunigung 

dv  vdv 

seiner  Bewegung    —  ist  c=-^ — ;    diese  ober  wird   durch 

»     ^    ift  djt 


X  \ 
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die  auf  den  Kolben    wirHende  beschleunigende  Kraft   bje» 
itimmt,  und  es  ist  also  nach  bekannten  Gründen 

vdv  2,g 

-^  = -^  [n  +  u  -  Ä -^  ( i  +  i5  A] , 

w«lche,   mit  2jb  Jx  multipliclrt  und  iiitegrirty  gibt 
hv^  =z  ^glfndx+fudx-'kic—d+t^hxl 

Aus  der  ersten  Bestlmniung  für  v  fanden  wir 
xv^  =  ^g(kx  —  ix^—fndx), 

und  die  Sujnme  beider  Gleichungen . 

(h  +  x)v^z=::JS^g[fudx—(l+})hx~lx^) 

bestimmt  die  Geschwindigkeit  v  ÜLt  jede  Höhe  x^    da  sin 

das  unbekannte  IX  nicht  mehr  enthält. 

Um  n  selbst  aber  zu  bestimmen ,  braucht  man  nur  dje 
beiden  Werthe  von  v^  mit  einander  zu  vergleichen  und  v^ 
zu  elifniniren:  man  findet  dann 

fTldxi=:lisi  +  * 


.^..i. 


also  aus  dem  Differential  derselben 
^  {i  +  i)h{^hx  +  x^) 


ujr 


h  +  x' 


hfud. 


(/.+  :c)*  ,     h+x       (h+x)^' 

Diesen  Werth  von  IT  mufs  man  deswegen  kennen ,  Weil| 
wenn  ^r  negativ  wird^  das  Wasser  dem  Kolben  nicht  mehr 
unmittelbar  folgte  sondern  einen  leeren  Raum  unter  dem? 
selben  lafst»  wo  dann  auch  die  Anwendbarkeit  der  Formeliji 
aufhört. 


312.      Dav*=45^ 


h  +  x 


ist>'  so 


kann  keine  Bewegijng  entstehen,  wenn  nicht  diese  Grqfs^ 
positiv  ist;  ^im  Anfange  der. Bewegung  also,  da^^rs^o, 
mufs  M  >  (t  +^)/i  seyh,  nachher  aber,  ^eil  x  wächst, 
mufs  die  Kraft  1^  in^mer  grölser  werden,  wen^  die  Bewe- 
gung fortdauern  soll,  ' 

313.     Wenn  die  hebende  Kraft  u  uü Veränderlich  ist, 

[tt  — (i  +  ^)fc— |ik]  ^ 

so  wird  ü*  =;  4  o-x ,   ,  ,  und  diese  Gleichung 
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zeigt,  dafs  die  Ge^chwinaigkeit,  welche  aoAt^gs  mit  x 
'wubhsi  nachher  wieder  abnimiDt,  und  ver&olivVindet,  wenn 
jr  =  &u  —  ^(^j.  +/)^  ißt;  alsdann  aber  wird  der  Druck  des 
Wassers  gegen  den  Kolben 

und  bis  dgfhin  wird  -das  Wasser  dem .  Kolben  folgen ,    wetin  ^> 

dieser  Werth  von  n  ^noch  positiv  ist. 

• 

Um  also  zu  sehen ,    wie  hoch  man  das  Wiis^er  beben 
kann,    ^ill  ich  diesen  Druck  =  o  sc-rzen,  und,  um  abzu- 
kürzen, u— C|+f)A=i''»  dann  wird  4  tr — 4r*  +  '**=i=», 
.       alsor  =  ii  +  i/C/t»+^»), 

ttftd  die  Höhe,  bis  zu  welcher  durch  diese  Kraft  das  Wasser 

*  •  *  •  ■ 

gehöben  werden  kaijn , 

*  =  fc  —  Ä  + /(fc*  +  jt*). 
Das  Wasser  wird  also  desto  höher  gehoben ,    je  kleiner  die 
'  Masse  des  Kolbens  iu»  und  wäre  diese  =  o,  also  ^  =  o, 
«o  könnte  die  Höhe  ==  fi&  werden ,  wie  auch  die  sehr  ahn* 
liehe  Betrachtung  des  ]J.  26B  b.  ergibt. 

Die  Friction  ändert  diese  Höhe  nicht. 

514.      Dafs  unten  an  die  Aöhre  BlcC  ein  sehr  viel 
Weiteres  Stück  A  C^a  angefügt  ist,  habe  Ich  blos  deswegen 
Vorausgesetzt,    damit  man  nicht  nöthig  hat,    anzunehmen, 
das  in  die  RÖhre' tretende  Wasser   erlange  plötzlich   eine, 
endliche  Geschwindigkeit,  da  es  vorher  ganz  in  Ruhe  war.     « 
Da  aber  diese  Yorausse^ung  auf  die  Rechnung  keinen  Ein»  « 
fliifs  hat,    so  ist  es  klar,    dafs  jdie  Erhebung  des  "^Yassers 
eben  so'geschehen  werde,    wenn  auch  die  Röhre  ganz  cy- 
llndrisch  und  in  stillstehendes  Wasser  eingetaucht  ist.   Ahct 
auch  in  diesem  Falle  erlangt  das  bei  Cc  eintretende  Wasser 
nicht  plötzlich  eine  endliche  Geschwindigkeit,    sondern  ia 
/  dem  aufserhalb:,der  Oefnung  Cc  befindlichen  Wasser  wird 
eine  ähnliche  Bewegung  entstehen ,  als  ob  ein  solcher  wei- 
terer  Theil  ^  Cca  an  die  Röhre  angesetzt  wäre. 


s 
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Notbwendig  aj>et  war  es,  auch  auf  die  Bewegung  des 
Kolbens,  auf  seine  Trägheit  und  Friction  Rücksicht  zu 
nehmen,  weil  auf  diö  üeberwindung  dieser  HindeYuisse 
der  Bewegung  ein  hetvächtlicherTheil  der  wirkenden  Kräfte 
verwandt  wird,  welches  besonders  heim  anfange  der  Be- 
wegung einen  erheblichen  Einfiufs  hat»  Denn  wenn  des 
.  K-olbens  Masse  untl  Friction  bei  Seite  gesetzt ,  also  h^=SfO 

4  ö  C/'*  ^^  —  i  •'**) 
wirdj    so  hat  man  t>*  =  ■  ■  ■ »    oder,    wenn  u 

eine  unveränderliche  Kraft  ist,  i>*  =  4^  («  "*•  i-*")»  .^olg* 
lieh  für  X  CS ,0,  i;*  =  4^ir;  das  Wasser  würde  aläo  gleich 
im  ersten  Augenbliclce  eine,  endliche  Geschwindigkeit  er- 
langen, statt  dafs  nach  den  vorigen  For^neln  die  Geschwin- 
'digkeit  allmählig  wächst.  Aher  der  Fall,  dafs  Ä  &=  o  ge» 
setzt  werden  kann,   kommt  nie  vor« 

315.  Ein  solcher  »mit  einem  Kolben  v^rsehenet  Cy- 
linder,  in  welchem  bei  der'Erhebuug  des  Kolbens'  das 
Walser  dutch  den  Druck  der  Atmosphäre  hineingetrieben 
wird,  heilst  einSaugwerk.  —  Dafsblös  der  Druck  der  Atmo*- 
Sphäre  das  Wasser  hier  in  der  Röhre  hinauftreibt«  ist  offenbar, 
obgleich  derselbe  in  der  Formel  für  v  nicht  vorkommt;  denn  das 
Wasser  kann  dem  Kolben  nur  dann^lgbn,  wenn  der  Druck  11, 
^eichen  es  geg^n  den  Kolben  ausübt,  positiv  ist.  Aber  für 
J(k  =r  o,  oder  wenn  der  Druck  der  Atmosphäre  nicht  da  wäre» 
wird  gleich  anfangs,  wenn  ^•txa  o  ist,  auch  11  =  o«  das  Wasser 
würde  also  gar  nicht  anfangen  zu  steigen ,  und  die  ga^ize 
'Bewegung  nicht  Statt  ßndeii.  Unsre  Rechnung  &eigt  übri» 
^'•gens,  dafs  das  Wasser  weit  höher  gehoben  werdeh  kann, 
.als  die  HöheA  betragt «  ja  dafs*  die  Höhe  9f  hst  doppelt  so 
.grofs,  afs  k  werieäi  kann^  wexin,  ht  sehr  klein  und  u  grofs 
^enug  isC    Wenn  nämlich  (0.  513.)  die  Kraft 

^      u  =  Ci  +  ^)/.+ift  +  i/(fc*  +  F) 
ist,  so  kann  das  Wasser  bis  zur  Höhe  =  k — /i+\/r(Ä*  +  i*) 
gehoben  "werden,   und  in  jeder  geringem  Höhe  ä  x  ist  für 
die  Geschwindigkeit  =  v 

**  = fc^^ , 


554    *-^"^'  '^'  ^^^  Ahlh,  Gesetze  der  Uniear%  Bewegung  ßüss»  Röfpen, 
die  Gescliwincligkeit  wird  also  am  gröfsten ,    wenu 

*  =  r-  A  + /"[U-l- & /"(fc»  +  A*)  ]  , 

und  alsdann  ist  •        ' 

Aber  der  Fall»  dafs  die  Höhe  x  grofser  als  k  wird^  tritt 
beim  wirklieben  Gebraucbe  der  Pumpen  nicbt  eint  denn 
gewöbnlicb  wird  das  Wasser,  nacbdem  es"  auf  die  bisher 
betiacbtete  Weise  gehoben  ist,  durch  den  t>ruck  deö  Kot- 
bens noch  höher  getrieben,  und  alsdann  ist  datf  Saugrohr 
nie  s^cbr  hoch'.  Ueberdies  wird  auch  bei  diesen  Pumpen 
nie  der  Kolben  bis  zur  Oberfläche  des  Wassers  Ee  (ß'i^*  ^g*) 
herabgebrachtj  sondern  in  -einer  gewissen  Höhe  ist  ein  Bo- 
den Cc^mit  einer  Oefnung,  welche  durch  das  Ventil  m  ver- 
schlossen wird,  wenn  der  Kolben  niedergeht  und  das  Wiks- 
set  durchlöfstf  wenn  er  aufwärts  gezogen  wird.  In  diesem 
Falle,  wo  nicht  für  AO  t:^  o  die  Geschwindigkeit  -  =  6 
wird  >  werden  die  Formeln  «twas  anders ;  es  sey  nämlich 
tiun  AC:sz$t  lind  CO  =  o;,.  so  wird,  wenn  man  die  Röh- 
ren CA  und  CO  als  gleichweit  annimmt ^  und  in  ().  311.  die 
gehörigen  Veränderungen  vornimmt»  1 

,      »*(»  +  jc)=4g'(Aa:— «Af.— ^a;*— /HcZ*) 
und  t;* Ä  =  4 ^  [/nii«+/ttiia;  — fca;— •0^+ J) Äjr], 


also  »^  ssi 


fc+«+» 


Diese  Formel  gilt  für  den  Fall  ^  daft  die  untrere  Rohre 
^Cjeben  so  weit,  als  CO  ist,  und  ^^Ss  man  au/  die  Veten* 
gerun'g  in  der  Oefnung  m  nicht  Rücksicht' nimmt;  ut  AC 
weiter  oder  enger,  so  erhält  JB  im  311*  $»  einen  andern 
Werth,  und  auch  unsre  eben  angegebene  Formel  ändert 
^sich.  -f 

Sei  diesen  Pumpen  wird  4er  Kolben  nur  bis  bu  einer 
gewissen  Höhe  erhoben ,  und  alsdann  wieder  herunter  be* 
wegt;  das  Ventil  m  verschliefst  sich  nun,  und  das  Wasser 
witd  entweder  durch  eine' andre  Röhre  DvVd  aufwart» 


p— 


"l- 
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getrieben y  oder  es  dringt  durch  ein  im* Kolben  selbst  be- 
iiadljches  Ventil  über  denselben  hinauf;  in  jenem -Falle  mnfs 
ein  bei  n  befindliches  Ventil  die  Rohre  DJ^  vterschliefsen, 
wenn  der  Kolben  in  die  Höhe  gezogen  wird.  Wir  wollen 
diesen  Fall,  da  das  Wasser  durch  die  Röhre  DdvV  in  die 
Höhe  getiieben  wird,  oder  di«  Bewegung  des  Wassers  in 
einem  DruckwoT'ke  jetzt  näher  betrachten« 

5i5.  Pr-öblem  64. .  Wann  die  Röhre  J3 ft c C  (Fig. 
59.)  bis  an  JBiy  und  die  Steigröhre  DdzZ  ganz  mit  Wasser 
gefüllt  ist,  ^und*^  der  Kolben  alsdann  mit  gegebener  Kraft 
niedergedrückt y  also  das  Wasser  durch  die  Röh|-e  DdzZ 
getrieben  wird,  diese  Bewegung  des  Wassers,  wenn  es 
bei  Zi%  ausfliefst^  zu  bestimmen. 

Auflösung»'  Der  Querschnitt  des  Kolbenrohrs  BhcC 
sey  ff^  die  Höhe  BC-^z  J;  am"Eiid*e  der  Zeit  t'iej  dej? 
Kolben  bis  Oo  herabgetri^ben ,  und  die  noch  übrige  Höhe 
CO=:Xj  die  Geschwindigkeit,  mit  welcher  der  Kolben 
niedergeht,  =1;,  die  den' Kolben  mcdertreibende  Kraft 
z=zff,ui  der  Druck  aberj  wrelcKen  das  Wasser  auf  die 
Basis  des  Kolbens  ausübt  9  oder  eigentlich  die  diesem 
prucke  entsprechende  Höhe  s  11. .  Ferner  Bpy  die  .Weite 
der  AusfluTsö^ung  Zz  =  cc,  also  dii9  Gesohwindigkeit  des 

Ausflusses  durch  diese  Oefnung  =3 ;  die  Höhe  TZ  sey 


rc 


=  a^  imi  für  irgend  einen  Funkt  S  der  Röhfe  die  tiSnge 
D«S  =-=  j,  der  Querschnitt  Ssssu^  die  Höhe  yS  =i  *,  der 

Druck  iü  Ss^sssp^  die  Geschwindigkeit  =«=cs  — -. 
Die^Gcsetze  d«t  Bewegung  geben  also  nun 

f>ds 
wo  f. —  von-  Oo  bis  Ss  genommen  werden  mufs»       Djer 

J^V^^xih  dieses  Integral»  von:  Oo  bis  Cc  ist  Ä-j^(wenn  man 

'    ,^  Z  2  "^ 


V 


»!'      '    * 


«        ♦ 


>  \ 


t/ 


356     IL  T^.  n.  ^i'^**   G^^ize  der  linear.  ßtfii>*Ju«^  /?wi5.  Körper, 

auf  4en  weeen  der  plötzlicliea  Verengening  entstcliehdeiv 
Suutlci  nicht  siebt);  tiir  die  ganze  Rubre  DZ  se^  der^ 
WertU  desselben  =  D;  nian^  bat  also,  weil  m  Oo  der 
Druck  =  Il'ist,'  v^  2mz  aber  =  fc,  dem  Öiucke  der  Atmo» 
aubäxe..gjeicb  i&t>    3ie  beiden  GleiMiungcn 


fi^n  =iA  :  t 


uttd^fffc  =  A;  C  — Ä^^a— 


^^ i — -    T 


,   Uc*- 


Ai 


D-f 


//] 


also  2g-cn-i)=a^.C«— f)+l^'b^M  +  ITTr'^'T/J' 


Da  nun  tier  vJt  =  —  ix  ist",    so  hat  mai^  a^cb 


•^i 


Av — üf^if^v 


f 


D*y 


od«rr  wenn  ich  ~  •—  1  s=  X  und  D^r^y^  setze^  - 

welche  durch  Cin+^)  T.    dividirt  und  integrirt ,  gibt 
...,/i^ : ^U-i-Const-- ^, 

wo  dlelifestandige  Gröfse  ao  bestimmt  Wferden  mufs,  daf» 
fiir  A'''t=&,  r=t:osey.- 

Wenn  iJuri  ferner   dad  Gewicht   des  Kolbens  ^=^fff^ 
«efne  Frictioa:  ?=  ^/*A  iat,  so  wird' er  mit  der  Kraft  ' 

xuederwavts  getrieben,  daher  ist  für  seine  Bewegung 

4glkx+hx(i  —  t)+luft^--fndx'] 

1;*  =s  Const  —  '      ■     «     ,  ♦ 

A 

Da  es  aber  hier  zuerst  unser  Zweck  ist,  die  Grofse  11  t\x 
eliminiren ,  so  gebrauchen  wir  besser  die  Diffierentialglei* 
chungen  /^g(n—k  —  a'{:x)»x:=z\v^'dx  —zQm  +  x}vdv 

und  /^glk+u  +  h(i  —  i).—JI]dx=s:'^ßhvdv^ 
aus  d^ren  Summe  man  erhält 


4s/ 


lu—a+x  +  il^f^h^ix 


v 


Oi+m+xf^' 


*  ==  Const  ~  ^7"; m* 


(k  +  m+x^ 


'V 
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.         .<.      i  .    ^^'k      .     .     «^  .       <       ,  .    tj      .,      i  .     t.V)^.      .        *  .  A.        .1.1. 

wp  wieder  die  Cqnstans  und  das.  unaufgelöste  Integral  so 
l^'enomnieu  werOefi  müsseu,  dals  v  ==  o  wird,  wenn  *•  =  a 

'.      •  Setet  ;»aa:die  Höbe  J3  0=cy,  abö  jp^asi-r-y,   M> 
•  lälkt,aicbv  dIe&eU)^,iG]leifihung  aucbt.aa  «ii9diü<:lien :  \     ^ 

I v^  ,       "i    t--  ;>[j#  -r-  «  +•  ?ji  —  t)  h  +-&  — y]  tfy» 

(Ti+m+i^Iy)^'^^-^^  (/i  +  m  +  t  — y)*+'   ^- 

WO  das  Integra^^  8f\.  genommen  wi^d ,  dafs  es  mit  y  =  ^  ver- 
schwindet. 


V-** 


>^ii7.  tya)mi  afJö  aerltolbetudas  Wasser  in  Bewegung 
seUen  Jiönu^rHii^A.jli#-^>^ejbr£vc(ite  Kraft  u->..a  +  ^/i  —  ^— -  A 
aeyn;  wenn  dief es «d^r  1[ all  ist,«  M>- wird  die  Bewegung  an- 
'^ftn^S^  be&ql^l^l^iigtv  -unJ  ^e}X»e«cLwiiidlgkeit  wird  am 
gröfsten,  wenn  y  =si*'i-.  a-h  (1— #)  ä  +  ft  ist.  .Wofern 
•l^Q-**.  "«N  «  *^  (iv*^  ^)'A  ist,^  oder  li"  zwiafchien  den  Gräpzen 
4  —  <^i^;)*i"iacl  «'— ">(i  —7)  ff^^Ticgt»  so  errerctt  dife 
Geschwindigkeit -ilnjin  gr^feften  .Wprtb)  ehe.  y  =;.t  wird, 
und  nimmt  alsdann  wiedersah« 

318.  Vi^enn  die  Höhe  TZ  =  /i ^  zSx  wekher  das  ^as- 
.  ser  gehohen  werden  soll,    sehr  git^fs  ^egepßC^  A.ist,  so 

•^rd  aiiii  >itB  Gröft'e  jD  odaJ  m  ^  ^ff  sehr^rofs ,  denn, 
wenn  die  Weite  der  ganzen  Röhre  D SZ:z=:  Jf  'überall 
'gl^fcKwäre,  so  lst7n'=£=  DSZ»  In  diesem  FalTe  kann  man 
•//-+  i  +  m-—  V  als  un veränderlich: hein*achten,  und  erhält, 
weiPtn^'Ä  +  »H  +  ^  — y  u^d- Ä+m+A  als  gleich  betrach- 
Xt^  kanft,  ^   •.        •„.._..— 

Ci+m  +  ^)v^  cr4^^/[z/  — A  +  Z»-f  (i  —  J^j/i]Wy 

«MTO  die  GröCse  der  AmflMfsöfuung  gar  ninht  in  Betrachtung 
kommt»  '  .    t!    'ai'«>>     -       •  «•  '" 

'   .       .'  •       .  .  . 

319.  Die  Zeit,   innerhalb  welcher . der  Kolhen., durch 

diö  ganze  Holte  BC'==^h   herahgetrieben    wird,    und  das 

.  «gs^i&e  Volumeil  \ya&sßr&,^^ip,-;vrc)l^hf^  46n,  Batun  BhcQ 

iTJltCi   duixh  Zz  heraustreibt«  rlielse  jich   nun  auch  be« 
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.^tilPinen,  wenn  die  Gröfse  u  bekannt  wäre,  aber  man  darf 
diese  oder  die  Kraft  £=:  Y*  »  u,  welche  «Ifen  Kolben  treibt, 
nicht  willkürlich  annehmen,  weil  die  Mräfte«  deren  man 
'sich  zn  Betreibung  der- Maschinen  l>«dient,  bei*  jeder 
verschiedenen  Geschwindigkeit  eine  aÄdve  'Wirkung  her- 
vorbringen. •  Sollte  hingegen  der  ganze  Effect,  blos  durch 
ein  mit  dem  Kolben  verbundenes  6ewicht.  hervpr  geh  rächt 
werden ,  so  kann  man  u  als  mit  in  k  enthalten  betrachten, 
wo  dann  i  der  Erfahrung  gcmiii's  bestimn^t  werden  inufs. 
Alsdann  hätte  man 


V 


.  •   •  •    ■•    I  •'" 
\ 

2 


-r(fc+?^+*)t%: 


1  —  X    -     '  K 

pder,  wenn  man'  die  Ausdrucke  entwickelt, 

4je'CÄ  +  m  +  ft — v)*  '    / 

Aus  d^m  Vorigen  aber  erhellt,  daüs  h^  ti-r-h  +  ih  seyn 
mufs^  wenn  überhaupt  eine  Bewegung  entstehen  loU«. 
Wenn  y  sehr  klein  gegen  ^  +  m  +  ^  iit,  so  ist  beinahe 

So  würde  es  seyn,  wenn  die  g^nze  Kraft  blos  auf  die  Port* 
bewegung  des.  schon  geschöpften  Wassers  verwandt  würde  ; 
aber  bei  den  Pumpen  mufs  gewöhnlich  zugleich  dieselbe 
Kraft  das  Saug  werk  und 'das  Druckwerk  treiben,  wir  wol- 
len daher  diese'  Verbindung  noch  nahet  betrachten. 

3fio.  Problem  65.  Wenn  zwe?  ahnliche  PumpeuBS^'C 
nndB^t'c'<?(Fig,6o.),  Wovon  jene  das  Wasser  schöpft,  diese 


f 
\ 
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aber  das  Wasser  {so  wie -wir  im  letzten  Probleme  annah-  ' 

w"..        .  .  .  .  .      ' 

xren)   auf  die  Hohe  =;=  o  treibt,    l>eide  zugleich  voa^iner' 

gegebenen  r-'^raft    betrieben   werden,    die  Bewegyiig.  -de$ 

"VVaasers  ii^  jedet^eser  ipumpen  ?u  bestiiuinen, 

'  A u f  1  ö  s  u  n  g,.    Es  iej ,  wie  vorhin ,  jedes  Kolbenrohr« 
,  £  C  Höhe  =  h ,  -oder  eigentlich  d^r  ganze  KolbenhulP  ==  i, 
-der  Querschnitt   des   Kolbenrohrs    s=a  ff^     beider  Kolben 
Masse   s=:ff^h^    ihre  Heihung  ifßk^      Wir  nehdien    an,' 
dafs  der  aufwärts  gehende  Kolben  in  eben  dem  Augenblicke 
angefangen  habe ,   sich  von  C^  zu  isrheb^n,,  als  der  herab* 
gehende    Kolhßn   von  ffh'   niederwärts  zu   sinken  anfing;  .  , 
beide  Kolben  aind  an  den  Hebel  PQy    der  in  der  Mitte  bei 
7^ unterstützt  is(,  befestigt;  sie  bewegen  sich  also,    indefn 
der  Hebel  sich  dreht,    beide  gleich  schnell.     Gesetzt  nun, 
der  Hebel  würje  in  O  von  einer  Kraft  =  Vffy  die  wir  als 
bekannt  ansehen,  niedergedrückt ,  und  d{hraus  entstehe  eine 
den  Kolh&n  Oo  hebeade  Kraft  =;  -P//,    und  eine  den  Kol- 
ben (7o'   niederdrückende  =  Qffy    *o    ist   /^=  P+  O. 
Weiifi   also   am  Ende   der  Zeit  t  b.eid^   Kolben   den  Weg 
CO  =z  B{  (y  ^=  X  zurückgelegt   haben ,    u^d    mit   der   Ge- 
schwindigkeit =i;fQrtgöben,  so  erhalten  wir  für.die  Pumpe> 
welche  das  Wasser  schöpft  (aus  §.  315. ,  wo  u  =  P  ist),     * 

fttr  die"  zweite   aber,    welche  das  Wässer   ausgiefst   (aus 
g.  316. ,  wo  w  =  p  und  y  =; «  gesetzt  werden  mufs), 


v* 


^ 


(Ä  +  m+^— ;ry  ^ 


—  \si 


rn— fl+Ci  — ^*+* 


X 


oder,  wenn  inai\  "die  Differentiale  dieser  Gleichungen 
iiimmt,  *  '         . 

2i;£2v(A  +  «  +  Jif)+t>*<;c=45-flfa;(i* — m — (i+J)ä — ä)  und 
%  vdv  (/i+m+i— *)  +  \v^dx = l^^Ax  ((^— a + (x — J)  A + 4  —  a), 
^ereu  Summe,  weil  P  +  O  =2;  ^  ist,  wird 
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X+i  ..    ^ 

Setzt  man  also      ,    ,       «  ,  ;  "  =  /• «   und  bezetclmet  mit  # 

2h+m+lf+u       '^^ 

die  Basis   des   natürliclien  Liogarithmensystems ,    so   wird^ 

wenn  man  die  Gleicliung  mit  «***  multiplicirt  und  integrirtt 

und  dieses  Jntegral  muf^  so  genommen  werden ,  dafs  es 
für  x.c=  o  verschwindet.  .  Die  Bedeutung  der  Buchstabefi 
m^mj  X  ist  aus  dem  Vorigen  behannt.'    ' 

^  321.  Bei  jeder  Bewegung  des  Hebels  PVO^  wenn 
der  Arm  VP  gehoben  und  FQ  niedergedrückt  wird,  füllt 
sich  die  Pumpe  ßC  mit  AVasser,  wührend  die  au^re  ß'  C 
das  Wasser,  welches  sich  schon  oberhalb  Cc  befindet,  zur 
Höhe  =  a  hebt:  die  Quantität  des  von  jener  geschöpften 
'\Va.'-sers ,  und  des  von  dieser  ausgegossenen«  ist  gleich 
grofs  =  bff.  Geht  nun  der  Hebel  zurück ,  so  dafs  der 
4rin  Fp*sich  hebt  und  F'P  sich  senkt,  so  füllt  sich'B'C? 
wieder  mit  Wasser,  und  aus  jB  C  wird  das  bei  der  vorigem 
Bewegung  geschöpfte  herausgetrieben  und  zu  eben  der 
Höhe  gehoben,  wenn  die  an  D  un4  D'  angesetzten  Röhren 
gleich  hoch  |ind ,  oder  sieh  in  eine  IVöhre  vereinigen* 

Hier'  wird  also  bei  je'dem  ^Hingänge  und  Zurückfijange 
des  Hebels  immerfort  Wassef  gehoben,  und  während  «der 
Hebel  einmal  hin  oder  zurück  bewegt  wird ,  von*  4ler  Hk^h 
=  p^f^  wird  die  Wassermassp  .*=  hff  ausgegossen.. 

/  382.     Die  Formel  ,^  welche  wir  für  die  Geschwindig* 

•  keit  v  gefunden  haben,  zeigt,  wie  die  Kraft^  welche  d^n 
Hebel  treibt,  besebafFen  se^u  mufs,  damit  sie  diese  Wir* 
kung  hervorbringen  könne,  denn,  damit  für*.r  =3  o,  dv  po- 
sitiv werde,-  mnfs  V  l>  a+ic  +  ßJ*/«  —  b  werden ;  im  ^nt- 
'  gegengesstzten  Falle  würden  die  Kolben  gar  nicht  anfangen,^ 
sich  zu  bewegen.  Hier  ist  m  die  Höhe  des  Bodens  Cc  über 
dem  Wasser,  aus  welchem  das  Sa'ugrohr  schöpft,  /»'aber 
die  Höbe    der  "Ausftufsöfniing  über  Cc,'  die    ganze   Höhe 
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plso ;  7XL  welcher  das  Wasser  .  gehobqii-  wi;;d^  .  ist  =  a  +  «, 
und  je  gröf&er  diese  Höhe  ist,  desto  .gröfser  muXs  auch  V 
\Beyn*  Ferne^  ist  2th  die  Reibung  beider  Kolben y  yirelche 
ebenfalls  von  det Kraft  Trüber vruiid,en  werden  mufs;  ^aber, 
welches  die  Höbe  des  Kolbenjiubes  bezeichnet ,  inufs  vöa 
der  Summe  jener  Gröfsen  abgezogen,  werden ,  weil  ;m  exr 
ften  Augenblicke  das  Wasser,  wielches  die  ganze  Höhe  ^ 
ausfüllt,  dtu'ch  sein  Gewicht  die  Bewegung  unterstützt« , 

•  * 

Bei  der  BestiQ^mnng^  der  l^ewegung  kommen  ferner 
noch  die  Gröfsen  &h  und  m  vor,  deren  eijie  die  Masse  der 
beiden  Kolben  (womit  auch  die  des  Hebels  und  die  mit  der 
auf 'den  Hebel  drücheu^en  Kraft  vereinigte  Masse  verbun-» 
den  werden  mufs)  bezeichnet ,  die  andre  aber  so  bestimmt 

werden  mufs,  dafs  m  =^ff  f"^  wird,  wenn  man* diese«  In> 

tegral  von  D  .bi«  an  das  Ende  der  Rohre  nimmt,  .  durch 
v/elche  das  Wasser  in  die  Höhe  ^trieben  wird.  — »  Die 
Weite  des  §augrohrs  ist  hier,  als  dem  Kolbcnrolire  glci(  Iv, 
voiaifsgesetzt.  Auch  die  Gröl'se  der  Öefni;ng,  wodurch 
das  \YMStet   oben .  ausflicf^t ,   Koüimt    hier  in  Betrachtung, 

weil   X  =  ^  —  1  ist.  *         '  •  •   ■  ' 


•  Die  Bestimmung  der  BewcgV^'g^  wi^4  hierdurob  im 
Allgemeinen  sehr  .schwierie;,,  wir  wollen  daher  ei^ie  be- 
stimmtere   Voraussetzung   für   die   Maschine,     w'elche   die 

Kolben  treibt,  annehmen, 

t  •  .     •       »  .    1 

■  • 
\  323.  Problem  (Sf  Wcnn.diir;He^iiel  JTp  {Fij5*^iOi 
fin  welchem ,  wie  im,  vorigen  Probleme ,  die  beiden  Pum» 
penkolben  hängen,  vermittelst  de»  ^hltomfi9!p£fMlMf'Ä\ 
iV elcher  "sich  gleichförmig  umdreht ,  abwechselnd  gehoben 
und  niedergefli^ückt  wird:  iie  Kr^ft^ ,zu^^e^tijt^i|VBp,  i^it 
welchen  in  jedem  Augenblicke  dieser '.Kn^mm zapfen  geirie« 
ben  werden  1n^fa^,?  dafinit.er  den  angegebenen  Effect  hervor« 
bringe.  .^    .^■'  l.,.        '  "-   ' 


/ 
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*  m 

AuflösuTigJ  Die  Bewegung  eines  solchen  äebels^ 
da  er  abwechselnd  gehoben  und  niedergedrückt  wird,  P^^g^ 
yermlttelst  des  Krummzapfens,  nämlich  einer  horizontalen, 
aber  bei  F  gekrümmtsn  Axe  MN  bewifkt  zu  vs^rden, 
welche  bei  F' eine  Stange  FO  fuhrt,  die 'in  f)  mit^dem 
Hebel  so  verbunden  ist,  dafs  sie  dais, Ende, des  Hebels  wech» 
BelsT^eise  um  dia  Höhe  mfi  F(r  hebt  und '  nieder  drückt. 
Damit  also  jeder  Kolben  um*  die  ganze  Höhe  :=  h  des  Kol- 
henrphrs  gehoben  werde,  mufs  FG  =:^bsejn^  und  das 
obere  Ende  der  Stange  wird  einen  verttcalen  lueis  FSH 
(Fig.  62,)  3urchlaufen,  und  zwar,  wie  wir' hier  voraus- 
•etz/cn  I  mit  gleichförmiger  Bewegupg. 

^  Die  Stange  befinde  sich  also  anfangs  an  der  höchsten 
Stell^in  F.^  und  das  an  dieselbe. befestigte  Ende  ies  Hebels 
O  seyin  /;  die  Länge  der  Stange  FI  sey  =  Z,  und  die  Ge- 
schwindigkeit i  mit  welcher  F  den  Umflang  des  Kreises 
durc)ilauft ,  sey  =  c.  Nach  Vferlauf  der  Zeit  =  t  sey  der 
Stange  oberes  Ende  nach  S  gekommen ,   und  der  Winkel 

.  FGS  siey  =  ^,  also  der  fiogen  FS  =  -j t^ ,  und  der  in  det 
Zßi\dt  zurückgelegte  Weg  ^bdip  ^zz  cdt^   die  Stande  aber 

•  hat  jetzt  die  Lage  6'(>,  und  SQ  blfibt  ^  l\  IQ  aber  der 
Haum,  welchen  das  untere  Ende  der  Staage  durchlaufen 
Jiat,  ^ey  gleich  dem  Räume,  um  welchen  die  Kolben  fort- 
geschol^en  sind,  ==  xi  Dieses a*  läfst  sich  aus  (p  bestimmen: 
TiiBVL  hat  nämlich  (7  Z  =>  1  -—  |  ^ ,   also  &€)  =  Z  —  ^b  '\r  x 

folglich  •a;=—>+iÄ—|iCo8>+/(Z»-.ii»  Sin  ^*),; 
jj         -i^.'ij    c-  jh^  Sin  <p'.  Co» <l>,d(l>    ■ 


U'Ä 


••i''  ..^        1    .,    ,      dx^      bdip  .  2cdx 

*  Da  nun  ä t  =  —  =s  — *^,  so  istvs  -,— , — ; 

y :        ^c  bd(p  * 


oder  1;  =3  c  Sin  p  — 


y(ii— ji»Sin^*)* 


*   I 
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Wir  komm«!!  nun  zur  Befittlmmun^  d^r  Kraft>   welcl^e 

nöthig  ist,    um    den  Krummzapfen   zu  drehen,     oder  das 

En^ev  «9  .der  St^^Q  gleicbföimig  im  Kreise  zu  13ewegen; 

fliege  Kraft,    deren  Richtung  jedesmal  auf  den  Radius  GS 

'  senkrecht  i^t^  -"Xey,  vn'Sff^   so  ent&pri&gt  daraus  nach  der 

'  ,     .    Sff 

Richtung  'S  O  «ne  Kraft  a  '...     '*;.'  o^   1    n^i*  welcher  die 

Stange  nach  der  Richtung  ihrer  Lange  fortgetriehen  wird/ 

Hnd  <IerTu6kt;p  ^^itd  niedergedrückt    mit  ein^r  KrMt 

Sff.CoiGOS  .« 

"=        o'     ^1  n  ^  — ^  •     D*o  Kraft',    welche  den  Ilehel    in  O 

niederdrückt y   nannten  wir   im  vorigen  Probleme  =  ^//> 

und  dieses  ist  dieselber,    welche  wir  eben  hestlrafnt.  habei^, 

S  .Cos GQS 
also  ist  J^=.  .  . 

'  ^  "  SiuGJiQ  .... 

-.  GQ-.  Sin^  .   . 

^  Kun  ist  Sin  GSg  =   ■■■■ 

•  «  ■  '  w 

GQ  +  ihCoiip 
und  Cos  GQS=  ■ ,"  1 

•        •    '  .   «S-CGp+'^J  Cos  (^) 

also  ^Ä=  y  — '. ■   ■    '.  •  ■ , 

^  '  GQ  .  Sm^  -   • 

oder,  weil  G()=lr|iCos?>+/(/*  — ii^Sin^»)  ist, 

'    ^        ^y./(P-j6^Sin^^j 

^"*Sin^./(/»  — |6*Sin^*;  — |fcSin<pCos(j)' 

IZiiesen  Ausdruck  müssen  wir  jetzt  mit  der  zwischen  v  unä 
V  gefundnen  Gleichung  des  vorigen  Problems  >vergleichen| 
diese  war: 

3^enn  wir  also  hier  I  als  sehr  grofs  gegen  \  h  betrachten,  so 

CL  Ou  ,  .      .     - .    » 

4äfsmanijir  =  ji(E  — Cos^),  — =?|JSin^'  i;*  =c*  Sin^*^ 

S.vdv  ,  *^  i_ 

,.  ■■  ,  ■■  fcsflc*  Sin.^  Cos^  und  F=:  ^r— ^  setzen  kann,     so 
d0  bind) 

Wird 


'    *^  ■    / 


/ 


•  \ 


r 
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s 


«     I   » 


=  2  ^  ft  Sin  (p 


Sin(p 


-^(ä+*ä  +  2 


folglipb,;  ist  die   in  -jed^aL-^igenbljcK^  ,zju^  .Erhaltung.  4<^7 
gleichförmigen  Bewegung  tiötbige  Kraft  * 

■'■■       •  e>        •  •         •  '.         --^ 

Ä=ö(a+»+2Jifcp^JCo$^)Siii^+  -*7(aA^-m+J+«)^in^  Co*'^ 

i — «*si^^^ 


4^ 


AJ  ,1  ,1 


Diese  Kraft  bewirkt,   daf«  während  eines  halben  üingangt 

*»  .     . 

der  Axe,  oder  in  der  Zeit  =  —  Secuddeui«  während  weicher 

.  st  c        ■ 

de^r  Krummzapfen^'und  d^is  Ende  der  Stange  von  der  hoch- 
*  steil  zur  niedrigsten  3telle  )(ommt,  die  Wassermenge  =±&f  f 
durch  die  obere  Mündung  der  Röhre  ausgegossen  wird. 
Wenn  aber  der  Krummzapfen  die  nied'TigsteT^telle  li  (Fig.  62,) 
erreicht  hat,  so  hebt  sich •  bei  fortgesetzter  Umdrehung  dpr 
Axe  das  an  Q  befestigte,  Ende  des  Hebfels ',  und ,  wenn 
man  HGS  =:z(p  setzt,  so  findet  man  für  die,K;-*ft,  welche 
die  Axe  drehen  muTs,.  wenn, sich  das  ]l£nde  der  Stange  in  S' 
befindet,  ebenso,  wie  vorhin,  1        , 

,S  =  («+a+2ife— iCo^(p)Sin  j?.H — 7  (a/r  +  m  +  i  +. »)  Sin^Co^ 


.+ 


45      . . 


und  es  wird  einerlei  Kraft  erfordert,  der  Krummzapfen  mag 
•sich  in  S  oder  in  der  giirade'  bntgbgeugeselzten  Lage  b^* 
finden. 

324.     Bei  der  l^Öcbsten  Stellting  des  Krummzapfens  in 

tF  upd  der  niedrigsten  in  H  wird  S  ==i  CK,  /oder  .es-ist  dann 

gar  keine   Kraft    nötliig,     um   die   Umdrehtingsbewegung 


I  »     .      N 
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gleichförmig  zu  erüalten;  hingegen,  wenn  sich  die  Axe  um 
einen  Quadranten'^eJreht  hat,  ist       ,       •  ^    ' 


Afmmim*i^*mmmt 


4^' 
htFGS  ^=  0  a^45°  oder  ==  «5®,   so  ist 

>  • 

Sin  0  =c  Gos  ^  =  — ^ ,  also 
^=•^—7 |J  +  — -,(aA+in  +  J  +  «)  + 


Für.  y  =  A3d**  ^^®r  ^^^  ^^'^  ^^^  entgegengesetzte'Stellunglst 
Sin  Ä  ti=  ^ —  Cos  (&  ==  -7?—^   und 


'  / fl  '  2gb''  ^        85"V 


525.  Wenn  also  die  Axe  MN(Fig.  <i.)  Ewai  auf  ein* 
ander  senkrechte  Krummzapfen  hatte/  deren  jeder  zwei 
völlig  gleiche  Fump&n  he triehe )  so  würde ,  wenn  sich  der 
eine  im  höchsten  oder  niedrigsten  Stande  hefande^  der 
andre  um  einen  Quadranten  von  dieser  Stellung  entfernt 
seyn  ^  und  in  diesem  Augenblicke  zur  gleichfÖnntgiftn  Dre- 
.  hung  der  Axe  und  Bewegung  der  vier  Fumpenkolhen  eine 


2'  .  •..*.' 


Kraft  iS=  a  +  «  +a<JÄ,+  ■"'.,    ^>  ..  nöthig. 

Hat  sich  aber  die  Axe  um  45  Grad  gedreht ,  so  ist  für 
den  einen  ^;=45%  für  deu  andern  9  =  i55°f  und  die 
}et2t  erforderliche  Kraft  ist       ^ 

(X+ 1)  c* 

,  welche  der  vorigen  gleich  seyn  würde ,  wen^  .'     ' 

Di4Bse  vier  Pumpen  heben  |et2t  ia  -^  Secund^n  eine  QuAn? 
tität  Wasser,  die  ==  2 i/*  ist. 

V 
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'326.  Bei  der.  Wirkung  aller  Maschinen .  liegt  sehr  viel 
daran,  dal^s  ihre  Bewegung  möglichst  gleichfönnig  sey» 
*  und  dafs  sie  heständig  mit  einerlei  Kraft  getrieben  werden 
können:  man  übersieht  daher,  dals  es  nicht  vortheilhaft 
sey,  nur  zwei  Pumpen  mit  der  Axe  MN  zu  verbinden, 
weil  die  zur  gleichförmigen  Eh-qhung  der  Axe  nöth ige  Kraft  " 
dann  sehr  ungleich  wird ;  sind  aber  zwei  auf  einander  senk- 
rechte Krummzapfen  vorhanden,  Von  denen  vier  Pumpen 
betrieben  werden,  so  sind  die  zur  gleichförmigen  Um- 
drehung der  Axe  ^löthigen  Kräfte  viel  weniger  verschieden. 
Zu  Beförderung  dieser  Gleichförmiglieit   thut  man  jedoch^ 


(X+i) 


c 


2 


I 


I 


nicht  wold,  der  Formel ,  einen  io  grofsen  Werth, 

wie  den  am  Ende  des  letzten  ^  angegebnen,  zu  geben, 
^  vielmehr  ist  es  besser,  dieser- Formel  den  möglichst  klein* 
sten  Werth  zu  geben ,  damit  bei  gleichem  Effecte  die  Kraft 
nicht  so  grofs  zu  seyn  brauche.  Hier  ist,  wenn  et  die 
Gröfse  der  Ausflufsöfnung  der  Steigrohre  und  ff  die  Weite 

'  des  Kolbenrohrs  bezeichnet,  X-fx  =:-^;  es  Ist  daher  gut^ 

die  obere  Mündung  der  Röhre  möglichst  grofs  zu  Aiachen« 
Ueber  die  Geschwindigkeit  c  aber  ist  nichts  der  Willkühr 

überlassen ,  denn  weil:  in  —  See;  die  Wassermenge  =  ß  hf^ 

gehoben  werden  soll,  so  ist  die  in  einer  Secunde  gehobene 

4^/*  '         .       ,       • 

Quantität  =  — —  ;    diese  Wirkung  wollen  wir  mit  der 

Kraft  4^  vergleichem 

• 
Nehmen  wir  nämlich  das  Mittel  zwischen  den  leiden' 
Werthen  von  S  ^ 

4o 
{wenn  man  für  ^fi  setzt  4),   &o  wird,   weil  wir  die  Kraft 
selbst,  "welche  den  Krununzapf&n  treibt,,  s:  ^ff*    ^^^^ 
dem  Gewichte .  einer  Wassermasse  gleich  setzten,  ^eren 


ly^  Jis.  Erhebung  des  fVassers  durch  Sa^$'iif*ä  Di'UiJiwerke.  3Ö7 


X.o\iimen  =  Sffy  der  EflFc  et  dieser  Kraft  =  Sc  ff.  Wenn 
man  also  anniniint,  dafs  die  Ilauptkreft,  welche  die  Ma« 
scbine  treibt,  =  f^ist,  und  dafs  sie  mit  der  Geschwindig* 
keit  =  w  wirkt,  also  Vussz  Scfjy  ^so  Vird  die  erhobene 
Wassennenge 


Ä+»  +  2W  + 


6s 
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527.  Wenn  ntit  ssWei  Paar  Pumpen  an  zWei  auf  ein* 
ander 'senkrechten  Krummzapfen  befestigt  sind,  so  ist  die 
Ungleidibeit  der  Kraft  S  noch  immer  sehr  erheblich;  man 
kann  diese  ^Ungleichheit  vermindern,  wenn  man  vier  Paar 
Pumpen  anbringt,  und  die  vier  KrummsSapfeii  um  halb 
rechte  Winkel  von  ei^aandei  abstehen  lä£st;  dann  i^t  näm* 
lieh  fast  immer 


5  =  {(a  +  «  +  2W)+|5 


(x4-i) 


Qcf^ 


und  in  jeder  ßecunde  wird  die  Wftssermenge  s=  —  geho*- 

ben,  welche  man  nun  nach  den  Beteichnungen  des  letzten  $« 

16  . 

—  Fl* 

5^ 


a+m+2fh+^ 


(A  +  i]c* 


S 


setzen  kann ,   welcher  Ausdruck  von  dem  Im  vorigen  Q,  ge- 
lundnen  wenig  verschiedet*  ist*  ' 

Dieser  Ausdruck  zeigt  aucb|  dafs  mtir  c  $0  klein  als 
möglich  machen ,  und  dagegen  die  Weite'  des  Kolb^nrohrs 
gröfser  annehmen  mufs.  Die  Höhe  der  Pumpe  b  aber,  oder 
der  Halbmesser  des  KrummLZSfpfens  bleibt  unsrer  Willkür 
überlassen. 


5^8      11.  Th,  ILAhÜi.  Gesetze  der  Kneär.  Bewegung  flüss.  Korper. 

*  Anmerkutag.  Ich  habe  aie  Folgerui\gen  aus  dem 
Irtztcn  Problem  »o  hergesetzt,  wieEnleT  sie  findet  j  ich 
kann  aber  einen  Zweifel  gegen  die  Richtigkeit  der  Auf- 
lösung des  Problems  nicht  ganz  verschweigen.  Wenn  man 
nämlich  die  Kraft,  welche  in  S  (Fig.  62.)  senkrecht  auf 
6? «5  wirkt,  =  *Syy setzt,  so  entsteht  daraus,  meiner' Mei- 
nung nach,  nach  der  llichtung  SQ  die  Kraft  =  Sff*  Sin  GSQf* 

Sff 
und  nicht;  wie  Enler  setzt,  =rr"*Trrr^» 

bin  U  c\jp 

Wenn  aber  das  ist,    so  müTste  man  in  allen  Formela 

statt  S  schr<*iben  S  .  (Sin  GSQ)^,    l)ann  würde  also,  wenn 

juani  als  sehr  grofs  .gegen  ^b  betrachtet, 

..  •  ,  ^  J*^Sin^Cosp 

•  y  =  S  .  Sin  tp  — ^  — 


/ 


oder  V  =  S  Sin  ^« 
Daraus  würde  dann  femer  folgen 

Ssz:  


Cös^ 


Sinf 


(x+0 

+      ,  c'  Sin ». 


Wie  «ehr  viel  anders  "nun  alle  weitern  Folgerungen 
IlttsfÜleti  wurden  ^  erhellt  von  s.elbst.  —  Ich  überlasse  es 
dem  Lieser,  diese  Anwendungen  näher  zu  untersuchen, 
und  die  Zweifel  zu  prüfen,  welche  ich  hier  wenigstens 
glaubte  erwähiien  zu  müssen*  (B*) 


•  

V*Ahs€hn,  Bewegung  JtsWasurs  inRöhrmif  wehfieu.    369 
^      Fünfter    Abschnitt. 

« 

yon  der  JBeivegung  des  Wcusers  in  Röhren^ .  wenn 
es  einigen  TViderstand  an  den  Köliremoänden 
leidet* 


,«^■11    —w 


328,  Problem  67.  Wenn  da*  Wasdcir,  indem  es 
iich  in  der  Rölire  likK  (Fig.  40.),  deren  Querschnitte  alle 
g;l9icK  und  ähnlich  sind ,  fortbewegt,  an  den  Köhrenwan- 
den  einen  Widerstand  leidet ,  welcher  eine  bekannte  -Fun* 
ction  der  Geschwindigkeit  odef  des  Druckes  "ist,  die  Ge* 
setze  der  Bewegung  zu  bestimmen ,  in  dem  Falle,  dafs 
sötist,  aufser  der  Schwere,  keine^ beschleunigende  Kiäfte 
ivirken« 

Auflösung.  Man  kann  den  Widerstand,  welchen 
das  Walser  an  den  Rohrenwänden  leidet,  als  eine.bewe* 
gende  Kraft  betrachten,  welche  4er  Richtung  der  Bewe* 
gtuig  gerade  entgegen  wirk^.  Ich  nehme  an ,  dafs  in  jedem 
Querschnitte  *  der  Röhre  dieser  .Wasserstand  dem  Innern 
Umfange  der  Röhre,  oder  der  von  dem  durchfliefsenden 
Wasser  berührten  Oberfläche  proportional  sey,  zugleich 
aber  auf  eine  durch  Erfahrung;  näher  zu  bestimmende  Weise 
von  der  Geschwindigkeit  und  dem  Drucke  auf  jede  Stelle 
der  Röhreuwand  abhänge. 

Da  die  Röhre  überall  gleich  Weit  und  ihre  Querschnitte 
ähnlich  sind^  so  kann  ich  die  Weite  der  Röhre  allenthalben 
s=  »^ ,  den  innem  Umfang  der  Röhre  s=  y  setzen ;  heilst 
also  die  Länge  der  Röhre  von  J  an  bis  zu  xlem  unbestimm- 
ten Querschnitte  VZs^Sj  so  ist  des  kurzen  Stückes  bei 
y^Z^  dessen  Länge  =d/^  Oberfläche  2=  yd*  Den  Wider* 
stand ,  welchen  das  Wasser  in  dieser  kurzen  Strecke  leidet^ 
kann  ic^  also  ==/^ydi  setzen^  wenn  V  allgemein ^ine »Fun- 
ction bezeichnet ,  wekhe  ^ie  Abhängigkeit^  des  Widerstan* 
des  von  der  Geschwindigkeit    und   dem  Drucke    angibt 

A  a 


1  * 


37Ö     IL  TK,  IL  Ahtit,  Gesetze  derlifUar^  Bewegung fUis.  Körper. 

Dieser  Widerstand  häU  ein  Theilchen  cles  Flüssigen,  dessen 
Masse  =  ur  ds  ist,'  in  seifiet  Bewegung  auf '{;^venn  näuiilcU 
des  Wassers  Dlclitigkeit  ;=  i  ist),,  denn  wir  nehmen  auch 
hieran,  dafs  die  BewcpJ^ii^g  Tinearisch  sey,  o'der  dafs  die 
im  (l^oerüchtilttc  VZ  Ucgendeti  Theilchen  alle  sich  gleich 
schnell  hewegen,  und  von  einerlei  Kräften  zur  Bewegung 
angetriehen  werden,.   fo4g)tch  ist  der  Widerstand  als  eine 

bescbleuiiigende  KtBft  ±=:  —  zu  betrachteki^    .Welche  der 

fit 

Richtung  der  Bew'e^üng  g^lade  entgegen  Wirkte    und  wir 

können  nun  die  Oleichungen  für  diö  Bewegung  aua  Q«  SL^^i 

hestixninen« 

Die  erste  Glelcliung  wird  offäntar  hici*,  ivlß  in  g,  257. ^ 
i^enn    die  Buchstaben    die    dortige    Bedeutung   behäl^en^ 


(^1  =■»• 


also  a  ;^  r  :  1 1   weil  diese  Gleichung  gar  nicht 


von  den  beschleunigenden  Kräften  abhangtr  In  d^r  zweiten 
Glieichun^  aber  mViasen  \lir  jetzt  statt  Pdx  +  Qdy^  Rdz 
das  Differential  der  Wirkung  der  beschleunigenden  Kräfte, 
uümlich  der  Schwerer  und  des  Widerstandes,  sefeen^  Die 
Schwere  ist  =  1 ,  und  'wirkt  der  Ridhtün^r  Jer  Ordinaten  z 
entgegen;  das  Product  au^  der  Kraft  in  das  .Differential 
Ihrer  Richtung  ist  ^.Iso  =::  —  dz;   die  aus  dem  Widerstände 

entspringende  beschleunigende  Kraft  abet  is^  r=: — ^,  und  das 

Differential  ihrer  Richtung  ist  z=i-^-  dsy  yrenn  da^  Wasser 
sich  von  i  nach  K  zu  bewegt,  aber  =  '^  ds^  wenn  die 
Bewegung  gegen  1  zu  gerichtet  ist.     Das  Differential  der 

Wirkung  dieser  Kraft  ist  also  ==  x  — r—  -     wo    das   obere 

Zeichen  gilt,  wenn  die  Wassertheilchen  sieb  von  dem  An- 
fangspunkte, von- wo  an  j  gerechnet  wird ,  entfernen,  das 
untere ,  wenn  die  Bewegung  gegen  diesen  Anfangspunkt  zu 
gerichtet  ist.  Statt  der  Formel  Pdar+  Qdy^  Rdtj  welche 
da»  Differentiil  der  geaammten  Wirkung  dar  Kräfte  aus- 


V.  AhscJwä  Btivegun^  JlesWassifsinR&ireHy  wenn  etc.     571 


t  \ 


Vyät 
drückt^  babeii  wiralso  nun  —  d«  4^       ^^  ,     u^A  folglich 

llu^  den  im  (»  ^f^iJk  angeführten  Gründen       n 

#  .  .      .      .  ■       #       . 

*renn  r'i  ti=—  lat^^  eUo 


Ä^7 


• 


) : 


Wenft  dieI*ormel  dp  ±  - — j—  önne  Multiplicatot  integrabel 
iat-. 

329«  Um  .d^se  tlnterÄuchungf.  lortzusetaren^  müfste 
Itian  vor  allen  Dingen  die  Function  V  hennen«  Diese  ist- 
nun  zwar  aus  den  angestellten  Yef suchet!  noch  nicht  völlig 
genau  hehannt^  und  es  liefsen  «ich  dahet  niehrere  Hypo» 
theseü  denken  9  welche  man  der  KechnUng  2um  Grunde 
legen  I  Und  aus  det  nachherigen  Vergleichung  der  Resultate 
mit  der  Erfahrung  Schlüsse  ühei:  die  Kichtigkeit  der  einen 
nder  deo^  andern  ziehen  könnte«  Die  Rechnung  lä'fst  sich 
am  lelehtesten  aUBfuhren^  w6un  man  annimmt  ^  V  hänge 
Uoa  vofl  der  Geschwindigkeit  ab  ^  und  sey  entweder  einet 
Föten«  dei*  Geschwindigkeit  proportional ^t  ^, =  //*«"», 
oder  werde  durch  zwei  verschiedene  Potenzen  derselben 
bestimmt I  so  dals  man  Fr=:  Aa^  +  -B'«^  setzen  könne ,  wo 
A  und  B  beständige  Grofsen  bedeuten*  Und  diese  Hypo- 
thesen scheinen  auch  den  Versuchen  so  angemessen^  dafs 
man  eine  Abhängigkeit  des  Widerstandes  von)  Drucke  gar 
nicht  anzunehmen  nöthig hat  9  und  die  dadurch  weit  schwie* 
riger  gemachte  Rechnung  nicht  zu  unternehmen  braucht. 

330«  piese  Üntet&uchutigen  könneii  Wohl  freiliph 
nicht  zu  Forn^eln  führen,  welche  völlig  genau  mit  der^r* 
fahlhing  übereinstimmten  I  denn  theils  umfassen  sie  nidht 
alle  Hindernisse  der  Bewegung ,  theils  findet  ^  ^umd  in 
etwas  treitern  Höhren  1    keine  völlig  Ungarische.  Seweguxla 

\  A  a  a 


372     II.  7%«  II.  ^i/ft.  Gesetze  der  linear.  Bewegungfluss^  Koffer. 

Statt«  sondern  die  Wassertbeilchen  In  der  Mitte  der  Röhre 
bewegen  sich  anders ,  als  diejenigen ,  welche  die  Wand  der 
Röhre  herühren  *),  —  Ind^fs  wird  diese  Untersuchunfp 
darum  nicht  weniger  nützlich  seyn. 

Ich  werde  übrigens  annehmen ,  däfs  die  Rühren  keine 
plötzliche  winklichte  Beugungen  haben/  und  auf  Hinder- 
nisse der  Bewegung,  welche  aus  plötzlicher  Krümmpiig 
entspringen,  nicht  sehen. 

'531.  Um  die  Untersuchungen  allgemeiner  zu  machen^ 
will  ich  annehmen,  der  \Yider8tand  werden  durch  zwei 
(jlieder  ausgedrückt,  welche  zwei  verschiedenen  Potenzen 
der  Geschwindigkeit  m  proportional  sind ,    so  dafs  man  die 

Function  Fs=z  --^  +  -p  setzen  könne.  Die  Kraft  des  Wi- 
derstandes ,  mit  welcher  derselbe  in  jedem  Augenblick^  die 

Bewegung  zu  verzögern  strebt,  ist  also  nun  ^=~ r'T  > 

wo  a  eine  GrÖfse  von  m — i  DimcnsiDneii.,  b  ajber  voij 
K —  X  Dimensiyien  ist.  Dieser  Ausdruck  lafst  sich  noch 
hequemer'  machen,  wenn  man  diejenige  Geschwindigkeit 
=  c  nennt ,  bei  welcher  der  Widerstand  der  beschleunigea* 
den  Kraft  der  Schwede  gleich  wiid;    da  wir  diese   inuner 


y 


~  +  T 

a         '  b 


=  1  setzen,   so  erhält  man  nun  1  =  — 

und  daher  —  =  c^  H 7-  =  t''*  +  Ä  c", 

y  ^         . 

wenn  ich  —  =:  X  setze.      Iliedurch   läfst   sich  der  allge* 

meine  Ausdruck  für  den  Widerstand  nun  in  folgenden  ver- 


*)  Man  siebt  dieses  z.  B.  bei  den  Oscillationcn  des  Quepksilbera   im- 
Barometer,   wer  die  Oberfläche  beim  Steigen  convex,   beim  Sinken, 
ooncav  wird ,  statt  dafs  wir  hier  annehmen ,   dafs  bei  Rölu^n ,    dip 
4ibei:all  gleich  weit  sind,   diejenigen  The  Heben,     welche  einmal  ia 
demselben  Querscboiite  sind,  ^#  gleich  schnell  fortrücken. 
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'/ 


ändern :    —r  ^= 


Vy 
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wo  X   eine    beständige   Gröfse 


Von  m  —  a  Dimensionen  ist. 

,Die  GeicbwindigUeit  c  will  ich  den  Exponcinien 
des  Widerstandes  nennen.  '  Dieser  Exponent  ist  '"»•'' 
gleich  bei  verschiedenen  Röhren,  denn  in  engen  Rohren, 
%vo  derVWiderstand  sehr  grols  ist,  wird  schon  bei  geringer 
Geschwindiglicit  der  Widerstand  der  Schwere  gleich;  bei 
.  weiten  Röhicn  aber  witd  c  sehr  grofs,  Weil  erst  bei  sehr 
schneller  Bewegung  die  verzögernde  Kraft  des  Wideirstan» 
des  so  groCs  wird ,  wie  die  der  Schwere^bei  ai^fwärts  ge* 
worfenen  Körpern.  Ist  die  Röhre  nicht  überall  gleich  weit» 
oder  sind  ihre  Querachnitte  unähnlich,  so  rnnfs  man  für 
)ede  Stelle  der  Röhre  dem  Exponenten  des  Widerstandes 
einen  verschiedenen  Werth  beilegen.  Nimmt  man  c  unend- 
lieh  grofs,  so  set^t  man  den  Widerstand  =  o,  denn  d^ 
dann  erst  bei  einer  unendlichen  Geschwindigkeit  die  be* 
schleunigende  Kraft  des  Widerstandes « =  1  werden  soll^ 
sowi&'d  sie  bei  jeder  endlichen  Geschwindigkeit  unendlich 
klein.  '  \ 

53^.     Problem  öß.     Der  Widerstand,   welchen  das 
Wasser  an  dei*i  Röiirenwänden  leidet,  -  sej  eine  solche  Fun-* 

-      .                                              /               «*  +  X*« 
•  ction  der  Geschwindifjkelt  jt.  dafs  man  sie  durch  ■■;  ■, -- 

.  ausdrücken  kann;  man  sucht  die  Formeln  fVir  die  Bewegung 
in  einer  Röhre,  deren  QuyscliQitte  alle  gleich  und  ähnlich 
land,  wenn  auf  beide  Enden  der  .Wassermasse  gegebene 
Kräfte  diücl^en, 

Auflösung*  Da  die  Rohre  allenthalben  gleich  weit 
ist,  so  hängt  die  Geschwindigkeit  a  blos  von  der  Zeit  t  ab> 
ynd  dadurch  wird  die  Integration  der  Gleichung  für  dp  sehr 
V  erleichtert,  weil  in  derselben  r ,  und  folglich  auch«  als  be* 
Ständig  betrachtet  wird.  Wir  fanden  im  letsten^ Probleme 
die  aDgemeine  Gleichung 

2gdpi=:  —  2gdz  qp  SLg.  — dl— dJ»jji 


S74     ^^*  '^^  ^^*  ^^^^*  6esetz4  der  Un^ar^  B^wepmgfilkUi  KSrp^^ 

setze  ich  also  hier— r  ==?  "*rTC"T'f 
und  intcgrire ,  bo  wir4  -   ^  ; 

W(>  das  obere  Zeichen  gilt,    wenn  die  Bewegung  mit  oer 
.Richtung  des  wachsenden  s  übereinstimmt. 

Es  nehme  nun  am  £nde  der  2!eLt  =?  t  dio  ^assermasso  - 
den  Raum  MmhN  (Fig,  41.)  ein ,  und  ejj  sey  für  eineil  un- 
bestimmten Punkt  z  die  Länge  y^?=:j,  die  Hohe  über 
eitler  gewissen  hoiuzontalen  Ebene  ===  ^  (wie  in  den  vorigen 
Gleichungen);  für  die  Endpun)(te  dpr  Was$ermasse  in'M 
und  N  aber  sey  AM  =:  m,  ^N  =  m  +  I,  die  Höhe  des 
Punktes  M  =  /»,  die  des  Punktes  N=  r,  und  es  drübke 
auf  JVJm  die  Kraft  =r  31  ^  auf  Nn  die  Kraft  ==  N,  so  wird  > 
für  den  Querschnitt  Mni,  p  :==i  im^  j=3my  2;=/»^  folglich 


2-^31  =  A  :  r— 2^^  ^  9 
und  eben  so  wird  für  dei)  Querschuttf  Nn     ■ 

und  femer 

'     f«*+X.'»)        W 


yt  +  Xc 

eine  Gleichung,  aus  welclier  «  bestimmt  werden  Hann, 
wenniVf,  N  bekannt,  und  /u^  y  -gejgebne  Functionen  70a  »o 
sind.  I    ' 

Aus  diesen  OlpJchnngen  folgt  fcrupr ; 


l 


un4  man  erhält  al^o  für  den  Druck  p  in  jedem  Punkte  % 


oder  p  =  -*  »  + 


w  t^l 

I 


V^'Ahichn,  Bemegun^  desTVassers  inRohrent  wenn  ^tc,     375 

•    i 
völlig  so,  wieing.  261, ,  wenn  ipftn  dort  t=.l  und nz^m-i'l 

8etzt«     Der  Druck  auf  die  W^ande  der  Röbr^  bleibt  also  bei 

^ies^em  Gesetze  des  Widerstandes  in  Röhrea ,  *  die  überall 

gleicbweit  sind,    ganz  sq,   als  wenn  gar  kein  Widerstand 

Statt  fäüde  *^  .  .  .     ^ 

535,  Hier  kommen  eben  die  Fälle  vor ,  wie  im  zwei- 
ten Abscbnitte;  icb  will  aber  die  allgemeine  Untersuchung,^ 
welche  in  der  Hauptsache  einerlei  bleibt,  hier  nicht  so  um- 
atändlich  für  die  verschiedenen  Fälle  durchführen,  sondern 
sogleich  zu  Beispielen  übergehen,  wo  ich  einige  vom  den 
verschiedenen  Hypothesen,  'die  iu  dem  allgeineiueii  Gesetsco 
des  Widerstandes  enthalten  sind,    näher  beträchten  werde. 

',  334'  Erstes  Exempel.  Pa^  Wasser  bewegt  sich 
in  d^sr  geraden  Röhre  AK  (Fig.  41»)»  welche  unter  dem 
Winkel  ff  gegen  cjen  Horizpnt  geneigt  ist,  fort,  ohne  ir- 
gendwo fiusa^ufliefsfn ,  ^Ind  auf  beide  Enden  der  Wasser* 
raasse  drückt  die  Atmosphäre.  -Zugleich  wird  vorausge* 
setzt,  dals  der  Widerstand  sich  wie  die  Potenz  A  der  G^^ 
schwindigkeit  verhalle  ^  oder  dafs  X  =  o  sey. 

Ich  setze  den  Drvick*der  Atmosphäre  q=  IT,  um  ihn 
von  ^cr  Fp(enz  k  zu  unterscheiden  ;  — r- .  man  hat  also 
Ms=  N.=  K.  Rechnet  man  min  die  Länge  der  Röhra 
von  KA  fin,  und  setzt  KN  =  my  KiJf  =  ?n  +  /,  «o  ist, 
wenn  man  auch  die  Höhen  von  IC  an  rechnet,  /it=:-r-mSinif, 
y  =  —  (m  "i^  t)  Sin  ir.  Aus  den  Gleichungen  des  Pro- 
blems fiudct  m^tK  also,  wenn  di^  Bewegung  niederwärts 
geht,    wo  dann  das  obere  Zeichen  gilt,  für  dfsn  D/uck  im 

^[Querschnitte  Nn 

2sryri  .  ^*       mdM 
9gK  =  ^t  +  2 gm  Sin  n  —  -^^ -^? 


•)  Hier  darf  man  also  nicht,  \fie  Langsdorf  iip  J^chrbucLe  4« 
Hydraulik  §,  %-j  a  thut',  <!en  Widerstand  aU  eine  am  Endo  der 
Wassermasse  entgegendflickcnde  Kraft  =3  /  betrachten  ^  denn 
wäre  statt  des  Widerstandes  eine  solche  Kraft  vorhanden  |  so 
nn&t«  jnan.ia^  d^m  W«rthe  ro^  j»,  iV-f-v'  ^^^^  ^  setzen« 


\ 
\ 
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und  furz  den  Querschnitt  "Mm 

und  daraus  ferner 

dir        t^  c- 

dM 

also  — --^ — r"*^^*^'^^ 

Wenn  hier  jt*' viel  kleiner  ist,  als  r*  Sin  n,  so  kann  man 
das  Integral  dieser  Gleichung  durch  eine  gut  convergirende 
Keihe  ausdrücken ,  weil 

-^sini,.--^j  -  gT^ ["+?'sk:;*'^ jxsi^+;rssi^»'^J'  ^ 

es  wird  also 

wenn  «  mit  t  zugleich  verschwijiden  soll« 

Für.  den  hestimmten  Fall,  jlafsAsa  ist,  oder  der 
Widerstand  sich  verhält,  'wie  das  Quadrat^ der  Geschwia« 
digkeit,  findet  »an  das  vollständige  Integral  obno  Hiilfa 
einer  Heihe: 

/^  Sin  f  ^(c  .  /'Sin  jf  +  *) 

Will  man«   durch  den  zurückgelegten  Weg  ausdrucken^ 

und  ninimt  an ,  dafs  «  s=  o  war  für  m  =s  o ,   so  findet  man 

dm 
aus  der  Differentialgleichung,   indem  man  dt  s=  *—    sebst« 

C^MdM 

zAgdm 


•— ^ 


^Sinf — «• 
imd4ffm  r=^*  log.  ^>s^^_^a- 

Diese  Gleichungen  zeigen ,    dafs  die  Geschwindigkeit, 
wenn  di^  Bewegung  von  der  {luhe  anfing,  sich  der  Gränze 
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#  , 

jt  =  c  •  ^Sia  i||  xkSliert,  welche  sie  erst  nach  einer  unend« 
liehen  Zeit  erreichen  könnte,  l^fire  hinge]gen  gleich  vom 
«Anfeinge  der  J^w^gung  an  dem  Fluido  die  Geschwindigkeit 
«  =  c  ^Sin  9  mitgetheilt,  so  wäre  d«  =r  o,  und  die  Ge« 
schwindigkeit  also  unveränderlich«  Stande  die  Bohre  ver^ 
tical , ,  so  wurde  diese  GrSnze  der  Geschwindigkeit  dem 
.Exponenten   Ats  Widerstandes   gleich,    wte  das  aubh  der 

l^tur  dieses  Exponenten  v^Big  gemäls  ist 

.  • 

535*  Nimmt  man  in  derselben  Rohre  den  Raum  über 
Nn  als  luftleer  an,  und  bewegt  das  Wasser  sich  in  derseU 
ben  aufwärts;  so  wirdM:=;o  und  N:szKf  also^ 
letzt  im  332.  S*  das  untere  Zeichen  gilt, 

>  da       Äg*(K — I  Sin  f)       fij"«* 


4>der  •*  t«il« 


l 


(K  M*] 

also  4gm  fi=  Const  +  c*  log.  }—  —  Sin«  ~ -jj , 

oder,  wenn  a  Verschwindet ,    wenn  m  f=r  fc  ist, 

K —  l  Sin  9 
4gh^^  4^m 3:5  c*  log.  ' 


X~ZSint— i  — 

c* 


und  die  Gränze  der  Geschwindigkeit  ist 

fK— /Sin«! 


Wenn  c  sehr  g^ofs  ist,  so  wir.d 


I.» 


+ 


t*.l*  . 


klto  4^(fc— m)=: 


I.#* 


+ 


I».«* 


welches  für  c  ss  /v«  oder,  wenn  gar  kelq  Widerstand  Statt 
findet,  in  j^gh  —  /^gmss     .  „.     -  übergeht. 

33^,    Fl5lse  das  Wasser  aus  der  Kobre  aus,  und  fand« 
keiq  naaer  Zafluls  Statt,  to  wireA  m  rl*  2  und  p  nnTesinder* 


/ 
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liehe  GrÖlsen^-  ^gegen  aber  l  veränderlich^ (  Indefs  würde 
man,  weil  die  Länge  der  Wassennasse  =/  ganz  aus  der 
Rechnung  wegfiel  j(ö;.  354«)>  Pben  die  Qleicbungen,  wie 
vorbin,  erhalten,  indeqi  4ißs>er  Fall  sich  von  dem  dort  be- 
trachteten nur  dadurch  mit^r^cheidet,  dafs  {  vciränderlicjU 
ist. '  Die  in  der  Röhre  noch  ühmge  Mass^  wird  sich  also 
nach  Verlauf  einer  bestiiumten  Zeit  eben  so  fprtbewegen, 
vrie   die  unveränderte  Wassermasse  sich  nach  eben  d^  Zeit 

4 

bewegtf  in  dem  Falle ^  dafs  ^da^  Wasser  nirgends  ausfliefst. 

337.  Zweites  Exempel«  Diesel b'e  gerade  Röhre 
bleibe  beständig  bis  an  jia  (Fig.  4^.}'  gefüllt,  wälirend  das 
Wasser  bei. Oo  ausi)lefst,  und  der  Druck  auf  beide  Endea 
dßr  Wa.ssermasse  sey  gegeben ,  dß^  Gesetz  des  Widerstan- 
des aber  wie  in  dem  vorigen  Exeittpel*. 

Bei  Oo,  wo  das  Wasser  ausfliefst,  drückt  blos  die  At<^ 
xnosphäre  ^uf  den  Qii^rsphnitt  Op\  dtoses  DrucH  sey  =  iC, 
auf  ^a  aber  drücke  eine  gröfsere  Kraft  =  K  -|-  i. 

DiQ  Gl^ichungeB  des  534«  $•  können  hier,  di|  ^ben  das 
Gesetz  des  Widerstandes  g41t,  f^st  unverän4eit  angewandt 
werden,  nur  niufs  man  in  dem  do^t  mit  Nn  bezeichneten 
Querschnitte  den  Druck  —  A' 4*  ^  setzen«     Es  ist  also  hier 

üs{K+h)  =  A:f  +.8^m  Sinnf  —  S^J'^t^jf T~   "^d 

«*        (m  +  l)d9 

dj,               z^              (^+OSin  9 
also  —  +  ^g.—^  =  ig  j r-,        ^ 

woraus  man,    wenn  b  unveräi^derUch    ist,    ^  ßls  Function 
von  t  bestimmen  kann. 

Setzt  man  voraus,     dafs   die  Bewegung   gleichförmig 
fortg^e  9  also  dßz=zQ  seya  soll ,  so  mufs 

«^  Ä  c*  . 


L 
seyn.     Wenn  also  v^^  Anlang  an  ' 

i  -+■  f  Sin  ir' 


.k  fb  +  tSh 


^  / 


?•• 
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gewesen  w^re,    $0  würde  die  Bewegung  UAbeftcUennigjl 
fortd^uero»  /■  ,. 

r 

338-  Wenn  die  Rohre  in  Aa  mit  einem  sehr  weiten 
Ce^rse  in  .Verbindung  -steht,  so  wird,  weim  ans  dleseik 
immer  Wasser  zufliefst,  die  Geschi^vlndigkeit  sehr  bald 
'  gleichförmig,  und  wenn  dieses  der  Fall  ist,  so  muls,  wo* 
fem  das  angenommene  Gesetz  des  Widerstandes  das  richtige 
ist,  zwischen  der  Geschwindigkeit  und  dem  Drucke  In  >^<^ 
(oder  dem  Unterschiede  des  Druckes  auf  Aa  und  Oo)  die 


Gleichung  J^ 


=-[t 


4"  Sin  n  I  Stattfinden.  Dieses  könnte 

zu  Yerglelchung  der  Theorie  mit  Versuchen  führen ,  wenn 
h  und  «bei  den  Versuchen  bekannt  wären.  —  Aber  wir 
werden  in  der  Folge  eine  bequemere  Methode  9ur  Prüfung 
der  Theorie  kennen  lernen.    ' 


1 

&3?*     Drittes  Exempel.     Die  Kraft  des  Wideilr* 

m^  +  Xm 
standen  sey  ss: j  ^  .r    ,  man  sucht  die  Gleichungen  für  die 

Bewegung  des  Wassers  in  einer  geraden ,  -gegen  den  Horl* 
zont  geneigten  B-öhre,  in  welcher  es  sich  fortbewegt,  ohne 
auszufliefsen,  » 

^  * 

Per  Winkel,    welchen  die  Röhre  mit  dem  Horizonte 
snacht ,  sey  wieder  =:  9 ,  so  bleiben  die  Gleichungen  denen 

im  0.'334*  gans  ähnlich «  nur  mulis  man  dort  statt  -^  $0tzeu 

■  ■   ■ ;  denn  ich  behalte'auch  hier  die  Voraussetzung  tei, 

c*  +  X  c  " 

da(s  auf  beide  Enden  der  Wassennasse  die  Atmosphäre 
drückt.     £s  ist  also  nun 


.     dt 


c*  +  Xc 


cdM.  (c  +  X) 


pdcr  2gdt  = 


Sinn  .  (tf  +  X)  —  X«  —  jr*  *' 
c.Cc^\)dM 


21» 


[c .  (c+x) .  Sinirf ix*;  — ax+*/3 


ggö  ILTk,  ILAhA^  Gesetted^rUnem'.Eewegmgßass.Koiper. 
wonus,  wennich  JS*  +  c(t+A)Sin»  =3^*  ictae,  folgt-' 

-    y4zxiti  fifi  r  =  o  die  Geschwindigkeit  =  v  war^^  .  > 

^  Will  man  hier  die  Öeschwindiglteit  «  durch  die  Zeit  i 
ausdrücken y    so  wird,     weiui  ich  die    beständige   Cröfse 

»        — '  :=:  «  setse,  " » 

Dieser  Werth  von  «  nähert  sich^  je  gröfser  t  wird,«  desto 
mehr  der  Gränxe  if==  f  —  -JX,  ohne  sie  je  zu  einreichen. 
Wäre  aher  glaith  anfangs  «  =  11=5=^ — ^X,  so  würde  die 
Geschwindigkeit  Unveränderlich  bleiben.  Steht  die  Röhre 
vertical,  so  ist  diese  Gransse  x^zcj  wie  sich  aus  dem  Be* 
griffe  vom  JSxponenteu  des  Widerstandes  von  selbst  ver- 
steht.- , 

340..  Viertes  Exe'mpeh  'Das  Wasser  bewege 
•ich  in  der  Röhre  AB  CD  (Fig.  42  J.)»  deren  beide  Sehen» 
kel  ARt  CD  gerade  'und  vcitical  sind ,  so  dafs  die  Ober* 
flächen  Mm^  Nn  immer  in  diesen  geraden  Schenkeln  blei- 
ben. Der  untere  Thcil  der  Röhre  mag  willkürlich  ge? 
^  JiTÜmmt  seyn«  Map  sucht  die  Gleichungen  für  die  Bewe- 
gung,  wenn  der  Widerstand  dem  Quadrate  der  Geschwin- 
digkeit proportional  ist,  und  auf  beide  Oberflächen  iX^m, 
Nif  die  Atmosphäre  drückt.  *         ~    « 

Es  sey  EF  diejenige  Horizontallinie«  in  welcher  bei 
der  Ruhe  sich  beide  Oberflächen  Mniy  Nn  befinden  würden, 
so  ist  die  gaitze  Länge  <ler  Wassermasse 

1=  EB+  BC  +.CF=  BC+  aEB,  ^ 
Wenn  B  und  C  ebenfalls   in   einer  Horizonta)}inie  liegen, 
und  diese  Länge  bleibt  während  der  ganzen  Rewegung  ün- 
geändert,  weil  kein  Wasser  ausfliefst  und  die  Röhre  überall 
gleich  weit  ist. 


f^.Abschn.  Beipegung  des  tVass^s  inRähren,  wenn  etc.     Jflt 

Ich  nenne.  BCs=  y,  £B  =  *,  aUo  l  =  r  +  ftA,'*und 
reGhne  die  Längen  S  äer'Röhre  von  ^  an ,  so  dahAM^nif 
und,  wenn -^ £  s=  /  ist ^  iJfE=/— mj  aber  für  das  au« 
de^re  Ende  der  Wasserinasse  m  +  Zssm  +  y  +  aÄ  «ey. 
Wenn  ich.  lerner  die  Hö^en  z,  ^,  w  von  der  Horizon j^Hinie 
B  C  an  rechne^,*  so  wird  ßn  =  h  +  f  —  m  und  y  ==  ä  +  m  —  f, 
und  die  allgemeihcn  Formeln  lassen  sich  nui|  leicht  anwcn* 
den>  weün' man  die  Richtung  der  Bewegung  >  kennt.  Ich 
^ill^'nnehmen,  da^sdie  Oberfläche  Mm  niederwärts  fort- 
rückt; alsb  m  wächst ;  in  di eise jn  Falle  gilt  in  dervallgemei- 
nÄi  Gleishiing  das  obere. Zeichen,  und  weil  der  Widerstand' 
dem  Quadrate  der  Geschwindigkeit  proportional  seyn  soll, 
so  ist  ^  =  fi  und  X  =  o. 


Am  Ende  der  Zelt  =t  nimmt  die  ^  Wassermasse  den 
Raum  MßCN  ein",   und  ihre  Bewegung   wird  durch  die 

GleiAung   —  +  -rr; —  =  .  hestimmt»,  weUhe, 


drft 
weil  dt:sz  ist,    gibt 


fi«d«  + 


^g^s^dm        Qg  .  dm(f—m) 


■**««*-^*«>Hi«Mi«l 


<. 


^  Diese  Gleichung  läfst  sich  leicht  Int^grire^,  Wenn  inan 


e» 


sie  mit  e  '    multiplicirt,  und  «bedeutet^  wid  immer,  die 

'  •  '  ■        .         . 

Basis  .des  natürlichen  LiOgarithmensystems«     Die   Integra^ 
tioa  gibt  dann 

4gm 


#*=;= 


T' .  Ä  Jmdm  .  <        ,    oder,  wejl 


l 


^ 


fmdm  .e^      ==    ' ,  ■     •  e         p"'    '  —  i '  +  Cbtist.  ist, 


T 


2c*m 


aji 


Const 
4- 


*» 


»  • 
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Um  die  Gonstans  zu  bestimmen',  'mtifs  die  Gescbwün- 
digkeit  für  irgend  eilten  Werth  von  m  bekannt  seyn.  Anl 
Wstdn  nimmt  man  den  Anfangspunkt  m  da ,  'wo  « t=:  o 
war,'  oder  wo'  die  Oberfläcbe  ihre  höchste  Lage  erreicht 
und  %u  sinken  anfing:   dann  müssen  m  und«  ungleich  ver« 


2c*  r     c*' 


fchwlnden«  /dah.er  GonsCr^«-'^ j—   /+ 

.*   .1:     4^J 

2c*  Cf — m)  'c^  2  c*        -4jrwf 

i*  = ^^ i+  ■ 


und 


&gl 


l  • 


I  —  e  c* 


Diese  Gleichung  ist  so  bestimmt  ^  äats^M  mit  m  2ugleicfii 
^verschwindet,  dafs  also  ^  der  Funkt  ist,  von  welchem  an 
die  Oberfläche «  als  sie  um  die  Höhe  ±=  f  über  den  Stand 
des  Gleichg^ichts  ethoben  war»  au  sinken  anfing;  man 
Aieht  aber,  däüi  m  noch  einmal  t=i  o  wird,'  wenn 


m  =r£ 


a  4» 


Sit ,  und  wenn  min  aus  dieser  Gleichung  den  Werth  von  m 
bestimmen  kam,  so  bat  man  den. niedrigsten  Punkt,    den 
die  Oberfläche  erreicht,   und  wo  sie  wieder  suiteigen  an^ 
fingt«     Wenn  t  siemlich  grofs  iat^  so  dafs  man  höhere  Fo 
tenzen  weglassen  darf,  to  ist 


X  ' — 


— r-  + 


«4:^* 


m 


+ 


f  . 


also,  wenii  jnau  die  Glieder  wegläfstf   wo  c  in  höhern  Fo 
tenxeti,  $1$  der  vierten  im  Nenner  vorkommt. 


m 


«ff»» .  «ff*'«' 


.» 


folgt,  für  die  grödste  Aufweichung  der  Oberfläche  unter- 
wärts« Von  diesem  Punkte  fangt  der  Hückgang  an,  den 
man  eben  so  bestimmen  -konnte ,  wie  diesen  ersten  Nieder- 
gang, bloaout  dem  Unterschiede,   dafs  miin  für^,  als  die 


,  V*  Jhuhn.  Bmußgmg^iff  fVaüers^  in  RöUren^  wem  ett,     3|| 

grofste  H5he  dier  erliobnen  Oberääetie,  jetzt  m-^ /^setzexr^ 

und  für  m  d6xi  soeben  gefundneivWerth  gebrauchen  mülstet 

weil  Nn  hur  um  diese  gerkagere  Hohe  über  den  Stand  der 

I\uhe   erhoben   i^t  —     Wäre  der  Wklerstand  aaa.  bda» 

4:  ==  '^v^    so   würde   die  Geschwindigiett .  zum  zweitenmal 

=  o,  weun  m  =  2^  ist,  oder  Nn  erreichte  eben  dieiHöhti^ 

welcbe  ianfangs  Mm  hatte,  wie  wir  schon  wissen. 

Um  euch  die  Zeit  zu  bestimmen,  'in  welcher  m  eineA  ' 

gewisse!)  Werth  erreicht  /  znüfste  man  die  Gleichung 

cdt  dm 

V  *^^         rS        Ir"'     >  .     »'■      /'    r.     ,.      -J*-«^"!    ' 

,  ♦    -  .  . 

auflösen,   Welches  wetiigstilns  durch  QSadraluteii  inoglicjh 
ist.     ^ 

341.  t>et  WeiAf  welchen  m  für  deii  liiedrigsten 
Stand  der  Öbierfläche  ecbalt^  hfingt  g^  nicht  von  der  Län^^ 
der  in  der  Röhre  ehthaltnen  Wassertnasse  ab«  w^nn  alsa 
einerlei  Röhre  genommen  wird  4  oder  c  einerlei  ^erth  hat, 
so  hängt  die  Gröfsp.  der  ersten  Ausweichutig  hlos  von  f, 
von  der  Hohe,  ah,  um  welche  die  Oberfläche  erhoben*  war 
und  in  einerlei  Röhre  ist  die  Grölse  der  Oscillatidnen  un* 
gleich  langer  VSfe&sermassert  gleich ,  wenil  die  erste  £rhe« 
hung  der  Oberfläche  Mm  hei  allen  gleich  war.  Es  ist  nam- 
Hch  ofienbar,  dafs  wenn  diese  Regel  für  den  ersten  Niedei«-' 
gang  ^ilt,  sie  Für  alle  folgenden  Oscillationen  gelten  witd. 
Stellt  man  sich  nämlich  mehrere  ganz  gleiche  Röhren  voV-, 
in  welchen  WasÄermassen  von  ungleicher  Lange  In  oscilli- 
renne  Bewegung  gesetzt  sind,  so  gibt  die  Formel 


m 


€ 


e  c9 


an ,  da& ,  wenn  f  und  c  hei  dresen.  verschiedenen  Bewegun- 
gen einerlei  Werth  haben,  die  Oberfläche  Nn  heim  ersten 
Steigen  einerlei  Höhe  erreicht  y  /  mag  grofs^der  ,klein  seyn. 
Beim  Sinken  von  Nn  i*t  also  die  anrangllche  Erhebung 
(was  vorhin  f  war^  wieder  gleich  gr^fs  in  den  verachiedenen 
Fällen,   also  ateigt  Mm  wieder  bei  allen  diesen  Bewegua- 
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gen  gleich  viA  (obgleich,  sie  die  Hohe  es/  nicht  wiedet 
erreicht),  und  so  geht  es  belaUen  immer  kleiner  werdenden 
Oscillationeu  fort.'  Die  Zeit  des  OscillaÜoii  aber  hängt  von 
der  Lance  1  der  WaMer^maai e  ab*  , 


342.  Die  t^ge  der  Oberflache,  welche  in  dem  Augen- 
11  icke  Statt  findet ,  da  die  Geschwindigkeit  ihren  gröbten 
Werth  erreicht   hat,    findet  nian  aus   der  Differentialglei- 

ftc* 

chnng,  welche  für  d«  =  o,  «*  ==  -j^  (f —  m)  gib^,    also, 

wenn  man  diesen  Werth  mit  dem  allgemeinen' Werthe  von  m 
vergleicht,  /    . 

Wenn  also  c  sehr  grofs  Ist,   so  fiLngt  die  Geschwindigkeit 
au  y  abzunehmen  ,  wenn 

ist,   dat  heifst  firübcr,   als   die  Oberfläche  diejenige  Lage 
erreicht,  welche  sie  beim  Gleichgewiehte  haben  würde« 

543.  Diese  Näherungsformeln  geben  den  Werth  von 
m,  welcher  mit  m  =  o  und  du  =a^o  arusammengehört«  aber 
nur  dax\n  ziemlich  genau,  wenn  c  beträchtlich  grofs  ist« 
.Bei  engen  Röhren  hlngegea  kann  der  Widerstand  zu  grofs, 
und  folglich  c  zu  klein  werden ,  um  jene  Reihen  mit  Vor* 
thell  zu  gebrauchen.  Bei  der  Bestimmung  desjenigen  Wer- 
thes  von  m ,  mit  welchem  die  grölste  Geschwitidlgkelt  zu« 
aammengebört,  bedarf  man  dieser  Reihen  eben  nicht;  aber 
^  um  die  gröfste  Ausweichung  unterwärts  zu  finden ,  müssen 
wir  aus  der  allgemeinen  Gleichung  noch  beq^uemere  Aus- 
drücke herleiten»  Ganz  allgemein  "war- für  den  Punkt,  wo 
der  Rückgang  der  Oberfläche  Mm  anfängt, 

m  -4g>» 
?  =  i  —  e  *•    \ 


•w     . 


/ 


f^.  jibii^au  Bmotgimg  ietJVtters  in  Rohren,  wenn  eU; 


885 


tind  hLer  ist  nothwendig  dör  nach  dem  Gleichheitszeichen 
stehende  Theil  ein  echter  Bruch  ^.  aho   auch  nothwendi& 

m  -<  j -j^  — ♦  'Dic&e  Gleichung  aher  gibt 

4gm 


—  log  ji ! 


4.S 


und  dieser  Logarithmö  lafst  sich  nun  in  eine  allemal  con- 
vergirende  Reihe  verwandeln ,  und  man  findet 


4  •m 

+  —-=+ 


m 


.,» 


4-  ' 

*    IL 


m' 


/+r. 


f+ 


>2  > 


4^- 


4-  < 


«n 


+  etc. 


woraus   man  m   bestimmen    müfste.  Indefs  möchte   es  in 

f^olchen  Fällen,  wo  c  nicht  grofs  ist,  wohl  besset  seyn,  m 

durch  Probiren  zu  suchen ,  als  durch  eine  langsam  conver- 
girende  |[leihe. 

544.  Ueber  die  Bisstiramüng  der  Zeit,  welche  zu 
einem  ganzen  Niedergange  verwendet  wird ,  haben  die  bis- 
herigen Untersuchungen  uns  noch  wenig  belehrt ,  denn,  die 
im  5-  340.  angegebne  Gleichung 

^l  /.  ,  dm 


■»•^> 


■*«• 


e  c* 


} 


'      f  c^  f  c* 

lafst  sich  wenigstens  nicht  leicht  integriren:  gleichwohl  lat 
die  Bestimmung  der  Zeit  einer  Oscillation  zu  interessant, 
um  hier  ganz  übergangen  zu  werden. 

Da  der  unter  dem  Integrationszeichen  stehen Ae  Theil 
nicht  von  I  abhängt,  so  erhellt  zuerst,  dafs  bei^einerlei  c 
und  f  die  Oscillatiouszeit  der  Wurzel  aus  l  proportional  ist, 
ebenso,  wie  oben,  wo  wir  auf  keinen  ^Widerstand  Rück- 
sieht  nahmen,  aber  d^  e  hier  zugleich  von  f  abhängt,  und 
^  bei  jeder  folgenden  Oscillation  die  Erhebung  der  Ober- 
fläche über  den  Stand  des  Gleichgewichts  kleiner  wird ,  so 
sind  die  Oscillationen  nich^  gleichzeitig.  — *  Wir  woUen 
jetzt  genauer  tiutersuchen ,  wia  e  von /abhängt. 

B  b 
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345.     Es  sey  die  Höhe ,  wrelche  dec  GescHwxndigkeit  c 

zugehört,  = //,  also — -  =  fc,  '  und    man    setzd    f  :sz  g  h^ 

m  =  p-Ä,  wo  also  0  eine unveränderlic Ire,  aber*  In  verschie- 
denen  Füllen  verschiedene  Zahl  ist,  .d*' aber  eine  veränder- 
liche Zahl,  welche "ip "eben  dem  Verhältnisse'  im" Fortgange 
der  Zeit  wächst,   wid-  n^  selbst*     Wenn  man  diese  Werthc. 
in  die, Gleichung  füi;  £  setzt,  so  wird,  weil 

dm    '    .     hdff 

"-^  ist. 


/i 


^^    *>r 
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STf  «*§• 
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Drückt  man  den  gröCsten  Werth ,    welchen  m  erreicht, 
auf  ähnliche  Weise  aus ,  und  setzt  Ihn  =;;^".,/i.,,   so  ist  für 

CT  ^    */  .   f     *  .  ^ 

=  1  —  e       •   und    aus  diesen  Ausdrucken 


denselben 


^  — I» 


läfst  sich  schoii  gleich  eine  merkwürdige  Folgerung  liebem 
Man  sieht  nämlich,  dafs V"  blos  von  f  abhängt,  oder  dafs 
bei  verschiedenen  Röhren,  wo  der  WiderssanÄ  ungleich 
ist,  a"  einerlei  bleibt,  wenn,  In  den  verschiedenen 
Fällen,  f  dasselbe  Verhältnifs  zu  der  Höbe  h 
behält,  welche  dem  Exponenten  des  Wider- 
standes augehört.  Die  gröfste  Erniedrigung  der  Ober- 
fläche Mm  unter  der  Horizontallinie  EF,  welche  zr^iv" — ff)h 
ist,  wird  «Iso  zur  anfänglichen  gröfsteu  Erhebung  derselben 
s=^A  einerlei  Verhältnifs  haben,  wenn  f  einerlei  Gröfse 
behält.  Offenbar  aber  wird  nun  auch  die  bei  der  nächsten 
Oscillation  erfolgende  Erhebung  derselben  Oberfläche  in 
verschiedenen  Fällen  dasselbe  Verhältnifs  zu  f  haben,  yf&HTL 
^  einerlei  bleibt : -—  oder  wenn  bei  den  verschiedenen  Be- 
wegungen die  erste  Erhebung  =  f  immer  dasselbe  Vierhält- 
nifs  =£  :  I  zu  der  Höhe  h  hat,  welche  dein  Exponenten 
des  Widerstandes  zugehört ,  so  wird  die  Gröfse  der  zwei- 
ten) drijtten.  und  Jeder  folgenden  Oscillation,  bei  diesen 
verschiedenen  Bewegungen  einerlei  Verhältnifs  su  j  haben. 


•  -F*  Abithiu  ^BmvegUfig  tfes  Wassers  in  Röfy-en^  wenn  eth}-    QQf 

''     Liiefsen  sich' also  Mittel  finden,  tim  die  GrofsCJ  jeder 
Oscillatio^  zu  messen «    so  könnte  man'  bei  rerscliledeiieti' 
Aobren  leicht  da*  yerfaäkniTs  der  für  sie  geltenden  Expo- 
nenten de*  Widei-standes   durch    Experimente    bestimmen. 
Hätte  man  ».  B.  in' einer  Aöbre,  in  wülcher  die  erste  Erbe» 
bimg"  der  O^erfiäcbe   i  Zoll  betrug,   die   zweite  Erhebung 
d©rt«lten  Oberfläche  t=- 1  Zoll  geftinden,'    zugleich  aber  in 
ehnüSY  eweiten  Röhre  bet)bä^htet>    dafs^  man  die  erMe  Erb«'* 
biing   der  OWfläche  c£  n  Zölle  nehmen '  xiiusse ,  wchin  Hd> 
zv^^te  £fbebung  nur  ha>b  so  grofs  =  ^n  Zolle  werden  soU^ ' 
s^würdiEl  manftchliersenv   wenn  der  Exponent  des  Wider«  i 
sfand^sijbel  j^et  Röim5^=c   sey,    so    sey  er  bei  dieser 
=  c^n.     Der  Bewieis  für  diesen  Scblufs  ist  schon  im  Voii* , 
gen  enthalten.     Denn  wenn  bei  Versuchen  mit  verschiede- 
neiritöhren  die  (irößö  der  zweiten  Oäcillätion  zur  G^öise 
der  ersten  Erhebung  der  Oberfläche  einerlei  Verhältnifs'hati*- 
sö  iiiuTi1)ei  diesen  verschiedenen  Versuchen  immer  ^  einer*  ' 


•w.  • 


lei  Zahl  sejn.  Bei  der  ersten  Röhre  war  aber  f=  —  ^iZoD, 
bei  der  zweiten,  wo  der.Exponent  des  Widerstandes  %=.c" 


^x 


4^ 


==  n  Zoll.     Also  £  dort  =7 


4ff 


und 


seyn  niaig,   /  = 

X 

-  •      •  •        ♦  •     , 

.^ipX^^'^^^f  'und  da  diese  beiden  At^sdruck^  einerlei^ Wertlr  . 
hiV^fa^ffiussen,  c'»===n<J*,  c''  =  cV"n.      '  .-  "^ 

I  345.     Aus  den  Gleichungen  für  t  und  v"  folgt  femer, 

daffl  bei  einerlei  Liänge  der  Wassermasse  =  Z,  die  Zeit  des 
ersten  Nijsderganger dieselbe  bleibt,  wenny  einerlei  Werth 
behält«  Sind  also  bei  verschiedenen  Röhren  die  ^Öhen, 
weTcbe^dim  Exponenten  des  Widerstandes  zugehören  s:s-hp 
h\  h*  und  so  ferner,  und  man  erhebt  die  Oberfläche  in  den 
versciuedehen  Rohren  um  Jr=  gh^  fh*\  gV^  so' ist  die  Zeit 
dea'^teh- Niederganges  gleich  grols,  wofern  l  bei  allen 
gleich  «.ist.  Weil  abet  dann  f {auch  die  Gröfse  der  ersten 
Oscillation ,  odek*  die  Erkeb^ag  de^r  andern  Oberfliäche  Nu 
sich  durch /'A,  9"k\  a" h"  |iusdcücken  läist,.«a  wird  auch 
^  Bb  2 


\ 
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die  Zeit  del  ersten  Riclc^anges,    und  ferner  die  Zeit  der 
dtittexit  vierten. u«.  &»  ,w»  0&cillatio4i  in  alle^i  .dieeei»  Röhren 
gleich  seyn,  und  man  hait  die  allgemeine  Hege).:  Jn  Roh*-- 
r.eÄ,    in   welpheli  .d,er  W  id  e'rsfau:d«.  vierschiedea 
iat,    ge$.cheh0ip/.  in   gegebner  Zeit.  ,^l^ich  viele. 
QsciUatipnen,    wenn   hei   deu  BtfWiegilng   in  al- 
le» Röhr«»n  f   einerlwi   Werthr-het,- i  o»der   Wfinn.t 
Ale    er.8te  1ilrhebuiur>  der  Oberflüqh.e  Mm   üVc.V. 
de«  St'And  de»  Gleichgewichts  -hei  aillen  ein.e*¥-u 
leÄ  Verhältnif»   zu  der  Ilöh.e.  b£||i> ':3vel«h9  .-d^iQi 
E^pö-nenten   des   Widerstandes  j^u.g.^hßi^.rt^inr.iip^-. 
zugleich  die  Lange  «der  bewegten  Wasser^Bastfe  /  »bei  «Um;» 
gleich  ist«     .  ^  .     :  '  .  .    j.«  -^j     i  1     .••  \  »  -  - 

•  '     '  .  ■    •/  •  ♦ 

Diese  Hegeln;  gel  teil  aber  nur,   wenn,  xl  er  Wider3t;and  ' 

dem  Quadrate  der  Geschwindigheit  proportional  is^^  un4 

^w^r  werben  seh^n.,    dafs  sich  bei  einem  anderii  Ges^^e  des 

Widerstandes  andre  Folgerungen  ergeben  würden.  ^ 

^.y: .-        I  .'•;".        '  ..      . , 

347.     iTm  Aun  endlich  die  Zeit  einer  Oscillation  selbst 
ani  bestimnien  f  ^müssen  wir  zur  Betrachtung  der  Gleichung 

-  't  =  f  /— ' ./— — ■ — ■■ —  '    "     " 

zÄT'ü<5to^hVteH.  '  Diese  läfst   sich«,  -wofern  es  keine. mdre-^ 
Mittel  zur  Auflösung. gibt,,   wenigstens  durch  Construction  . 
auflösen.     Zeichnet  man  nämlich  eine  Curve,    wo  zu  leder 
Abscisse  =^^  dÜB  Ordihatd  *  '  '  '   »'      , 


^ . 


gehört,  so  ist  der  Fläch enrauno.,  dexi  diese  Curve.h^grÄp^V 
s:  £t  >^~7*.     D^Is  übrigens  die  Abscissen,  Ordinate»  und 

Flächenräume  hier  blos  Zahlenverhältnissö  aiisdrticlien. 
macht  dabei  weiter  keine  Schwierigkeit«  Eine  andte  eehr 
wichtige  SdiwlfeWgkeit  über  scheint '  sich  Wieset  Constru- 
ctionimetfaode   entgegci!»ttste]len  ^    nsunllch   die,    dafs  £är 


1 
f 

I 


- ^ 
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9^=^o  die  Oriftpatb  unendlich  wird,  und  dafs  deimoch  der 
Fläcbenrauin^Fon  r  =  a  an  gerechnet  werden  mufs^  wenn 
mau  brauchbare  £estinimungen  erhalten  will  y  weil  man  die 
^eit  von  dem  Augenblicke  an  rechnen  mufsi  da  m  r=:  o  ist« 
oder  die  Oberfläche  Mm  ihren  Niedergang  anfangt.  Uild, 
w^nn  man  nie  ganze  Zeit  einer  Oscillatiou  wissen  will ,"  «o 
.erhält  die  Otd^tjate  abermals  am  Ende  der  Oscillation  einen 
ufiendllchen  Werth ,  »o  dafs  der  zwischen  zwei  Asynitocto 
liegende  Flachenraum,  der  sich  von  r  =0  Ms 

efttreckt,  bestimmt  werden  mufs. 

Obgleich   aber  die  Curve    neben  den  Asymtotcn  sich 

ins  Unendliche  erstreckt,  so  ist  der  von  Ihr  begräiizte Raunt 

'  doch  endlich,    und  läfst  sich  bestimmen.     Denn  für  sehr 

Kleine  Werthe  von  v  darf  man  e'''=  1  —  tf  setzen«  also 


WSnn  nämlich  diese  Integration  sich  nur  von  or  =  o  an  bU 
auf  so  kleine  Werihe  erstreckt,   dafs  man  jene  Suppoaition 

ax^^ehmen  ^arf :    wollte  man  mit   dieser  Genauiehek   sich 

"*»     * '  . 

nicht  begnügen,   so  könjate  man  auch  e"'  =  1  —  c  +  5  ^* 
setzen,  und  das  Integral  von 

....  d<f      : 

"77 ; ±       '  I    »\  »uchen. 

Hat  man  so  den  Fläcbenraum,  der  zwischen  ^  =  0 
und  ^  £=  0,01  etwa  liegt, ^gefunden,  so  kann  man  nun  für 
die  folgenden  i^bscissen  die  Ordinaten  wirklich  berechnen, 
und  so  viele  berechnen,  a^  nötlüg  sind,  um  die  Zwischen 
,  ihnen  liegenden  Stiicke  der  Curve  al^i  gerade  zu  betrachten, 
wo  sich  dann  die  trapezlscben  Flächenräufne  leicht  findeu. 
lassen.  Die  kleinste  Ordimte  gehört  mit  o'  =  log(p+i) 
zusammen,  und  wenn.«'  gröfsere  Werthe  erhält,  so  fangt 
die  Ordinatov^üisder  an  zu  wachsen,  vnd  wird  zuletzt  wie- 
der .unendlich ,  daher  man  den  letzten  Theil  des  Flächen« 
raums    wieder    auf  andie  Welse  suchen  mufs.- 
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Wir  nannten  oben  V  deQ|enigen  Wertli  Ton  #,    für 
welchen  die  Geschwindigkeit  =  o ,   also  hier  die  Ordinate 

unexixdlich  ist ,    dafs  also ^  /'  =  (j  + 1)  (i  -i—  e"  '  ) ;  es  sey  nun 
jeder  andre  Werth  von  er  =  er"  —  a\  also  y  weil  tf"  unverän« 

detlich  ist,  Jcr  ==  —  de   und  e""'  =  e^"'  .   Für  sehr  kleine 

Wcrthe  von  a  kann  man  also  e^     =  c"*     (.1  +  ^')   setzen, 

und  Q>+i)(i — /*"')- — ff^+ö^ÄffCi— ^+1)«"    ], 
weil  die  übrigen  Glieder  sich  auflieben.     Man  'hat  also  für 
kleine  Werthe  von  e 

/de  1  ^  d/ 


.  /CCf-f  oa-O-^] 


/[i  -  Cf + 0  ^^'  3 


wodurch  der  Flächoniaum  zwischen  der  zweiten  Asymtote 
und  einer  nahe  liegenden  Ordinate  bestimmt  wird.  Diis 
—  Zeichen  bezieht  sich  nur  auf  das  Hückwärtsrechnen  der 
e%  und  geht  uns  weiter  hiebei  nichts  an ,  da  der  Raum 
offenbar  zu  dem  übrigen  Theile  der  Flache  hinzukommt. 
Auch  für.  diesen  Theil  erhielte  man  noch   meÜr  Genauig- 

keit,  wenn  man / " '    =  e'^-  ( i  +  / -^ -J ^ *)  setzte. 


Bei  wirklicher  Anwendung  würde  man  sehr  viele  Or* 
dinaten  dieser  Curve  berechnen  müssen,  iim  die  Zeit  ge- 
nau zu  erhalten.  Man  ßndet  aber  die  Oscillationszeit  desto 
kleiner  f  je  kleiner  j)  ist,  also  wird  bei  dieser  Art  von  Be^ 
wegung  die  zweite  Oscxllation  kürzere  Zeit  dauern,  als 
4ie  erste  u.  s.  w. ,  und  die  Grän^e^  wclclier  sich  die  i^eit 
der  immer  kleiner  werdenden    Oscillationen    nähert,      ist 

'       .  / 

s=r  4  *  V  — »*  welches  die  Oscillationszeit  für  den  Fall  war/ 
s  ... 

dafs  gar  kein  Widerstand  Statt  fand. 


Man  könnte  auch  den  W^rth  von  dt  mit  Hülfe   des 
polynomischen  Lehrsatzes  in  eine  Reihe  entwickeln,   und' 
•o  t  durch  e  vermittelst  einer  Reihe  ausdrückl^n;    aber  es 


■V 
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läfst  sich  wohl  nicht  allgemein  bestimmen ',    6h  diese  Kcihe 
gut  convergiren  wird«. 


I     V 


54Q.  Wlll^man  diese  Untersuchungen  auf  die  Oscilla* 
tioneu  des  Quecksilbers  im  Barometer  anwenden,  so  findet 
man  völlig  eben  die  Gleichungen,  welche  wir  bisher  be- 
trachtet haben 9  so  dafs  also  alles  das  gilt,  was  für  eine 
eben  so  lauge  Quecksilbermasse  in  einer  ofiien  Rühre  gelten 
würde. 

Da  aber  diese  Untersuchungen  nur  dann  passen,  wenn» 
der  AViderstand  dem  Qua4rate   der  Geschwindigkeit   pro- 
pcnrtional  ist,    so  will  ich  doch. noch  wenigstens  eine  ober- 
flächliche Betrachtung  dieser  Bewegung  für  ein  andres  Ge- 
setz des  Widerstandes  hersetzen. 

♦    } 
549.    «Fünftes  Exempe).     Alles,  scy  wiel  im  vori- 
gen I^xempel,    aber  der  Widerstand  sey  der  ersten  Potenz 
der  Geschwindigkeit  proportional. 

Da  alle  Bezeichnungen  des  540.  g.ihre  Bedeutung  be- 
halten, so  übersieht  man,  dafs  die'  Gleichung ^  welche  « 
bestimmt,   hier 

sey.     Diese  Gleichung  ist  in  Rücksicht  der  veränderlichen 
.  Gröfsen  homogen ,    und  wird  daher  integrabel ,    wenn  mau 
jr=  u;  (f — m)  setzt,   WQ  w  eine  neue  veränderliche  Gröfse 
ist.     Diese  Substitution  gibt 

jidit^=:  wdw  (f — vi)^  »^  w^dmCf-'^m)^ 
und  daher  wird  die  vorige  Gleichung 

M}dw(J—my -^iv^dm^J—m)  +  -^ (/—»«)  =  ^  ,     ■       9 


oder 


waw 


dm 
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Der  ers^te  Theil  dieser  Gleichung  ist  auch 
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tr' 
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oder,  wenn  man  —  —  wrszu  setzt, 
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—  —  du 


er 
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tr' 
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.  und  y  dd  dieses 


«2 


+  7 


II  du 


dyn 


1£_ 


.z  t 


+  «*■ 


/- 


m 


seyn  soll ,    ^ o  wird 


Const-^log(/— m)=—  — .  7777— ;r7  Are.  tang  - 
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Ms    s 


f4^  •  ff 


2' 


+  log.  / 


iSt 


oder,     weil  u  =;: 7 

^  c*        /— m. 

» 

Const  —  log  (f-^rn)  s= 

Are.  tang. 


(f—m)— 


CM 
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C/-  «•)'/ 


f4ff'*     J 

,,      ^f4ff    -      gg*    >  .       «*     1 


Soll  also   auch   hier  «    verschwinden,    wenn   m  =  o  ist, 
60  Wird 

Const  =  log,  j  —  ■  ^^^  ^^2     ' — T  Are.  tang. 
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\      ■  g  ^ 

folglich  log,  - 


/gl   '^ 


'43- (/—"•)'    .   üS'Cf'—"') 
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+  . 


• 


^  (4«*-; 


iö1^"'^«-7ü 


•— -r — Are.  tg.- 


Dder  log. 


/ 


</■-»»)  •^/(4 


^  f  «(  .  «*/i 

/<[C/_m)*--(;/-n,)+-j> 


/ffj 


Are  tang. 


•/(4^*-f-^0 


Aas  dieser  Gleichung  würde  zwar  der  "Werth  voü  e 
schwer  zu  entwickeln  seyn,  iudefs  kann  man  doch  die 
Hauptumstände  der  Bewegung  daraus  hestimmen.  Anfangs 
wächst  «  mit  m  zugleich,  und  erreicht,  Wie  die  DiiFeren- 
tialgleichung  zeigt»    seinen  gröfsten  Werth, '  wenn 


l 


iSt. 


*     Bei   diesem  Werthe   von  «   lafst   sich   der  zugehörige  " 

Wörth  von  m  aus  der  'allgemeinen  Gleichung    zwischen  m 

und  X  hestimmen ;  denn  man  fiudet ,  indem  man  fui  «  jenen 

Werth  *uhstituirt,  '      \  ^ 

jyfgl      '                 \  ^  Mc^    .    V     '    ^ 

log,  -7 : =  — T — I r  Are. tang.  V'  "T":*" »   » 


oder»   wenn  ich  yf 


r4-* 


/ 


—  1 


log. 


2/CoS^ 


=  tang  ^  setze , 


folglich  (/■—  m)  ==  »/  Co»  jf .  «     '""S  ? 

?__ 

updm  5=  /  —  s/Coa  ^^  «    **"«  5^. 


.  V 


394     ^^»  ^  ^''  ^^^^  Gesetze  der  Umear.  Bewegung  ßäss.  iCörpier. 

Wenn  m  diesen  Wcrtli  erreicht  hat,  so  ist  Alt  Ge- 
schwindigkeit ank  gröfsten,  und  es'fän^^t  also  auch  hier  die 
Geschwindigkeit  früher  an ,  abzunehmen,  als  die  sinkende 
Oberfläche  die  Läge  erreicht,  die  ^ie  beim  Gleichgewichte 
hatte.  '    ' 

Wachst  nun  ni^noch  m0hr,   so  wird  sehr  bald,    weil 

zueVich«  abnimmt,    f —  m  =  —  ,  und  alsdann  wird  der 

4  c 

in  der  Gleichung  vorkommende  Kreisbogen  =^^r,  =1=90°, 
welL  seine  Tangente  unendlich  wird. 

Indem  nun  m  noch  mehr  wächst,  und  s  abuimmt|  wird 
der  Kr«iftbog<^n  gröfser  als  90°,  und  wächst,'  bis  «  zum 
?weitenm<il  verschwindet.  Eür  diesen  Auge  1^ blick  ist^eine 
^^ngente  =5=  o,  und  der  Bogen  =  «r  =  ißo^i  und  man 
findet  für  den  zugehörigen  Werth  von  m  die  Gleichung 

1  f ^  «r 

'  lOff.    — — *— r  8=5  r 


("-/; 


[gl 


also  für  die  gröfste  Ausweichung  unterwärts 

IT  ' 

Sie  Zeit   einer   Oszillation  aber   möchte  sich    woW    sehr 
schwer  bestimmen  lassen. 

350.  Die  Z"weideutigJ;eit  der  hier  allenthalben  vor- 
kommenden Wurzelgröfsen  könnte  hier  bei  einigen  <ler  an- 
geführten Aesultate  sclieinbnre  Zweifel  veranlassen;  denn 
^^yfi.f — m)^=^f — m  und  =m— jf  seyil  kaon,,  so 
könnte  man  fragen,  ob,  wirklich  die  Geschwindigkeit  am 
gröfst^n  wird,  ehe  m=/ ist.  «Man  kann  sich  aber  kiclit 
von  der  Richtigkeit  dieser  Behauptung  überzeugen ,  wenn 
man  die  Differeütialgleichung  betrachtet,  denn  diese  zeigt, 
dafsfiir/5=in,  d  «negativ  wird,  also  die  Geschwindigkeit 
schon  im  Abnehmen  ist.  Für  den  niedrigsten  Punkt,  wel- 
chen die  Oberflache  erreicht,    mufs  nothwendig  m  gröfser 


f 


alt  /  seyn  y  ^  daher  erhfilt  die  Gleicliiüig    die  angiegebeäe 
Form.  >    ^ 


351.     Da  tang  «f  =  / 


f4^ 


/ 


—  I 


[S 


von  der  Länge  der 


in  der  Röhre  enthaltenen  Wassermas&e  ahhängt,  so  ist  hei 
dieser  Hypothese  für  das  Gesetz  des  Widerstandes  die»  ' 
Gröfse  der  ersten*  Oscilktion  nicht  gleich  grofs  bei  verschie- 
denen Werthen  von  /;  sondern,  wenn  in  derselben 
Röhre  Wassermassen  von  ungleicberLänge  in 
oscillijrende  Bewegung  gesetzt  werden,  und 
es  war  die  anfängliche  Erhehun^  dei  Ober- 
fläche   =  f    über    den    Stand   der   Ruhe   immer' 

0  0-  's 

gleich  grofs,  ^so  wird  die  erste  Ausweichung 
unterwärts  desto  kleiner,  je  gröfser  die  Liäa- 
ge  der  Wasserm^ss^  ist« 

Hingegen,  wettn  in  einerlei  Röhre  dieselbe  Wasser- 
masse  mehrmals  in  oscillirende  Bewegung  gesetzt  wird ,  so 
hat  man  in  Rücksicht  auf  die  verschiedene  anfängliche  F.r- 
hebung  der  Oberfläche  =/  die  Regel:  In  einerlei 
Röhre  ist  die  Gröfse  der  «ersten  Osci41ation 
der  Gröfse  der  anfänglichen  Erhebung  der 
Oberfläche  proportional,  wenn  bei  verscliia^ 
denen  Versuchen  die  oscillirende  Wasse^- 
masse  einerlei  X'Änge  hac 

Hieraua  folgt  auch  .allgemein,  dafs,  wenn  f  und  c 
einerlei  Werth  behalten,  die  merklichen 
Oscillationen  desto  früher  aujfhören,  je  grö« 
fser  /  i^t  — ^  eine  Regel,  welche  ganz  von  derjenigen 
abweicht,  die  wir  fanden,  wenn  der  Widerstand  dem 
Quadrate  der  Geschwindigkeit  proportional  war. 

352.     Wenn  I  nur  wenig  kleiner   als  — ;;^  ist,   so  wird 


/ 


f4*« 


—  I 


•  *  k 

eine  sehr  kleine  GrÖfse ,  <  und  wenn  wir  sie, 


wie  vorhin,  ==  tang  ^setzen,  so  ist  ^  ein  sehr  Ideiner  Boa 


I     I 


l 


t 

\  . 

I 

$g6  jJLTluIIsAbik.  GtseiMt  der  Unßar^^BevmgungßiisiA  Körper, 

^eu..    Wird  dieser  Bogen  9o  klein i»  dafs  maxi  Tang€aitet  iif>d 
Bo^en    als   gleich   betrachten    kähn^    so  findet  die  gröfsl^ 

Geschwindigkeit^ Statt,     wenn,  m  s;=  /  -—  -r-  i&^-  oder 

o,  710  ^    ^  •  '....• 

m  =  f  .  ,  weil  ß  =  2„  7X8  •  <  -  •  ist.    '  Für  die  GröFse 

^-der  ersten  Oscillation  abery  oder  den  Werth  von  m  beim 
wenn  ^=Ä  o  ist»  m  =/. 

.  '      ..     '  4c»     .       .  4c»'.        . 

Eigentlich  müssen  für  l  =:  — —  oder  l^  -^—  die  Por- 

.        •    .'  '  ^  ^ 

sneln  anders  integrirt  werden;   inan  findet  aber  auch  dann, 

dafs  it  nicht  anders  zum  zweitenmal  =±:  o  werden  kann^   als- 

indem  mt=:f  wird.  '        '    ^ 

» 

Wenn  also  (  =  oder .  gcölaet  ist ,    so  findet  gar 

keine  Oscillation  Statt,  Sondern  die  gehobne  OberfiSche 
sinkt  blos  bis  zu  dem' Punkte  herab,  wp  s<e  sich  in^  Zu* 
Stande  des  Gleichgewichts  beenden  mufs,  und  ruhet  hier.    ^ 

9 

Auf  solche  Folgerungen  führt  die  Hypothese,  dafs  der 
Widerstand  der  Geschwindigkeit  selbst  proportional  sey. 
Andre  Voraussetzungen  würden  in  allzuverwickelte  Rech- 
nungen führen;  aber  man  sieht  hieraus, . dafs  Versuche  übet 
Oscillationen  des  Wassers  in  Röhren  uns  wohl  übejr  das 
Gesetz ,  wie  der  Widerstand  von  der  Geschwindigkeit  ab« 
hängt,  belehren  könnten.  * 

353.  Problem  6^.  Das  Waaser  bewegt  sich  in 
einer  nicht  überall  gleich  weiten  Röhre  so  fort,  dafs  e«  an 
einem  Ende  anliefst,  und  kein  neuer  Zufiufs  am  andern 
Ende  Statt  findet,^  man  sucht  die  Formeln  für  die  Bele- 
gung, wenn  hier  eben  das  Gesetz  des  Widerstandes  wie 
nn  vorigen  Probleme  gilt«         .  '      .      . . . 


,  ./^.  ^hsekh.  Bewegung  Jms  JV^ass^^^ifSoHt^ny  Mffnn'tt£^   gg^ 

A u  £lt&  8  u  n  £.     Da  die  KöHTe  nicht  überall  gleich  weit 
i«t.    *o  ist  ftüch  Ser  WtdefiunJ  ätt  verschieden eif  Stellen 

•     *  ^  * 

ungleich.  M^n  kann  indefs  deu  Begrif  eines  Exponenten 
des  Widerstandes  auch  hier  beibehalten^  und  sich  för  jeden 
gegebnen  Querschnitt  eine  Ge5ch\^indigkeit  c=r  c,  d^jaken,^^ 
bei  welcher  in  diesem  Querschnitte  der  Widerstancit  der 
Schwere  gleich  würde.  -  liier  -ist-Älse  cfür. »jeden  Quer- 
schnitt ein^  andre  Gröfse, ,  welche  für  jede  Stelle  aus  der 
Fonn  der  Rökce.Jäe4tiintnt  wei'deu  inufs. 


#. 


,.     Es  stelle  Ji)  C^^g- 5pO  die  Ilich(iuig^l,inie, der  Röhre  * 
vor,  welche,  wie  niah  will,  gekrümmt  seyn  mag  (welches 
wof#rn  nur  die  Krümm^mgc^  nicht;  plötzlich  sind «  die  Be» 
wc^ujnTg  nicht  Sitdett),    un^  «l»,  sey 'didäcaletier'Hobeli^ 
Oo.  aey  .d>e  Oefnung\  durch  \y eiche  das  Wasser  ausflieisti, 
ui?d  ihre  Gröfse  c=z  ff.     Am  Ende  der  Zeit  =  t  nehmedao 
in  der  Röhre  noch  übrige  Wasser  den  Raum  OMmo  ein, 
und  es  sey  OM  =^  m^  M fA  r=  ^  =  der  Höhe  dieses  Punk- 
tes;' die  Geschwindigkeit,    mit  welcher  in  diesem  Augen- 
blixJke  das  Wasser  durch  die  Oefnung  Ov  fliebt,  ^ey  9=  ü» 
ferner  tfey  für  JxgeQd  einen  andern  Querschxut  zv  dieUliige» 
Oz  r=zs^  die  HöhcVsr  a  z, .  diae-Groise  dieses  QueracknittSf 
=  m^,  also  die  Geschwindigkeit  in  demselben,  am  Ende  der 

Zeit  ^=  t^  jr  =:  -r-- ,   und  der  Expanent  des  Widerttandei 
für  .diesen  Querschnitt  =  c.     Wenn  also  der  Widerstand 

^^'     .  irÄ+^l^         '  ;  **+*^* 

durch  die  Gröfse  -t-~i 1    wofür  ich  hier  gleich    ^  ■,■■  ■■ 

setzen  will,:    ausgedrückt  wird,    so  ist,    weil  auFser  dem- 
Widerstände  und  der  Schwere  keine  beschleunigende  Kraft 
vorkommt,   d^  DifiTerential  der  Wirkung  der  beschleunig 

genden  .Kräfte  =  i^  dz  +      \^  ^J    ^   Tdi,  für  den  Ali- 

, genblick,  da  die  Geschwindigkeit  des  Ausflusies  =  v 'ist, 
und  für  den  Querschnitt  z  v.  S^t  man  -  also  diesen  W«rth 
für  Pd»  +  ptf/  4*'  ti'd%   in.  die    allgeiiieisie    Gleichung.' 


i^ 


gg^ :  IL 3%.  ü,  Jhtli.,'4rmtmier  lituar.  Btwguhgßass.  Körper, 


2gdp!±zag 


'    c*+\c     } 

»f»     M«1        f»    •  d» 

«Od  weil  luer  ,.ä=  ^,  ^5-J  "  "i??  ♦  Jl» 

lixid  (da  t  eis  beständig  angesehen  wird) 

du  s=  —    ^  '  '^     '  ,  80  ist 
•  •  - 

woraus  sich  p  bestiotmeh  lafst,   wenn  »  und  e  gegebne  Fun« 
0Ciönen  von  s  sind.     Man  erbalt  nämlich 


«5 


"^ 


Woraus  man  weltece  Bestimmungen  ableiten  hann,    wenn 
der  Druck  auf  beide  Knden  der  Wassciniassc  bekaipit.ist. 

•  *  « 

/:  •  Druckt  nämlich  auf  beide  Oberflächen  falos  die  Atiki|>« 
Sphäre  mit  dem  Drucke  cn?  k^-  und  ist  die  liöhe  der  Oefaung. 
O-OssiOj  so  ist  hier  fi^A'.sz  A  :  t. —  ^v^^  '  •  ■      ;   \ 


rt' 


Für  die  Oberfläche  sey  der  Werth  der  Integrale 
•^    CO*  '      «*Cc*+Xc) 


j.  > 


SO  wird  für  diese  9    wenn  die  Cröfse   der  Oberfläche  *Mm 


jetzt  c=:a^  ist, 


«^J=A>t— 2^1»— 4 


i' + 


und  daraus  findet  man  für  1;  die  Oleicbunff 


•  •   .  •. 


c  • 


p-i^^ 


—  —  i  JA*  +  a  sf^  91  — /*aR  jj, 


woraus  dann  ferner  v  bestimmt  wird. 

■.     ^-     .....  . 

5'5/).     Um  diese  01ex<;hung .  nur  auf  ekieA  FaSl  ansu* 
wendto,  will  ich  annehmte ,.. «da«  Wasser  HiefsB*  aus' den  ' 
•ehr  weiten  Gefäfse  AB  CD  (Fig.  62,  b.)  durch  die  gerade. 


überall  gleich  weite  RöfcrßiJEFG  aus.  '  Diese  iRähr^  sey 
liiitör  «lein  WiaJbel  ;=ijy  .^gen  den  Horizont  geneigt,    kht^ 
Länge  sey  =7,  ihr  Querschnitt  = //,    eben  so  .grofsiJ-äl^*^ 
die  Oefnung  FG,     wo   da»  Wasser   ausfliefst.      In   dre&^mi 
Falle  lassen  uich  die  Integrale.,    welche  nnaufgelöst  In  der 
Gleichung  vorkommen  ,.  bis  an  D  E  leicht  bestimmen!,  D^nn 
wenn  alle  Querschnitte  der  Ausflufsröbre  gleich  und  äluilich 
sind,  .»o  hat  man  für  die  bis  an  P  £  genommenen  Inte'^rale 

J   ^2.      Ja.  '-^  tx 

.  .  .  ^  y  •    ■—  • 

wenn  c  hier  den  Exponenten  des  Widerstandes  für  die  Aus-"* 
flufsröhre  bedeutet.  ...  / 

I 

Nimmt  man  nun  fen\er  9iy,    dafs  die^  Oiei^flächc  ^B 
so  grpfr  ist,    dafs  sie  sich  während  der  Z^itt  so  gujt  wkj^ 
gar  nicht  senkt,    «o  bleibt  der  TJieil   dieser  Integrale   roni 
D  E  bis  an  die  Oberfläche  während  der  ganzen  Beweguns 

ungeändert,  ich  kann  daher  3)l  =  —  +  2(  setzen,    und   2( 

'       '    ■       •  J  

als  i^n veränderlich  betrachten ;   hingegen  darf  man 


m  = 


V*  -|"  Xvl         I  *' 


c 


+  Xc  J    •   f 

setzen.,  well  in  deia' sehr  weiten  obern  Gefäfsefast  gar  kein 
merklicher  Widerstand  Statt  findet. 

Da  hier  a*  als  unendlich  grofs  gegen  f*  betrachtet  wird, 
so  gibt  die  letzte  Gleichung  des  vorigen'  0^. 


Idv         Hf^.dv  r„a+XvV  '^ 


t  { 


£s  ist  bekannt,  dafs  bei  dem  Ausflusse  aus  einem  so  weiten 
Gefäfse    die    Geschwindigkeit    bald    unveränderlich,-    also. 
ilt;  s=  o  'VKiid:  wenn  das  der  Fall  ist,  so  rnnfs 


lü*  Ä=  2^^  —  2jZ 


c»+XcJ 


seyn. 


I 

/fiq .    JX  3%»  II*  Ahtlu  GeieUe  der  liniUit.3€Uf0gungßMss.  Kötpen 

"  Und  diese  6Ieiobung>,  bei  wdcher  freijich  die  Voraus-     ^ 
setsung  einer  linearlsrcben  Beweguogfuicbt  strenge  in>  Auge 
bebalten  ist,   kann  zui*  Vergleicbung  der  Tbeorie  mit  Yer« 
sacben  dienen^  '  ^   . 

Für  dei\  Druck  s:;;  p  in  irgend  einem  Punkte  der  gera- 
den RÖbre,  dessen  Entfernung  von  Öo  =  s  ist ,   findet  man' 


\ 


{c^  +  Xc} 
i 


A*' 


.2?^ 


4  £• 


/ 


555.     Hätte  icb  das  Gesetz  des, Widerstandes  allgemein 

.*,  gesetzt,    so  würde  icb  für    die  gleicbförmig'  ge- 

wordne  Gescb windigkeit  die  Gleichung  '  «i 

(v^  +  Xv^] 

gefunden  babeti,    oder  wenn-  der  Widerstand  blos  der  Po^ 
tenz  n  der  Geschwindigkeh  proportional  ist,  '  ^ 

3 


'  ^^  +  '^^^ —  ~^S/^' 


\ 


35(5.  Diese  Formeln  lassen  sieb  uun  mit-  Versuchen 
rergleichen.  Denn  obgleich*  'unsre  Rechnung  Voraus- 
setzungen enthält,  die  hei  den  Versuchen  nicht  strenge 
Statt  finden,  so  läfst  sich  doch'  eine  ziemlich  genaue  Ueber- 
elnstlmmung  erwarten.  Versuche,  welche  sich  zu  dieser 
Vergleicbung  schicken,  Bat  vorzüglich  Buat  eine  grofse 
IVJ^euge  angestellt,  und^ie  in  seinen  Principes  d' hydiauli- 
que,  verifies  par  un  grand  nomhre  d'experienpes  bekannt 
gemacht«  '  Bu,at  selbst  verglich  sie  mit  der  Hypothese, 
dafs  der  Widerstand  dem,  Qqadrate  der  Geschwindigkeit 
proportional  sey,*  fand  aber  dann  noch  eine  Menge  ^los 
empirisch  bestimmter  Correcftioneh  nöthig.  Um  diese  auf 
Ungewissen  Gründen  beruhenden  Correctionen  zu  vermei- 
den^ nahm  Hr.tWoItman  im  1.  Bande  seiner  Beiträge 
Kur  hydraulischen  Architektur  eine  n^ue  Verglei- 
cbung vor  9   und  fand ,   dafs  bei  der  Bewegung  in  Röhren 


•  i 


Vn  jihschn.  Bewegung  des  Weiser s  in  RöhreHt  wenn  etc»     40  x 

die  Formel  l-i'^T =^  »CA*  ^^  testen    mit  der  Er- 

fahrung  übeteinstimme  ^  Wenn  tnan  ii  =  ^  setzt  %  indefs 
trift  das  Resultat  der  Rechnuns:  docli  noch  nicht  so  nahe 
mit  den  Verbuchen  zusammen,  als  man  tei  der  grofsen  Ge- 
nauigkeit .der  Versuche  zu  erwarten  "berechtigt  ist«  .  Etwas 
genauer  werden  die  Versuche  durch  .die  Formel 


V 


AS 


+  /* 


rt;^+Xi;l 


+  X 


dargestellt  i  •  abet  auch  hier  zeigt  die  Regularitat  der  Ab- 
weichung von  den  Versuchen,  dafs  dieses  Gesetz  des  Wi- 
derstandes nicht  völlig  das  durch  die  Vjsrsuche  bestimmte 
sey :  diese  Abweichungen  werden  besonders  bei  den  sehr 
laugsamen  Bewegungen  merhKch«      Indefs,   "Vventt  auch  did 

v^  +  Xv 
>  Voraussetzung  #    da£s  Jet  Widerstand  sich  wie  ■^STaTT"    veri  < 

halte,  nicht  völlig  richtig  ist,'  so  hat  doch  dieses  Gesetas 
den  Vorzug  der  Einfachheit  j   und  führt  selbst  .auf  Beque* 

inerö  Gleichungen ,    als  wenn  matt  den  Widerstand  =  -^ 

und  für  die  Voiem  n  einen  Brugh  setzte. 

357*  Ich  theile  hier  eine  Vejgleichung  der  Versuche 
von  Buat  und  Bossut  mit  diesem  Gesetzt  des  Wider- 
Standes  mit.  Diese  Versuche  würden  mit  Röhren  Von 
i  Zo;i<  i|  Zoll,  und  2,01  Zoll  Durchmesser  angestellt;: 
und  man  findet,  dafs  die  erste  Reihe  von  Versuchen  durch 
unsre  Formel  am  besten  ausgedrückt  ~wird,  Wfenn  man 
X  =  12  und  c=t;  199  Zoll  setzt.  Ist  aber  für  eine  Röhre 
von  1  Zoll  Durchmesser  c=  199,  sO  mufs  (nach  fi*  331.) 
für  eine  Rölire  van  i|  Zoll  Durchmesser  c  =  231  seyn, 
tvenn  X  denselben  Werth  behalten,    und*  c^  +  Xc  der  Gröfse 

lU  proportional  seyn    soll;   für  die  Röhre  von  2,01  Z<Jl 

Durchmesser  hingegen  wird  c  t=:  .i;85  Zoll.  —  Bei  diesem 
Versuchen  ist  alles  in  Pafiser  Zöllen  ausgedrückt,  und  es 
ist  bei  der  Berechnung  derselben  nur  nocli  ü^  bcmerkeä, 

C  e 


\ 


4Ö2  .  II.  Th,  II,Ahth.  Gesazeder  linear.  Bewegung ßüss^KoqjtiL 

dafs  man  statt  t — ,  — -  setzen  mufs  •  denn^weiren  der  £on*> 

K§    478      ,  ^ 

traction  des  Strahls  ist  die  äusfliefsei/de  Wiissermenge  ge- 
ringer^  und  man  würde,  wenn  auch  die  Ausflufsröhr«  gar 
nicht  da  wäre,'  diese  doch  nur  r=:  «^  ^4*^8 -  f*  itaden,  vvenu, 
«^  den  Querschnitt  der  Ausflufsüfnung  bedeutet,  und  alles 
in  Pariser  ZoUeu  ausgedrückt  ist« 

Vergleichung 
der    Formel     mit-    den    Versuchen. 


No. 


Län^e  der 
Röhre 
/. 


Höhe  des 
Wasserhälters 


Geschwindig- 
keit nach  der 
Formel 


V* 


Geschwindig- 
keit nach  der 
Erfahnmg. 


V<er8iLche  von  Buat 
BnrduneMer  der  ilöhre  =  x  Zoll^   c  xa  199  Zoll. 


4o 


4i 


43 


43 


44 


45 


46 


47 


48 


49 


5o 


5i 


5a 


53 


54 


5S 
56 


XI7 


117 


i38,5 


»>7 


>«>^ 


i38,5 


737. 


737 


757 


757 


757 


757 


737 


737 


7^ 


737 


138,5 


737 


737 


36,ooo 


26,666 


20,960 


X  8,006 


6,000 


33,700 


1 4,600 


1 3,700 


12,330 


8,960 


8,960 


7,780 


5,930 


4,309 


4,300 


taw- 


0,700 


o,5oo 


0,160 


T 


83,54 


7ö»59 


68,78 


57,4i 


29,89 


39,78 


23,43 


31,69 


30,35 


16,66 


16,66 


16,36 


13,83 


10,31 


10,2f 


8,3ow 


a,oo 


0,67 


84,945 


71,301 


58,8o8. 


58,3io 


29,341 


28,669 


21,866 


20,970 


»9»99» 


16,626 


i6,384 


16,112 


i3,3i5 


10,671 


io,44i 


8.639- 


3,633 


1,689 


r^ 


.  V.  Jpsvhn.  B€tu:f^t4}\^  d^fVässßrs  in  Röhre^iy  wenin:cic,     4c 


fGescfawindig*  1 


"ö^*«'"     'k«tn.chder 


WaMerhült^r« 


Formel 
SS  9. 


Geschwindig- 
keit nacK  der 


Vexsuche   Von  Bossnt. 
Darchmes3er  der  RöhrQ  =£  x  Zoll,    c  =s  199  Zoll. 


< 


Ö7 


58 


600 


600 


12 


12 


22,53 


11,25 


22,282 


12,223 


/ . 


Durckmesser  der  Röhre  =s  if  ZolI|,    c  =3  23i  ZolL' 


59 


60 


61 


.  62 


-m$^ 


65 


64 


eb^ 


66 


67 


68 


69 


70 


36o 


720 


36o 


1080 


i44o 


720 


1800 


2160 


1084 


i44o 


i8qo 


2160 


24 


.      24 

- 

12 

24 

24       . 

'         V   ^V 

24 

24 

12 

14 

'  12 

12 


48,73 


35,23 


33,27 


28,52 


11^-  ii>. 


24,35 


48,534 


34,473 


33,160 


28,075 


23,63 


21,43 


19,26 


18,89 


15,95 


13,92 


12,4o 


24,oo4 


23,36o 


■  I  I  I  n 

2i,o52 


18,896 


18,945 


16,128' 


*\ 


i4yp66 


^i*. 


12,562 


Durchmesser  der  Röhre  c=  2,01  Zoll,    c  =3  285  Zoll« 


71 


^2- 


.73 


74 


75 


76 


77 


•■ 


Ü 
80 

82 


36o 


72p 


56o 


1080 


i44o 


720 


1800 


2160 
1080 
i44o 
idoo 
,2760 


24 


24' 


12 


24 


24 


12 


24 


2<» 

12 

— A. 

12 
12 
12 


57,53 


42,96 


^^»61 


35,4 1 


5o,45 


49'^ 


'M 


27,01 


*m 


.a4,4{ 
23,78 

20,25 

«7>^ 
16,00 

-      I        P  !■  «  - 


58,9o3 


43,000 


4o,322 


55,765   ' 


50,896 


29,»!  5 


^7>>>7< 


24,73 1 

33,806 

ao,7o7 

i8^5o4' 

»6,377 


404     tf»  T^»  ^^»  Ahthf  Giietze  der  liftaar,  Siewegung  ßüss^  Koffer  • 

Für  die  Versuche  von  C o tFj)  1  e t  ^J'ftmlml:  7ne.Porine|i 
wenn  niBn  c  nach  der  oben  angegebnen  [Regel  bestimmt» 
nicht  so  gut,  weil  sie  bei  kleinen  Geicliwindigkei^ea  v  za 
klein  gibt.  •  \  i  .. 

Dieser  Fehler  llefse  sich  zwar  vermei4fen,  vc^enn  man  X 
kleiuör  annähme;  aber  alsdann  würde  liei  grÖfsern  Werthen 
von  V  die  Abweichung  der  For^nel  von.  den  «.Versuchen  zu 
grofs.  Indefs  ist,  dieser  Abweicliungen  tmgeachtet^  diese 
Formel  unter- 'den  einfachem  ilooLh -diefeai^ey  welche,  xiie 
yersuche  am  besten  ausdrückt,    und  bei  den"  Versuchen  mit 

nöhren  von  if  und  2,01  Zoll  Durchmesser  stimmt  si,e  faA 

.  .  .' 

besser,    als  die  sehr  verwickelte  Büatsche. Formel  mit  defi 
Versuchen  übe  rein«        '  t     '  » 

Bei   sehr  weiten  ilöhren   sollte    man  den  Widcrstani 

t     •  >         ^ 

rwohl  nicht  mehr  nach  den  hier  betrachteten  Formeln  bö- 
texArnexTi  denn  die  Vorautfset^ng ,  dafs'  die  OeschwiiKÜg- 
keit  in  jedem  Punkte  eia^es  Querschnitts  gleich  gro^  sey, 
oder  dafs'  die  gcinze  Wassermasse  sich  wie  ein  fester  biea- 
samer  Körpeij  in  der  Röhre  fortsphiebe,  wird  desto  unricli- 
jtiger^  je  wjeiter  die  Röhre»  ist.  Die  Wasserthcilcheü, 
llVrelche.  sich  in  der  Axe  der  Röhre  befinden ,  werden  stcji 
•wohl  immer  geschwinder  beVvegen,  als  die,  Trelchc-dip 
Wände  berühren,  und  der  Widerstand,  welchen  die  aii 
den  Wänden  langsamer  fortrückenden  TheÜchfen  leiden ,  in 
etwas  geringer,  als  br  seyn  würde,  wenn  die  ganze  Wai- 
sennasse  mit  einer  gleichen  mittlem  Geschwindigkeit  fort» 
rückte:  dagegen  aber  leiden  auch  die  in  der  Mitt€  der 
J\öhre  befindlichen  Theilchen  noch. einen  besonderii  Wideif* 
stand,  weil  sie  nebea  den  langsamer  liielsenden  vorbeieilen, 
•und  sich  also  von  diesen'  losreifsen  müssen.  Die  genaue 
Betrachtung  aller  dieser  Umstände  würde  viele  Schwi^jig* 


*)  "WoltmaBfl  Beitr.  1.  B.  S.  iGi.  — ^  Die  Formel  gibt,'  weim 
man  bei  der  5  Zoll  weit(»n  Röhre  e  =  452  etzt,  alle  Geaohwi^* 
digkeiteil  ürii  1,4  ZoU  kleiner,  als  die  Bcofbaelitttn^.-  ■*  '^ 


•    .,-V^^bschn.  Bewegung  des  WassefsuH Röhr.^9  wenn  etci     405 

kcit  haben:  die  Beweg\injg  ist  datyi  avch  nicht  mehr  so 
beschaffen ,  vf  ie  Wirsic  hier,  dein' Begriffe  "Ser  liuearischen 
Bewegung  gemäfs ,  verlangen. 


359.  /  i;>i0>  biiberigeu  Unteilsuchimg^u  noch  durch  dife 
Bqtrachtiuig  der  Yoraiidsetzung,  dafs  der  Widerstand  auch 
vom  Drucke  abbäiige,  zu  vervoUständigen ,  scheint  eine 
liiiiulthige  Arbeit  su. aeyii.  Die  Formeln,  0uf\velch^  man 
«b/Aanh  kommt ,  aind  vesvüickeltef ,  als-  di6  bisherigen ,  mxü  ^ 
trrHmben  vi^enig.A^vreudungen;  a.uch  *  schont  die  Erfahrung 
Adn  liEinilufs  >  da.  Druckes  auf.  den  Widerstan<)^  wenigstens 
^' ^bedeutend  iinzuseben.  Liiefgftn  «sich  genaue*  Versuche 
tiblsr'li Lesen  GegeifHind  im  luftlofren  Räume  artstellen ,  so 
könnte  man  ^t^cbeiden,  ob  man  auf  den  Dnick  bei  Ber 
Stimmung  de$  Widcrst^ijdes Rücl^icht  nehnien  müsse;  denn 
da  iin  luftvollen  Kaume  der  Üruck  tim  ä'M  Gewicht  einer 
^2  Fufs  hohen  Wassersäule  ßräfsec  ist,  aJsimVacuo,  so  , 
müfate  bei  sonst  fileichen  Umständen/ der  Widerstand  im 
luftleeren  Kaüme  geringer  seyn. 


•< 


•     .i'i'*# 


'•'-♦'     • 


:  ...» 


I  •  < 


« 


t   f      • 


Seclist  er  ,Ab  s  c.li  p'i  1 1. 

Van' der  Jicivegung  des  iVassers  in  liöliren,    mnn 
die  fFänne  nicht  überm^^likk^ Ui, 


•• » » 


.5<JA  ProLlew  7o.  IX^s  .Wasser  bcivegt'  sick,.ia 
^  einer  K^re,  wi  di© Temperatur  an  versclUedeiien  SteH4iÄ 
u»glei<ih  ist  jinaii  sucht  die  allgeioemerr  Ot'apiaejdie5er'Bi^ 
wcgungz4iHcstiinnieu,  wenn  V91  ausgesetzt  Wird,  da&:dj|« 
AVMscr  an 'jeder  Stell«  aogleicb  die*  dort  Statt  fiödeo^  * 
Temperatur  anuekmäviimd  diese  für  jede  SteUcdocfRoit* 


man  wiU,  gekrümmt,  «nd  ihre  OuerVhnlUe.m.gleic'lij 
»ah  acrine  cKe-tänge  der  Rühre  bis  an  einen  unie«tiinmf<Ä 
■  Querschnitt  .Si,  JS  ~i,  die  Grösse  di-^'scs  Querschnitts 
==  *»,  und  die  Höhe  des  Punktes  S  über  einer  bbstimintei» 
homontalen  Ebene  =  s;  die  Curve  «r»  stelje  die  Scale  der 
Höhen,  vor.  daf.  aUo  S<r=zUt,  und  s  und«*  sind  he, 
kannte.  Functionen  von  s.  Es  aey' ferner  in  dem  Quer, 
•chnitte  S.  die  Dichtigkeit  =  9 ,  .0  ist  auch  9  eine  Fua, 
ction  von  ,,  weil  wir  vornussetsen ,  da/,  an  deraelbcn 
btelle  der  Röhre  die  Teniperatur^uiigeändert  bleibt,  und  da»' 
durch  Ss  strömende  Wasser  sogleich  diese  Temperatur, 
also  auch  die  Dichtigkeit  =  ^  annimmt.  Am  Ende  der  Zeit 
—  t  fliefse  das  Wasser  durch  den  Querschnitt  Ss  mit  der 
Geschwindigkeit  =. ,-,  und  übe  den  Biixck  =  p  aus. 

Da  hier  |— J  =  o  ist,  so  geben  die  Cleichungeu  de«  . 

=  o ,  und  wenn  Bios  die  Schwere  a»f  den 


«54.5.    _2 — 

flüssigen  Körper  vvirkt, 
*gdp 


^  =  -....-..._ ..  (i;l. 


I 

A 


l 
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Aus  der  ersten  Gleichung  folgt ,  dafs  9  «  »^  =  r  ;  t  sey, 
oder  d^cse  GröCie  in  einem  bestiqiuiten  Augenblicke  in  4er 
ganzen  Röhre  einerlei  W^rtb  erkalte*>  Wenn  aUo  an  einer  * 
bestimmten  Stelle  der  Rötire  die  Diebtigkelt .  =3=  1 «  der 
(Querschnitt  der  Röhre  s=:  jf^  und  am  Ende  der  Zeit  <  hier 
die  Geschwindigkeit  ass  v  ist^   so  ist  für  diesen  Zeitpunkt 

auch  allgemein  y«»*  *=3V/^  oder  m  =  — j-.     Man  kann  al- 
so ,  weil  <j  und  u^  von  t  unabhän^g  sind,  v  aber  nicbt  ^on  s 

abhängt,  (7^1  =^  — TT-  Vt?en|  ^nd  e^^iält  j^tzt  fü^:  dp  die 

Gleichung 

f^dv.As 

■      Agdpva  —  ^fjgdz'r^^lMi^M-^        aj^     »  folglich      . 

hdvjts 

Um  aus  diesar  Gleichung  die  UmstHnde  der  Bewegung 
XU  bescnnmen^  muüs  der  Druck  in  zwei  verschiedenen 
Querschnitten  bekannt  seyn:  dani%  läist  sich.,  die  unbe- 
stimmte Gröfs'e  A  :  t  wegachaffep^  ^PA  eine  bestixomte  Glei* 
chung  für  v  finden^ 

361.    Bei  Röhren,  d^e  überall  gleicb  weit  siacl,  yniA, 

S62k  Da  wir  an  einer  bestimmten  Stelle  der  Röhro 
f  =:  1  gesetzt  .ha)>en ,.  so  bedeutet  nun  p  die  Höhe  einer 
.Wassersäule  von  i^b^n  der  Dichtigkeit,  oder  eben  der  Tem« 
peratur »  welche  in'  jenem  Querschnitte  der  RShre  Statt 
findet.     Will  man  hingegen  allgemein  eine  gewisse  Tbmpe*  j 

ratur  festsetzen,  bei  vrelcher  die  Dichtigkeit  s=  x  seyn  soO^  j 

•  .    ■     ■  i 


N. 


408    lIlTfc.  IL  Abth.  Gei^tce  der  linear.  Bewegung  füss,  KSrper.  - 

80  raufs  man  denjenigen  Punkt  der  Röhre  aufsuchen,  wo 
diese  Temperatur  Statt,  findet^  und  die  Geschwindigkeit 
dort  =;c  v  nennen,  > 

563.  Bei  den -Untersuchungen  über  das  Gleichgewicht 
4ussiger  Körper  fanden  -wir ,  dafs  ein  Fluldupi  nicht  in  Ruh^ 
bleiben  kann,  wenh  tiicbt  die  Dichtigkeit  in  allen  funkten, 
wo  einerlei  Druck  Statt  ßndet,  gleich 'grofs  ist,  oder  hei 
•flüssigen  Körpern^,  auf  welch«  bk>A  die  .Schwere  wirlit, 
wen^  nicht  in  gleichen  Höh^n  die  Dichtigkeit  überall  gleicU 
Mt,  '  E^  ist  daher  wohl  der  Mübowertb,  die  Bewegung*, 
welche  alsdann  entsteht^,  für  einige  bestimmtere  Fälle  g^ 
xiauer  zu  untersuchen.  Wir  wollen  zuerst  den  Fall  betrach- 
ten,  da  eine  kreisförmige  .yertical  gestellte  Röhre  fortdau« 
ernd  an  ei;ier  Seite  wärmer  erhalten  wird,  als  an  der  an« 
4em,  AS  BD  (Fig.*^  04:^  sey  eine  solche  Röhre,  und 
A  CB*  ihr  horizontaler  Durchmesser»  Die  Temperatu^  sey 
in  A  ^^t  hoch,,  iind  nehme  ab  /  je  weiter  man  sich  an  bei« 
den  Seiten  von  ^A  nach  B  zu  entfernt,  ii^  jB  fiber  sey  die - 
Wäi'ui^  am  kleinsten, 

Da  wir  annehmen,  daCs  die  Röhre  sehr  eng  sey,  «o 
Itonnen  v^ir  auch  voraussetzen,  dafs  das  Wasser,  indem  es 
uich' bewegt,  im  jeder  Stelle  die  Temperatur  der  Röhre  er- 
halte; die  Temperatur  jedes  Punktes  der  Röhre  aber  her 
.trachtefi  wir  als  während  der  ganzen  ^ewegung^  unveräa« 

denicB, 

*  »■  ' 

564,     Problem  7»i     Wenn  jlie  fireisformigc ,  überall 

gleich  weite  luid  vertical  gestellte  Röhre  AS  BD  (Fig.  tS4.) 

immerfort -ii)  ^~  Wärmet  al^  in  ^-erhalten  .^rd,  und  diese 

Röhre  ist  mit  Wasser  gefüllt,  diese  Bewegung  des  Wassers 

'ÜBu-^befttimmen ,   w^nh  dasselbe  ^n  |edem  Punkte  die  Tempe^ 

ratut*  der  Höhre  sogleipb  annimmt. 

^  .,  Auflösung,  Der 'Halbmesser  C\/rf  des  Kreises  sey 
3=  c,;  dl^  Weite  der  Röhre  sey  überall  = //»  «nd 
der  Durchmesser  ^-ß,,  in.  welchem  die  gröfste  Verschied en- 
neit  d^r  TemperattTren  Statt  findet,  "^sey  horizontal.    Da  die 


Fl  Jhs,  B.  d.  W,  in  H.  w^nn  ä,  Wärme  mihfliUraU gleich  ist.    409 

'Wörme  in  J  am  gröfsteii  ist,  so  ist  die  Dichtigkeit  hier  am 
lileinst^n,  in  B  hingegen  am  gröfsten :  man  setze  die  mittlere 
X)ichtigl(eit  =1,  die  in  A  Statt  findende  =:  x  —  «,  und 
nelipie  an,  dafsfür  jeden  Punkt  *S,  wo  der  Winkel  ACS=±(f 
•ist,  die  Dithtigkeit  ^  =  1  —  ^e  Cos  ^  sey,  also  in  £,  ^  ==  i  +  »• 

*  ,  » 

Die  ^öhe  des  Punktes  S  über  der  Horizon'tallinie  jiB 
ist  PS  =  z  =  c  Sin  ^,  und  der  Bogen  AS  =  j  =  c^. 
Wenn  nun  am  Ende  der  Zeit  =  t  hier  die  Ge^chwifndigkeit 
.=  M  und  der  Druck  =  p  i^t,  an  derjenigen  Stelle  aber,*  wo 
die  Dichtigkeit  =?  X  gesetzt  worden  |    die  Cesctiwindigkeit 

s:=  V)  so  hat  man  «  c=  —  =  • '^   ■   ■ ,  es  läfst  |ich  alsQ 

.0         I ...  f(  Lios^ 

nun  der  Druck  a^  dieser  Stelle  aus  derQleichung  de«  561.  0, 
bestim(men.     Min  ha^  hier 

f^  dz^=zcfd  fCo$<p  (l— •  Co8^)  =  rSin^ —  2«^ — i  flecSin2^, 
foglich2^p=A:£ — 2gc(Siaf — 4«^—^  «Sin  2^) 

«*  c(p^dv 

4  — «  Cos(p  dt 

In  dem  Punkte  J.  ist  also ,  weil  hier  ^  =  o , 


agpz=^  A  ;  t  — 
in  B  aber,  wo  ^  =;:;  «  =  lö^^i 


P'' 


9 
l  —  «     ' 

V 

I 


I 

•Man  kann  aber  auch  für  den  Punkt  j4j  ^  ==  2  ir  setzen,  und 
'^rhait  dann' für  den  Drück  in  ^  a    «  '    ^ 

Da  nun  dieser  Druck  nothwetidig  einerlei  seyn  mufs   mit 

dem,   welchen  wir  vorhin  für  denselben  Punkt  fanden,  so 

ftircav 
mub  g«^c«r''^  --»PC — f-  SS  o,  oder  ^*^d;eecc{<y  undy:;:»^^ 

seyn.  /Wenn  also  im  Anfange  der  Zei^  t  die  Geschwindig- 
"keit  =  o  war ,  so  wachst  sie  lii  eben  dem  Verhältnisse, 
Wie  die  Zeit  selbst. 


,4io     IL  Th, IL uiitki  G^S4tz0ä9rUäfar,ß€W€piugßüss^Kör^f^, 

»  I 

,      ..  Für  jede  Stella  S>i^&t  Rö,lii*e  ^b^r  Au^ct  inan  ain  Ende 
der  Zeit  t  den  Druck 

p  =  S:(  — cßin^-FJ«c(^  +  |SmC0)  — -;— *-       »^^^ 


oder  p=:2:t — c(Sin^  —  ^aSina^J 

^  ■  > 

der  Druck  wird  also 


> 


•v»* 


äs(i — «  Cos  ^  ^ 


7(737)* 

lu  £v  wo  ^=±190^      -.-  *p=^  :  e  — e>r- --r^—n 
in  B,  wo  ®  =  x8o<*     •    -    ps=2>:e f— . 

2(1+«)^ 


in  Z),  wo  (p  =  270^     -     -    D  =  S:e4*c-r- 


5Ö5I     per  Druck  war  also  Im  Anfange  der  Zelt  t,   da 

•der  fliks Ige  Körper  noch  in  Ruhe  war,  in  £  am  kleinsten» 

nahm  aber  gegen  A  hin  langsamer  zu,  als  gegen  ^  hin,  und 

das  Wasser  mufstc  also  anfangen,  nach  der  Richtung  AZB 

fortzuflicfsen.     Sucht  man  nämlich  für  %z=zo  den  Druck  in 

zwei  gleich  weit  von  E  liegenden   Punkten,    wo  für  den 

e^nen  (p  =  90°  —  y ,   für  den  andern  9  r=  90^  +  y  ist,    so 

findet  man  für  jenen'  p  =  S  ;  c  —  <;  Cos  y  +  J  «c  .  Sin  2.g^ 

für  diesen  p  =  2  ;  t  —  c  Cos  y  —  J  «  c  .  Sin  2  y ,  also ,  wenn 

V  <J  9^"*  ^*^»    ^'^  jenem  lenkte  ^  gröfser,    als  in  die^m. 

Nimmt  man  hingegen  y  gröfser  als  90^,    so  wird  Sin  fly 

negativ ,  und  folglich  wiid  der  Druck  in  jedem  Funkte  des 

Quadranten  ED  gi'öfi^er,    als  in  dem  gleioh  hoch  Uegendea 

^Funkte  des  Qustdiant^n  D  J^ 

3({6,  Diese  Bewegung  nach  der  Richtung  JEBD 
*w?rd  gleichförmig  beschleuAigt^  und  die  Betcblennigung 
ist  desto  gröüer,  je  erhch^ichfc  der  unterschied  der  in  ^ 
and  JB  Statt  findenden  Wärme  ist.  Hätte  das  Wasser  in  A 
eine  Wärme  von  Qo  Gr.  Reaum. ,    in  B  aber  beinahe  die 


r 


Vi.  Ah.  B:>ä.  W. in R. wenn d.  Wärmt nkkt ühtrallghkh Uu  ^ix 

Rillte  des  Eises  ^  «o  wurde  «  etwa  :=::  ^^  folglich  vTsi-^^t^ 
ungefäiir  ss  t  ^  ^  Fufs  seyn": '  das  Wasser  würde  sich  alsi» 
dann  am  Ende  der  ersten  Minute  schon  mit  einer  Geschwia- 
y^t  von^so  Fufs  hx  einer  Secunde  fortbewegen,  wenn  nicht 
•fliegen  der  Mittheilung  der  Wärme  die  Temperatur  allmäh* 
lig  immer  gleichförmiger  wurde.  Diesen  Umstand  konnte 
man  mit  in  Rec^urang  bringen ,  wenivman  annähme,  dafs  » 
nach  und  ufich  Meiner  würde ;  aber  da  diese  Mittheilung 
4er' ^^'^rme  bei  reVschilsdenen  Körpern  ungleich  «ist,  so 
)äfst  sich  hierüber  wohl  nichts  Genaues  -im  iVMgemeinen'  he* 
stiminen.  Das  aber  ist  wenigstens  wohl  gewifs,  dafs  das 
Wasser  eine  sehr- schnelle  Bewegung  annehmen  wird,  wenn 
die' Warme  in'^,  eitiV  lange  Zeit  durch,  erheblich  gröfser, 
uls  in  J5  ist^ 

'  7,67.  Der  Druck,  welcbea  die  Röhre  rn  jedem  Punkte 
leidet,  wird  durch  die  Vorigen  Formeln  noch  nicht  vollstän- 
dig bestin^int,  weil  i'it  noch  die  willkürliche  Function  S  :  t 

'Enthalten.     Jene  ^prmeln  zeigen  ind^fs,    dufs,    sobald  die  . 
jDt»5iVegung  angefangen. hat,  der  Druck  in  £  alleuial  gröfser,    - 
als  in  A  ist.     Soll  für  einen  g^ wissen  Zeitpunkt  der  Druck 

..völlig;  bestimmt  werden,    ^o  mufs  für  eben   diesen  Augcp- 
blick^der  Druck  an  einer  bestimmten  Stelle  gegeben  seyn : 

^/^Xj  s^y  am  End^  der  Zeit  t  im  höchsten  Punkte  in  £  *=r  <^, 
^o  ist  für  diesen  Augenblick  2  :  t  =  c  +  i**ff  t*,   folglich 

in  D  der  Druck  =  ftc,  in  jß  aber^ss  t  +  i'-  V'->'. 

i  -t"  «  . 

360.  Ich  nahm  hier  an,  dafs  die  gröf^te  und  kleinste 
Wärme  an  den  beiden  Enden  des  Ilorizontaldurchmesserf 
State  findet  — --  welcher  Zustairf.  zti  Bewirkung  der  Bexire-' 
gung  am  vprtheilbali^un  ist»  ^^rfi  der  höchste  Punkt  JS| 
am  nieistcfn  erwärmt  gewesen,  und  die  Wärme  ia  allen  von 
£  gleich  weit  entfernten  Punkten  g^eufh  grofs  9  j^o  wui:do 
gar  keine  Bewegung  entstehen,  sondern  das  Wasser,  wenn 
es  anfangs  in  Ruhe  war^  fortdauernd  tuhen«  Hieraus  f^lgt 
auch ,   dala  die  Bewe^gun^  nicht  lani;e  beschleumfi;t  werde. 


I   ' 


I     > 


4ifi     ILTh,  ILAhdu  GesstzätUrliruar^Bhmgungßäts.K&rpei^. 

.weon  zwar  anfaiigs  'die  Wärmeiu '^  am  gröfsten'vrac,  aber 
«diese  Wärme  nicht  unterhaltea  wtrdj  denn,  nun  wird  dat 
•fortfliefsende  Wasser  den  höher  liegenden  FuxiKteu  «S«  E 
Wärme  mittheilen,  und  da^  in  B  ah^iekt^hlte  Wasser  wird 
die  tiefer  liegenden  erkälten »  die  gröfste  Warme  wird  alse 
immer  mehr  nach  £ , .  die  kleinste  nach«  D  fortrücken  i  uud 
die  Beschleunigung  immer,  mehr  abnehmen;.       .  .     . 


I«     li 


56p.  Problem,  72,;  Essey».  wi^xm  vorigen  Pior 
.])len\e,  die  vertic^l  gestellte  kreisförmige  Röhi;e  in  ^^aioi 
stärksten,  in  B  am  wenigsten  ^erwärmt,  aber' die  Rölufi^^y 
nicht  überall  gleich,  weit,  man  auip)4  dieJBeweguog  des 
Wassers,  womi^  die  Aöh^  >gan»  ^ngg{j[il^t  U»iy^^  b^ajüm* 
inen,  -,       ^        -   . 

Auflösung.*  Der  Halbmesser  de$  Kreisea«  CA'=^  C  B 
^Fig.  64.)  sey  ==  c,  die  Dichtigkeit  des  Wassers  in  /i  sey 
=  1  —  «,  inB  =  i+rf,  an  jeder  unbestimmten  Stelle  S 
aber  i=  i  —  •  Cos  (p^  wenn  der  Winkel  j4  C  S  zas  (p  is|. 
In  £  \ind  D  sey  die  Weite  der  Röhre  =//i  in  J.  ==^ffi ' — ßfy 
und  allgemein  in  )edem  Punkte  S  =:«i*=/*  (v4-ß  Cps  0\ 
endlich  sey  am  Ende  der  Zeit  =  r  in  E  und  Z),  wo  die 
Dichtigkeit  ==«  I  ist,    die  Geschwiudigkeit'=  t;,   also  in  «^ 

V 

i die  Geschwindigkeit  p  zx'^f   '  ■■  ^,    ■■■  »j      ■    ''  '  ■      ■  -  ^  wie 

^  .(i  — «C^osfp)  (1— /SCos«)     • 

die  erste  Gleichung  des  560.  J).  zeigt.     .Die  dortige  Glei- 
chung für  den  Dr^cl^  p  «wpr 

.pa  hier  Z7=zc^  Sin  (p  «nd  ^ssz  |  —  «  Cqs  (f  ist,  so  wird  wieder 
fqdzmcShup^ — 2i|c^-*-<^«-cSin2^, 

ds 
'  das  Integraiy—  aber  wird 

.  •  >      •   .      _  .  . . .  •  • 


•^/* (i  — i3^ Co«  (p)      J^J  i—ß  Cos ^ ' 
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c  .      f/(i— /B*)Sin^^ 

Ang.  Sio,  I — ;; — ''  ^^^^,  ^ —    *)» 


ferner,  da  d  (j  z=z  a  d  ^  Sin(p  ^ 

dfp  Sin  (p 


/•''^'--"'fcrrn 


Cos  (f^y  (i—ß  Co«  g))»    ^  * 

log 


1 _ Li  * 


(1» — )S)*^^(it.«Cos^;^i-.y3Cos^)       « — ß      °    1 — «Cosf 


\ 


rfkaBa^M« 


*  1  «->  X 

*)  Setzt  maii  nämlich  Cos.^  ss«*--—     ,  so  wird 

'  *  1  +  3C« 


ä^ 


f — — — =A 


2I<IX 


SS 


Ang.  tg. 


»{t+/8) 


^  Ana  Uiiir  /"/('+^)'/(^-G^<»A 


2 


Ang.  tang. 


tang.  {  ^ 


■  UM    H  I 


1 


) 


Ang.  Sin.  I  : *  ^  J , 

/Sii»|ip./(i.+  /g)> 
yreil ,  wenn  Aug.  Sra.  f   ^ ^     J  r=  »^  heifst , 

Sm3,^=3ii.Sinl(py^ ^ — ^'Jxj  Co<>frs=3       ■       ^   '         — 

.      Ut4 

**)  Da  iI(^'$in(^==ä-*il.Cos^  isti  «o  kann  man  ^  indem  Co^^sä  — y 
gesetzt  wird,   . 

d^  Sin^  ^^  rfy 

setaea,  and  durch  Zerlegung  in  einfache  Brüche  findet  man  dieaetf 
DifTerential: 

1        ^    a*Ay  ß^dy  n  m^ß  dy 

*  *  *  •  * 

woraus  sich  leicht  das  Integral  bestimmen  lüfst 


^ 


4 1 4    JL  Tk.  II.  Aith,  Gesetze  äer  Uneaj\  Bewe^Agfl&ss,  JK.Scpet\ 
Man  findet  also  für  den  Druck  u\  A^  wenn  ^  =  o  ist» 
aj/7  =  A:t  — i 


v^ 


«v 


(1— «;0  — /8) 


2(«  — )3)* 


^  +  1 — ^  ^B 


Für  eben  diesen  Punkt  aber  findet  man  atick ,   wenn  piail 
iS  =z=  2#r  und  An/f*  Sm.  ■    ,  _  =  2**  setzt, 

«D*       r — «— ^+2«jS  2ä)S  ^--ß\ 

''*■  2(«-ßf  t(i-«)Ci— i3)  "^  (jc—ß)  ^''^'  T^ay 

Und  da  beide  Wcrtbe  gleich  seyn  müssen,  so  ist 

ugdt.yf^i'-^ß^)  ss:  dv  und  vz=:s  »gt^(i  —  i3*), 
wenn  für  t  c=  o ,  v  =  o  war. 

37o«  Die  UngleicliKeit  der  Weite  der  Röhre  verur«« 
i(acbt  also,^  wenn  die  Gröfse  der  Querschnitte  .dem  ange« 
nommenen  Gesetze  gemafs  ist,  eine  Verminderung  der  Ge- 
schwindigkeit, und  es  ist  hiebei  gleichgültig,  ob  die  Röhre 
in  A  oder  in  B  am  weitesten  ist.  Wäre  fl  r=z  ly  also  in  A 
oder'B  der  Querschnitt  der  Röhre  =3  o,  so  entstände  gar 
keine  Bewegung,    wie  sicji  schon- von  selbst  versteht.  ' 

\ 

371.     Wenn  ß=zti  oder  die  Dichtigkeit  idlenthalben 

der  Weite  der  Röhre  proportional  ist,   so  wird 

•^        ^      3(1  — «Cos  e)'  (i— «Cosg))'* 


1>* 


;  folglich- jy.>+jA>^9  =  ~f.. ^^^^^^^^^3,.    ' 

und. t;  wird  nun  =  «^t/'(x  —  «^). 

« 

372«    Diese  Untersuchung  zeigt  im  Allgemeinen-^   wie 

die  Bewegung  verschieden  ist ,    bei  Röhren ,    deren  Quer* 

schnitte  alle  gleich ,  oder  deren  Querschnitte  ungleioti  sind. 

yVir  wollen  jetst  aehen^    wie  die  Bewegung  sich  igidert^ 


\ 


yZjihs.  B.S^W.infL  wennä.  Warme ftklitüleraTt gleichist,   414 

wenn^  ^le  gröfste  und  kleinste  WSrm^  'nicht  in  den  End« 
punkten  (^es  horizontales  Dutchmessera,  sondern  irgend 
etiles  gegen  den  Horizont  geneigten  Durchmessers  Statt 
findet.  Hiebei  setze  ich'  die  Röhre  wveder  als  überall 
gleichweit  voraus. 

573.  Problem  ^73.  Die  kreisförmige  Aöhre  ^ H / 
(Fig.  65.)  sey  überall  gleich  weit  und  vertical  gestellt^  der 
Durchmesser  AB^  in  dessen  Endpunkten  die  grölste  und 
kleinste  Wärme  Statt  Rnd^t^  «cy  unter  Jem  Winkel 
ACH'=:  {  g^g^'^  ^^^  Horizont  Hl  geneigt ;  man  sucht'die 
Formeln  für  die  Bewegung. des  Wassers,  womit  diese  Röhre^ 
ganz  ange^lt  ist. 

Auflosung.  Des  Kteises  Halbmesser  sey  a=c,  die 
Weite  der  Röhre  überall  =//»  für 'den  unbestimmten 
Punkt  5  sey  der  Winkel  ACS^^^^  und  in  demselben^die 
Dichtigkeit  des  Wassers  9=1  —  »  Cos^. '  Die  Dichtig- 
keit ist  also  in  E  und  F,  7  =  i^  und  wenn  die  dort  Statt 
findende  Geschwindigkeit  =:  v,    in  «S  aber  die  Geschwin* 

digkeit  =  m  hWst,  ^o  ist  m  i=:    ■  ^ ,   des  Punktes  S 

Höbe  über  der  Horizontallinie  HJ  ist  :=zz:szc.  Sin  (9  —  ^„ 
und  der  Bogen  AS  =:  i  =s  c^.  .  Der  Druck  p  wird  ^Iso 
durch  folgende  Gleichung  bestimmt:     ' 

/  1^*  ctpdv 

^gp  t=r  Aie— 2g-f/(i— «Cos^y^Co«(^— 0  —  ^_^Cos^  "^  1t  ^ 

aber  /Ü^.Cos^.  CosC^— ^)=ip^.Cosg'+ J/d^Cos(2^-;-ö^ 

=  i^  Cos  i^\S'\n(jL(p—  Ol 

also  £^p  =  A  ;  t  —  ^gc  .  Sin  ((p-^i)  +  ugcip  Cosf^ 

v*  c(pdv 

+  i«^c  Sin  (2^— f) — 


&  —  »  Cos^ 


dt 


Setzt  inan  in  diesem  Gleichung  einmal  (p  s£=  o «  dit)  an^^ 
dremal  0  =  fi  ir ,  so  erhalt  man  für  den  Druck  in  A  'dea 
doppelten  Aufdruck  , 


•   ft^/i  =  A  :  t  +  a^c.  Sln^— ^«^cSin^--- 


4id     IL  Th.  IL  Abtk.  G^tze  der  linear,  Bmu^ffm§.fiüss.  Körpsr. 


und2£-p  =  A:  t  +  2ä:c  Sin^— ^ä^-c  Sin  s*  —  — ^ 

.   .    +  2lt6tgC  COÄ^  — 


Slctedv 


dt 


,  E«  mufs  dalier  <li;  =  ei|5-dt.Co8^8eyni  oAtt  t;=«5't.Cos  ^, 
-vrenn  *v  mit  t  zugleich  ypsch winden  soll.  ,Der  Druck  iu 
jedem  andern  Puniste  S  wird  nun  durch  die  Qleichung 


a^prs:  A:«  —  2C5 .  SinC^— ^  +i«»c^Sin(2f  ~^;— 


Cos^ 


bestimmt« 


(l — «Cos^) 


374.     Für  den  Anfang  der  Bewegung  ist  also 
pis  2:t — cSln(^  —  ^  +  4«cSin(29  —  ^, 
also  wat  damals  in  A  der  Druck 

•ec .  Sin  ^ 

=  2  :  t  +  <^  •  Sin  ^  .H ■ 1  ♦ 

4        . 

iu  dem   gegörüber   eben  so   Iioch  liegenden  Punkte    abefi 
für  welchen  (p  =  180°  +  2^ ist,  der  Druck 

±=5:  :  t +'c  Sui^+ i«f  Sin3^. 

'ah gelb e iii I aber  ist  für  zwei  gleich  hoch  liegende  Punkte,, 
wenn  für  den  einen  AC$  ^=  ^^    für  den  andern 

dei*  Druck  in  jenem  für  den  Anfang  der  Bewegung 

=r2:t  — c.SinC^  — ^')  +  J«cSinr2^-^0, 
in  diesem  t=  Su— c  Sin  (9^— ^;+ic<cSin(3^— 2^j, 
der  Druck  ist  also  in  Ä  »gröfser , ,  als  in  S^  wenn 

SinC2<p  — ^1>  SInCss'— 2(p) 
ist ,  folglich  beim  Anfange  iex  Bewegung  der  Druck  zwi- 
schen-4  und  H  kleiner,  als  in  den  gegenübet  gleich  hoch 
liegenden  Punkten;  oberhalb  B  aber  wird  in  d^m  ganzen 
Quadranten  titi  der  Druck  iu  jedem  Punkte  gröfser ,  als  in 
d«n  gegenübet  gleich  hoch  Jiegenden^  und  eben  so  üür  jeden 
zwischen  1  und  p  liegenden  Punkt  gröfser,  als  in  dem  ge- 
genüber zwischen  Q  und  H  liegenden.  —  Die  Wasser- 
masse wird  also  anfangen,  Äich  ^ach  der  Richtung  AUS 
fortzubewegen« 


Vl^Ab^*  £» i(  W^  in  R.  wenn eL,Wärme nicht überaü§leich üt^   J^tjr 

375»  Wenn  ^=r  90°  ist,  so.  wird  Cos  ^=s  o^  und 
t  folglich  vis^Of  also  findet  dann  keine  ^Bewegung  Statt, 
sondern  das  Wasser  bleibt  im  Gleicbgewicbte ,  weil  die 
Wärme  der  Röhre  in  gleicKeti  Höhen  gleich  gtofs  ist.  Ist 
^t>  90°,  so  wird  der  Cosinus  negativ »  und  die  Bewegung 
geht  nun.  nach  der  entgegengesetzten  Richtung,  nämlich 
immer  so ,  dafs  das  Wasser  unten  von  der  Kältesten  Stelle 
nach  der) wärmsten  fliefst,  oben  aber  von  d*er  \l^ärmern 
nach,  der  kalten  Gegend,  wie  dies  schon  oben,  bei  den 
Lehren  vom  Gleichgewichte  angeführt  ist* 

376,  t)ie  bisherigen  Untersuchungen  aber  *  gelten  liufj 
wetan  die  Röhre  ganz  mit  Wasser  gefüllt  ist,  denn  wenn 
ein  Theil  derselben  leer  gelassen  wird ,    so  kann  in  den  mei* 

*  st^n  Fällen  das  Gleichgewicht  bestehen.  Doch  findet  dieseft 
nicht  Statt,  wenn  der  leer  gelassene  Raum  sohr  klein  ist^ 
und  es  ist  daher  der  Mühe  werth*,  diesen  Fall,  da  did 
Köhre  xiicht  ganz  gefüllt  ist,  noch  näher  zu  betrachten« 

377.  P r  ö b  1  e  m  74 .  t>s  &eyASBA  (Fig.  66.)  wiödef 
eine  kreisförmige  vertical  gestellte  Röhre,  die  überall  gleich 
weit  ist,  die  gröfste  Wärme  finde  in  A^  die  kleinste  in  B 
an   den  beiden  Enden    des  horizontalen  Durchmessers  AA 

I  *x 

Statt.     Es  soll  die  Bewegung  des  Wassers  in  dieser  Röhre 
bestimmt  werden,  wenn  nur  ein  Theil  derselben  31 N  mi 
"  ,    Wasser  gefüllt  ist*  ^ 

■ 

Auflösung;  Des  Kreises  tialbmeiser  sey  =£=  i  ^  der 
Querschnitt  der  Röhre  =//»  der  unbestimmte  Bogen  A'S 
söy  =  j,  und  die  Dichtigkeit  in  5,  ^  =  a  — *  w  Cos  j^  •  Am 
Ende  der  Zeit  =  £  nehme  das  Wasser  in  der  Röhre  den 
Raum  MN  ein 4  und  es  sey  der  Bogen  AM  =  m,  AN^ssn^ 
so  weifs  man  erstlich^  dafs  die  gan^e  Masse  des  Wassers 
immer  dieselbe  bleibt,  alsd  das  Integral  /^d^t  vvenn  man 
es  auf  die  ganze  Wassermdsse  erstreckt,  unveränderlich 
ist.  Es  ist  aber  f(^dst=zs  —  m  Sin  s ,  also ,  wenn  man  die- 
ses Integral  von  den  Grunzen  y  =  m  bis  j  =  n  nimmt ,  die 
ganze  Wässermasse  3c=  w  -^  m  -^  «  (Sin  n  ^^'Sin  in)^    diese 

Dd 


41$     Ihlh.  ItAhüu  Gißsau  der  linear.  Bewegung flmu  Körper. 

» 
•ey    s=  2  X,     und    man    setze    m  —  «  Sin  m  zs  w^\^ 

JI-—  »  Sin  9t  s=:  M  «4*-  Xf    so  wird,   weil  m  ein  Ueiner  Biiich 

itt|  beinahe  m  ±=  u  — -  X  +  »  Sin  (w  —  X) 

und  n  :±:  tt  +  X  +  «  Sin  (»  +  XJ  i     - 

und  für  den  Tall ,  daft  die  Rohre  ganz  gefüllt  wäre ,   würde 

man   ii=sm  +  2«*   und  X  =  r   haben;    die  Röhre  ist  also 

nicht  gBQB  g«füHt,-  wenn   X  •<  ir  ist,    und  ir   bedeutet  den 

halben  Umfang  des  Kreises  ^  dessen  Halbmesser  •=:  i  ist. 

Da  hier  z  =£=  Sin  i ,   so  ist 

y^dz£=:Sini-— joci-^^dStn  ftj^ 

und  für  deü  Druck  p  im  Punkte  S  wird 

.  v*  sdv 

Dieser  Druck  iit  für  beide  Endpunkte  M^  N  gleich  grofs, 
nod  daher 

fifCSinn — iatn — iuSin2n)  +  — — +  -r~l 

^^         .      *  *  1  — «  Cos  n        dt  I 

r*-'ÄÄ:(Sinifi— iflim-^i«Slnam)  — ^  ^  -; — 1 

^^  ^  *  ,    ^      I— «Cosm        dtj 

Aus  dieser  Gleichung  läfst  sich  bestimmen  ^  unter  wel* 
eben  Umständen  das  Gleichgewicht  bestehen  kanni   denni 
wenn  dieses  möglich  seyn  soll^  so  mufs  v  =  o  und  dt;  =  e 
seyn,  also 
Sin  n  —  Sin  m  —  j  «  C^ — w»)  —  J  «  (Sin  2  n  —  Sin  2  m)  =r  b» 

In  allen  Fallen,  wo  dieser  Gleichung  Genüge  geschieht, 
findet  das  Gleichgewicht  Statt  i  in  allen  andern  Fällen  mufs 
Bewegung  entstehen,  i 

Man  sieht  sogleich,  dafs  diese  Gleichung  nicht  richtig 
seyn  kann,  wenn  n  s^  m^2igf  daher  ist  alsdann  das 
Gleichp[ewicht  unmöglich.  £s  s^y,  also  n:^ftir4*m  *"~Jl 
so  bleibt  das  Fluidum  in  Ruhe ,   wenn 

o = Sin(m — d)— Sinm— |ii(2jr— J) — ^[Sin(2m— »2J) — Sin2m] 
ist.  Man  nehme  t  als  sehr  klein  an,  so  verändert  sich 
diese  Gleichung  in 

e=JCoim  +  4«  (2*  _/;  — .  —  Cos  2m, 
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\ 

wörauA  für  m  der  beioahe  riclitige  Werth  Cos  ms -- 

folgt;  W«nh  also  nicht  ^>>  ir«  ist,  so  erN'ilt  m  keinen 
inöglicheil  Werth^  und  das  Gleichgewicht  kann  f;ar  nicht 
b^steheni 

In  allen  Fällen  läfst  lieh  die  entstehende  Bewegung 
aus  der  oben  gefundenen  Gleichung  bestimmen.  Führt  man 
nämlich  Üb  Gröfse  u  in  die  Rechnung  ein  ^  und  setat 

m  Äs^  i»  — p- X  +  •»  Sin  («  —  X) , 
*h  ziz  u  +  X  +  «  Sin  (u  +  X), 
ao  witd^  Well  k  klein  ist,  beinahe 

Sin  m  2='  Sin  (a  — X)  +  1 1»  Sin  2'(ii  —  X)v 
Cösmi=  Cos(tt  — X)  — |«+4«Cos2(u— X), 
Sin  II  c=  Sin  (k +X)  +  1^<*  Sin  2  (m  +  X), 
Cos  n  =  Cos^u  +X)  —id  +  i»  Cos2(«+x)j 
Sin  2  m  =  Sin  2  Cii -^  ^} ;- te  Sin  (u^X)  +  « .  Sin  3  (li^^X), 
Sin  2ns=Sin2(uH-X)— «SinCu  +  X)+«Sin3  (u4-X). 

I)a  nun  die  Geschwindigkeit  in  M,  i=  ■ '         .,  ist; 

0  I  1 — oeCQSiti       ^ 

und  die  Oberfläche  M  In  der  Zeit  ät  dbn  Raum  dm  durch* 

läuft,  so  Ist 

dm(i  —  m  Cos  m)       du 
det=  — — — =9  — 1     . 

V  V 

....  .  • 

und,  ^eil.  ü  sbhr  klein  ist,  so  kann  man  auch 

•    ■  *     ''    ;. 

- — ^-— '"  =  t  4-  «  Cos  H 

4  —  »  Cos  n 

aeteen^  iifad  die  Gleichung  für  i  erhält  nttii  fol^tade  Gestalt: 

9l§  (Sinn — Siiim)  —  m§{n. —  m)  -^  ^ag  (Sin2/i— ^  SIn2  m) 

4-  «w*(Cö*ii-^t;ösm>  +  -j^Oi-in^^o. 

Es  ist  a1)er 

Sinn  —  «Sfn  fn  =  2  SinX  Cos  ii+«  Sin  2X;  tos  2  ii«ü  —  in  =  2:^ 

4-  2  »  Sin  X  Cos  u  i 
Cosn — Cosm='-^2  SiiiX'.Sinü' — «  Slti  2X  Sin  2u  . 
fiia  &H— iSin  2m  bx2Sih  2X  Cos  2u  —  2«i(SinX  Cosm 

— -  Sia  3X  Cos3u)| 
t)d  % 
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folf^licb,  wenn  man  die  in  «*  multiplicirten  Glieder  wegläfst, 
ttüfliv  (A  +  »  Sin  X  Cos  u)  —  2-«i;*du  Sin  X  Sin  u 

s::^  —  2  ^  ri  u  (2  Sin  X  Cos  u — «X  +  2«Sin2X  Cos  d  u), 

LHese  Gleichung  wird  dnrcb  d«nMultiplicator  X  +  «  SinXCosu 
iutegrabel ,  und  alsdann 

i;*(X+«SinXCosii)*  =  Const  —  4ö  ^  .SinXSinu+  2otg\^v 
—  2  te  ^  u  Sin  X*  -^  «  «•  Sin  X* .  Sin  2  «  —  -^  « 5"  X  Sin  2X .  Sin  2  «. ' 

37Ö.     Wenn  X*=  ir  oder  die  ganzfe  Röhre  mit  Wasser 
gefüllt  ist,  so  wild  0^  =  Const  +  2«  «•«>  , 

du  » 

also  dt  =  -777; .  ^ 

V  (Const  +  2gku) 

I                                                      V 
und  t  ==:  — r  ^(CoiJSt +Ä  ""Äw)  = i    , 


wie  wir  es  schon  oben  <;efun(ien  haben. 


Für  andre  Fälle  fanden  wir  vorliin,  dafs  I  J>  die  seyn. 
mufs ,  wenn  das  Gleichgewicht  möglich  seyn  soll ,  also  ist 
J==  «*  die  Gränze,  bis  zu  welcher  i  wachsen  darf,  ohno 
die  Möglichkeit  de*  Gleichgewichts  aufzuheben*  Es  sey 
<  nun  ^.=  ««,  so  wird  das  Gleichgewicht  Statt  tinden,  wenn 
md^  if  oder  =  —  «r,  und  n  =  «r  —  »9r  ist.  Dann  ist  der 
untere  Halbkreis  ganz  mit  Wasser  gefüllt,  der  obere  aber 
enthält  bis  s^n  Dd  Wasser,  wenn  £D  =:  «t  ist^  und  dieser 
Zustand  ist  der  äufserste,  bei  dem  noch  das  Gleichgewicht 
bestehen  kauii. 

Wenn  also  der  leer  gelassene  Raum  gröfser  ist,  als  «ir, 
80  liahn  das  Fluidum  im  Gleichgewichte  bleiben,  ist  er 
aber  kleiner,  so  entstbht  nothwendig  Bewegung. 

^79«  Da  «  ftehr  kleih  ist,  »o  katm  /las  Gleichgewicht 
immer  bestehen,  wenn  der  leer  gelassene  Raum  erheblich 
grofs  ist :  aber  die  für  den  äufsersten  Zustand  des  Gleich- 
gewichts  gefundnen  Ausdrücke  sind  nicht  genau,  well  wir- 
•  auf  die  Glieder,  die  a*  enthalten,  keine  Rücksicht  |genom» 
men  haben.  Um  sie  niiher  zu  bestimmen,  sry  X  ==  ir  —  t 
und  (  ein  sehr  kleiner  ISogen.     Setzt  man  dlttseu  Werth  in 


r 
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die  zwischen' u  und  v  gefundene  Differentialgleichung,    so 

"Wetden  y  ==  o  und  dv  r=^  o^  wenn 

^  t  Cos  ^  —  flc«  +  «f— iMff  Co*  2  u  =  o 

«*     •        . 
)  oder  f  =  —7; -| ^; 

ist.     piqser  Werth  von  t  wird  am  kleinsten  ^   wenli  u  =  o 
ist,  und  dann  kann  mazt  #  =  •^fii^  setzen« 

Dieses  ist  die  Gränze ,  wo  die  Möglichkeit  des  Gleich- 
gewichts aufhört,  und  für  diesen  äufsersten  Zustand  des 
Gleichgewichts  ist  m=  — «r  +  -|«w  und  n  =  «r — ijocir,, 
der  leer  <>elassene  Raum  aber  =  «ir.  Die. Wassermasse 
nimmt  also  beim  Gleichgewichte  eine  solche  Lage  an^  dafs 
ihre  beide  Enden  um  den  Raum  ^x«  von  B  abstehen,  und 
die  St'elle  leer  bleil)t ,  yyo  di^  Dichtigkeit  8^m  gröfsten  ^eyn 
»ollte,  ^ 

38o*  PrQblem  75,  In  einer  in  sich  zurückkehren- 
den  Röhre  von  willkXirlicher  Figur  sey  der  Grad  der  Wärme 
iu  gleichen  Höhen  ungleich,  so  duk  das  Wasser,  womit 
die  Röhre  ganz  angefüllt  ist,  nicht  in  Ruhe  bleiben  kann, 
man  sucht  die  Formeln  für  die  hier  entstehende  Bewegung. 

Auflösung.  In  A  (Fig.  67.)  sey  die  Warme  am 
gttSfsten,  also  die  Dichtigkeit  am  kleinker ,  und  diese 
Dichtigkeit  bezeichne  matiimit  =1;  die  Weite  der  RÖhre 
sey  hier  =:.y /",  in  dem  gegenüber  stehenden  Punkte  B  sey 
die  Dichtigkeit  am  gröfsten,  •=!+«,  Man  betrachte 
nun  den  unbestimmten  Punkt  S  der  Röhre ,  und  setze  die 
liäng^  AS=:^s\  die  GrÖfse  des  Querschnitts  «Sj,  w^,  die 
Höhe  desselben  über  der  durch  yi  gehenden  bbrizontalen  . 
Ebene  =  x,  die  Dichtigkeit  an  dieser  Stelle  =  <}. 

Wenn  nun  am  Ende  der  Zeit  =  t  das  Wasser  im 
Funkte  A  die  Geschwindigkeit  ;=  ü  ,  in  S  die  Gieschwin* 

digkeit  =  M  erlangt  hat,  so  ist  *  =  — ^>  uiid  man  findet  fuip 
d«n  Druckes:  p  im  Querschnitt^  Ss  die  Gleichung 


./  ' 
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/*«»  dm        ffdv  Jls 

wo  die  Integrale  so  genomaien  werden  müssen  ^    dafs  9\e 
für  s  ^=z  o  verschwinden. 

Da  man  auch  hier  für  den  Druck  in  y4  zwei  verschieb 
dene  Ausdrücke  erhält^  je  nachdem  ii\an  jrrrboder  i  == 
.der  ganzen  Länge  d^r  IVöhre  in  die  Formel  ^etzt,  fliO  glbf 
nothwendige  Gleidiheit  beiden  Werthe  eine  Gleichung  für  9. 
Setzt  man  s  und  z  =  o^  so  wird  Si;gp.  =  A  J  '  —  ^^ \  weil 
f  =  1  und  »^  ^^^ff  ^^^«  Aber  die  ]ße&ti^imung  des  zweiteii 
Ausdrucks  für  e^en  diesem  Dru^^k,  wenn  man  nämlich  für  s 
die  ganze  Lange  der  Röhre  setzte  hat  etwas  mehr  Schwie^- 
rigkeit.     Bei  ^iner  überall  gleich  w^H^'^  Röhre  Nvü^de  dia 

Formel /*y  —  die   Lange   der  Röhre  selbst   ansdrücken^ 

oder  wenn  die  ganze  Länge  der  Röhre  ==  a  ist^  so  würde 
dieses  Integral ,  wenn  man  es  auf  die  ganze  Röhre  bezöge^ 
aell^f  ==  a^  werden,  allgemein  wollen  wir  dieses  {Inte- 
grals W^rtb  für  die  ganze  Röhre  =:  X  <^  setzen ;    der  eben 

80  genommene  Werth  des  ^ntegraU  / — j-sey  =s— tj  •    Den 

vollständigen  Werth  des  Integrals /f<f;t  aber  n^üssei^  wir 
etwas  ums^ndlicher  betrf^chten.  Wir  bezeichneten  mit  f 
die  Dichtigkeit  in  S^  und  nannten  ^ie  Höhe  dieses  Punktes 
=  z;  es  sey  nun  S^ i  ein  zweiter  Querschnitt,  wo  die  Dich- 
tigkeit eben  so  grofs  is.tf  als  in  Ss^  und  die  Höhe  desselben 
üher  A  sey  s  z'.  Bei  der  Betrachtung  dieses  Punktes  S 
mu(s  man  df  negativ  nehmen^  weil,  wenn  hier  j^ wachst, 
ij  abnimmt,  denn  die  Dichtigkeit  nimmt  ab,  wenn  S^  ^ei» 
ter  nach  A  zu  genommen  wird«  Um  also  den  Werth  dea 
Jntegrtis  Jzd(j  für  die  ganze  Röhre  zu  kennen,  braucjite 
man  nur  die  Summe  der  Integrale /z(If  und  -r^fz'd^  jedes 
von  Jt  bis  JB  genommen,  zulsuch^ßn,  (oder  das  Integral 
f(z^^z')d^  von  A  bis  an  B  zu  nehmen«  Es  sey,  um  dieses 
Integral  durch  Construction  zu  bestimmen,  die  gerade  Linie 
(^^g*   <$öO  .^  C  =s  i  =  der  kleinsten  Dichtigkeit«    und 
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C£  =  I  4-  0«  =  der  grofsten  Dichtigkeit;  ferner  mögea 
C£»  CF,  CGf  CHu.  8.  w,  die  Dichtigkeit  in  den  Punk^ 
ten  £,  E,  F,  F\  G,  (?,  H,  ff  u.  s.  w.  der  Röhre  ASßjl 
ausdrücken.  In  jedem  Funkte  G  der  Linie  ^i?  G^^g*  <$80 
ziehe  man  nun  einp  a^enkt^cbte  Ordinate ,  und  mache  sie 
dem  Unterschiede  der  Höhen  t  -^  z  der  Pnnkte  6,  G 
(Fig.  67.')  gleich,  WQ  die  d^irch  die  Ahscisse  CG  nuage^ 
drückte  Dichtigkeit  Statt  findet,  dafs  also  E<s=  dem  Un- 
terschiede der  Höllen  der  Punkte  E,  K,  F/==  dem  Unter-, 
achiede  der  Höhe  für  F,  F*  u,  8.  w,  gleich  ist:  t*—  weni^  die 
Curve  AefghB  so  gezogen  ist,  so  drückt  der  durch  sie 
begränzte  Flächenraum  das  Integral  /si^f  für  die  ganae 
Röhre  aus*  Dieses  Integral  sey  3=  /i,  so  lä£it  sich  nun  der 
Druck  in  A  ai^ch  so  ausdrücken :  . 

Xadv 

-und  da  diese«  s=  A  ;  e  -«-  v^  aeyn  muXa,  l^o  folgt »  daHs 

2ghdt^=fAV^dt'i'  XadVj 

'T^dv 
oder  dt  =    »'  ■  seyn  mufi« 

■ 

Diese  Gleichung  ^bt  yerschiedene  Werth^  Für  t^  )ß 
aacbdem  /m  positiv,  negatiy  oder  =  o  ist* 

Xav 
L     Wenn  M  SS  o*  ao  ist  c  s=  — r»  i 

II. ,  Wenn  /^  positiv  ist,  ap  wird^  'wenn  man  /»ss  — y 

Xam^do                       Xam          m +i> 
setst^  dtjss'^ — r- — r TT  un4f=:-T-7-  log* ,  wenn' 

t  und  V  zugleich  verschwinden  sollen,     $1|  wird  also ,  wenn 

-^  y  # 

man   — p  ^  —  setzt,  »  =  ———,  und  v  nSkertsich 
der  Gränze  v  ==  m,  ohne  je  diese  Grölse  zu  erreichen«. 


r 
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Sish 


ni.     Wenn  ^  negativ  ist,  so.  setze  man  ^= — ""T"x» 

711 


dsiüt  dt  z=z 


\adv 


2gh 


I  + 


v 


m 


>  am  11 

und  t  =s  • — r  -Are.  tang,  — , 
9,gh  °    m 


oder  V  :sz  m  tang. 


\ai7i 


werde*     In  diesen)  Falle  würde  also  schon  nach  einer  end« 
liehen  Zeit  die  Geschwindigkeit  unendlich  grofs. 

38^-  Exempel.  Die  Röhre  scy  krei$förnrig  tind 
'  vertical  gestellt,  sie  sey  gan2!  mit  Wasser  gefüllt,  und  ihr 
Halbmesser  m  c.  Der  Winkel  A  CS  (Kig.  64.)  scy  m:  ^, 
die  Dichtigkeit  in  Sy  (j  ZUZ  1  —  ••  Cos  ^,  des  Querschnitts 
^f  Gröfse  «^  ZU  p  C^^'^ß  ^^  9)y  ^^^  Höhe  z  ZU  e  Sin  f. 
der  Bogen  ^^"ZZ,  ^^. 

Die  vorigen  Untersuchungen  führten  auf  folgende  Glel« 

phung  für  die  Bewegung : 

dm         f^dv  f.ds 

f  s  ist  aber  hier 

fzd^ZZ^tcfd^  Sin^*|ZZi«c(9  —  |  Sin  2^), 
aT^o,'  wenh*  man  dieses  Integral  auf  den   ganzen  Umfji|nff 
^bezieht, /zei^  ZZ  «cjr;  ferner  ist 

/ds         g.        ^d(b                      c  r  . 

—  =  / 3=  -- — ; CArcSin/Zi^iS)* 

—  Are.  Sin.    -—r: >  j 

,    '     .  ^  \      X— ^Sin9       ^/* 

nennt    man'    nun    ^    denjenigen    Winkel ,     dessen    Sinu^ 

Cosip/Ci— /3*) 

,  so  wirdfür^ go°,  J'ZZOi  für^i;z*i 


I    \w 


«<  1  —  ß  Sin  ^ 
J»  —  —  Ang.  Sin,  /'(i  — )8*),  für  ^  ZZ  870* ,  ♦  ZZ  —  «, 
endlich  für  ^  ZZ  2ir,  ^ZZZ  —  2*  +  Are.  Sin.  V^(i-r/8*\ 
f vir  den  ganzen  Umfang  wird  also  d^^  Integral 

^ds  29fC 
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Endlich  erhält  man  für  das  dritte  tritcgral 

da  d(p»Cos(p 


«/'^^^^"•^^ö^ 


■r-r 


Cos  ip)  Q  i  -m-ß  Siu(py  *    . 

wo,  wenn  »uiid^  sehr  Wein  sind,  der  Nenner 

HZ  1  —  et  Cos  <D  —  3  iS  Sin  ^  - 

gesetzt .wprdei^  kann,  und 

dm 
2/*  /  — j  =  — i8/dp  Cos^(x  +  «  Cos  9  +  zß  Sin^) 

=5 — flSin9-rl»fl,(p — iu  ßSxn  2,  ^  —  i  p^  Sin  (p^^ 
welches  nZI  *^  «  ^  ir  wird ,  für  f  ZZ  2 1^- 

« 

Setzt  piap  djese  AVerthe  In  die  Gleichunr"  filrü,  so  wird 

.2*rc,  rfp 

,       d},Vi^  —  ß*) 
wo  ich  >/^(i  — ;3*  ZZ  1  »etze,  weil  ß  als  sehr  klein  vor^ius? 
gesetzt  ist«     £s  wird  also]  . 

/  cdv 

folglich  ,  =  -^    tang.  -y-j-  , 

ir^2gc 
yro  also ,  wenn  i  =b-  '"   '^  //»"  ^'^^  ^*®  Geschwindigkeit  tm- 


I         ^dlich  ist. 


%^J7ß 


,  AVäre  /5  negativ ,  oder  »*  ZZ  /*  (1  +  /9  Sin  f ) ,  so 
würde  die  DlfFerentlalformel  der  im  Prohleme  unter  dem 
zweiten  If'alle  betrachteten  ähnlich  seyn,  und  die  Gesohwin* 

digkelt  sicji  der  beständigen  Gränze  ZZ  Y  ""Z"  unendlich  nä- 
bcrn, 

38Ä«  Das  Beispiel,  da  «*  Zl/*  (t  —  /8  Sin  <p),  zeigt 
im  Allgemeinen,  dafs,  wenn  der  obere  Thell  der  Röhre 
JiEB  enger,  als  der  untere  ist,  das  Wasser  eine  so  sehr 
Beschleunigte  Bewegung  annimmt)  dafs  schon  nach  einer 
endlichen  Zeit  die  Geschwindigkeit  unendlich  wird  (oder 
unendlich  werden  müfste,  wenn  nicht  die  Mittlieilung  der 


4^6  ILTh^H^Ahtk,  Cesstzs  dar  linear.  Bew€gun^ßä$s,KSrp€r^ 
Wärme   und   der  Widerstand   an  den  VVänden  dar  Röhre 

K  I 

dieses  hinderte).  Ist^üigagen  der  untere  Theil  der  Röhr« 
enger f  als  der  obere»  so  kan^  die  Geschwindigkeit  einen 
gewissen  endjicbei^  Wertl^  nie  üb^r^effen, 

*  # 

533.     Man  kann  das  vorige  Exempel    auch  auflösen; 
\  wenn  fi  nicht  ^ehr  klein  ist,    und  findet  auch  dann  die  IBe* 
hauptung[des  vorigen  0.  bestätigt,  Jch  will  niich  aber  dabei 
nicht  aufhalten,   sondern  gehe  au  dfir  eii:;&lgei;i  pütalicben 
Anwendung  üb^r,  welche  sich  yqn  diesen  Unlersucbuugea 
auf  den  Luftzug  in  Schornsteine^  machen  lä{st.     Obgleich 
man  hier  darauf  Rücksicht  nehmen  sollte ,  dais  die  Dichtig- 
keit der  Luft  auch  vom  Drucke  abhängt,    so  setze  ich  doch 
.  dieses  bei  Seite ,    und  betrachte   falos  die  Bewegung  eines 
' ,  unelastischen   flüssigen    Körpers    in  einer   geraden  Röhre, 
wenn  der  untere  zu  starke  Druck  das  erwärmte  Fluidum 
aufwäits  treibt,   und  ^ut^n  beständig  neuer  iguflu£|  Stiitt 
findet. 

58'^.  Problem  7(5.  Die  gerade  verMcale  Röhre  A  B 
(Fig.  6gJ)  ist  in  ein  sehr  grofses  Geföls  mit  Wasser  ganz  ein- 
getaucht, und  selbst  mit  Wasser  gefüllt*  Dds  in  der  Röhre 
enthaltene  Wasser  ist  erwärmt,  das  aufsere  Was^r  im  Ge-. 
fafse  aber  kalt,  man  suchte  die  Gesetze  der  in  der  Röhre. 
entstehenden  Bewegung ,  wenn  die  Wärme  ier  'Röhre  als 
bekannt  vorausgesetzt  und  angenommen  wird,  dafs  das 
durchfliel^ende  Wässer  sogleich  eben  den  Grad  der  Wärme 

erhält;  endlich  auch  der  Druck  an  beiden  ^dep  der  Röhre 

I 

gegeben  ist. 

Auflösung.  Es  sey  C  der  Punkt,  wo  die  Wärme 
am  gröfsten  ist,  und  in  jedem  andern  Punkte  der  Röhre  S 
ist  der  Unterschied  der  Wärme  durch  eine  Function  der 
Entfe'rnung  von  diesem  Funkte  gegeben.  Man  <  setze  die 
.  Dichtigkeit  des  Wassers  aufserhalb  der  Röhre  m  i ,  und 
nehme  an,  dafs  auch  in  A  an 'der  oberu  Oefaung  der  Röhre 
dieselbe  Dichtigkeit  Statt  finde,  in  C  aber  sef  die  Dichtig- 
keit HZ  X  -«-  «•    Die  En^eipung  des  Fmüues  Q  von  A  tmj 


/  \ 
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CA  m  <i,  die  Lsg:ige  dftr  ganzen  Rohre  AB  m  Z,  die  Ent- 
fernung de«  unbestimmten  Punktes  S  von  C  sey  C  «$  ZU  s^ 


as'* 


die  DicbtlgkpU  44*5  sey  ^  HZ  x  — «  +  -^  >  der  Querschnitt 

Ss  tu  Ä^*,  hingegen  ^a  ZI  f/>*  «»f^n  rechne  die  Höhen  z 
von  B  an,  so  dalstfür  SfZ  ZZl  f  —  «  +  -f  sey ,  endlich  sey 
am  Ende  der  Zeit  t  die  Geschwindigkeit  in  An  ZZZ  v,    in 

jedem  andern  Querschnitte  Sf  aber  ZZ  *  ZZ  -^  i^  und  der 
Druck  in  »S  sey  ZZ  p,  ' 

Uni  hier  die  allgemeine  Gleichung  des  360.  (J.  anzu- 
wenden ,  muft  man  die  Werthe  der  dort  ilnaufgelösten  in- 
tegrale suchen^  dieses  läfst  sich  aber,  da  f^r  iv^  noch  keine 
he^itimmte  Function  fingenommen  ist,  nur  für  das  Iptegral 
f^dz  ausführen,    welches,   da  äz  ZZ  +  dj  oder  ZZ  —  ds 

ist,  «ich  in  /*  ±  di    X  — •  ^  + 

\  l  .        a^  ) 

chen  +  für  die  oberhalb  C  liegenden  Funkte,  das  ZeiqheMt 
-»  für  die  unterhalb  liegenden  gilt« 


verwandelt^  wo  das  Zei- 


Es  wird  also  für  den  Endpunkt  A^  wo  s  ZZ  a, 

«a  n 

fqdz'ZIZU  —  O^  +       1       ZZ  «  —  — -p—  «Ap 

für  den  Endpunkt  B  abe^ 

/,d,::::::^«_0(;t-»)+;7+^-;jr-C«-0. 

wenn  dieses  Ifnfegr^l  mit  s  zugleich  verschwindet. 

Wir  haben  den  Druck  in  A  und  B  als  bekannt  voraus- 
gesetzt; er  sey  in  A^  ZZ  A«  iu  B  aber  ZZ  A  +  ',  oaämlich 
in  B  um  so  viel  gröfser,  als  das  Gewicht  der  Wassersäule, 
denen  Hö.he  ZZ  i  und  Dichtigkeit  ZZ  x  ist ,  beträgt.  Man 
bezeichne  femer  die  Werthe,  welche  die  unaufgelösteu  In- 
tegrale erlangen ,  mit  folgenden  Buchs jfaben  *. 

da  '      ds 

für  ^  sey    .    -  /^  =  3R  uiuJ/- =81, 


I 


I 
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da  ^  €ls  - 

fürJB     •     •     -    /^r^  =  ^^nd/— =31', 

endlich  sey  dov  Querschnitt  JB^  =  y*i    so  geben  die  allge- 
meinen Formeln  für  den  Punkt  A'  \ 

{  n  \  dt> 

und  für  den  Punkt  B 


1 


,.( 


Ml 


Aus  der  üifferenz  findet  man  für  v  eine  Gleichung,  welche 
alle  Umstände  der  Bevreguhg  im  Allgemeinen  bestimmt. 

305«  E  X  e  m  p  e  1,  Die  Rühre  sey  überall  gleich  weit^ 
und, die  Dichtigkeit  sey  =  i  —  «  i  ■: j-j  in  jedem  Punk- 
te, dessen  Eutfernung  von  C,  =  f  ist;  zugleich  sey  di« 
Lunge  der  Röhre  /  =  a  (i  +X),  und  X  wenigsten^  nicht 
gröfser,  als  i,  oder  l  <i^  2.a, 

In  diesem  Falle  wird 

J  „*  „4  —  *^      „  r*  ^  rt 


tfx 
und/*/— =i. 


tf-u-  9/ 

weun  beide  in  C  verschwinden  sollen,   daher 

4S  SC  X* 

/4<SJ  =  — r-  und  /-»  gjj'  =  +  ;^ — jTTJ:. 

und  /*gi  =  a,    /^3l'  =  —  Xa.      Folglich  wird 

adu 


SLgk  =  A^  t  — 2^a+  |«a^— |i,»+ » 


mV 


-dT^ 


^*s . 


a^(/i  +  a  +  Xa)  ssrA:  «  +  2^  ,  Xa  (i  — •)  + IX'a 


.2 


—   + 


«X*i; 


z«.% 


2(x— »  +  »x^;      aC*— «j  Ci— »+«x*) 


I^  + 


"ä7~ 


f 


VI  Abs.  B.  A  JV.  in  R.  wfnn  d.  Wärme  nicht  überall gleit:h  ist.  4  £9 

dt  3  «  (l — «+aX*) 

und  die  Bewegung  fallt  verschieden  aus  ^  je  nachdem  X 
sleieh  1 ,    oder  kleiner  als  1  hi. 

Für  X  =  i ,    o^er  wenn  der  wärmste  Punkt  gerade  iil 
der  Mitte  der  Röhre  liegt,    erhält  man  vscz^^/^t^    für  di« 
übrigen  t'älle  aber,  wenn  nämlich  X  <J  i  ist, 
^[}sa  ii  —  oc  +  ccX^)  (2  +  \—%^)] 

f«^/[f^rt-?^)f^4-x~x*);i] 

><    tan^     77 ;: ' .. 

Die  GfjscTiwindigkeit  wächst  also  schneller,  wenn  der 
wärmste  Punkt  dem  uiilern  Ende  der  Röhre  näher  liegte 
Würe  B  selbst  der  wärmste  Punkt,  so  hätte  man-Xs=o^ 
nnd  daher 

4r 


V  =.V^K5-«(i  — »)]  •  '^ang. 


»t  i  ^ 


3  "<«—«). 


3g6.  Die  Voraussetzungen  dieses  Problems  sind  nicht 
mehr  anwendbar ,  wenn  jßC' (Fig.  69.)  gröfser,  els^C  ist, 
denn  dann  würden  unsre  Formeln  die  Dichtigkeit  in  B  < 
gröfser  als  i  geben,  gröfser  als  die  Dichtigkeit  des  Was- 
sers im  Gefäfse  ist,  ein  FallJ  der  wisnigstens  in  der  Wirk- 
lichkeit nicht  vorkommt.  Ich  will  daher  jetzt  die  Formeln 
so  einrichten ,  dafs  sie  für  den  gewöhnlich  vorkommenden 
Fall  passen^  wo  nur  in  einem  Theile'  der  Röhre  di0  Dich- 
tigkeit des  umgebenden  Fluidi  Ist^  in  dem  übrigen  Theile 
aber  die  natürliche  =  1  gesetzte  Dichtigkeit  Statt  findet. 

307»     Problem  77.     Alle  Umstände  bleiben  wie  imt" 
vorigen  Probleme,  »her  die  cröfsere  Wärme,   oder  die  ver- 
minderte Dichtigkeit  findet  nur  in  einem  Theile  der  Röhre 
Statt,  'während  im  übrigen  Theile  der  Röhre  die  Dichtig- 
keit =  1  ist:  man  sucht  die  Gleichungen  für  dieSew^gung» 

I 

Auflösung.     Es    sey    wieder  C   (Fig;*  69.)   der   am 
meisten   erwärmte   Funkt,     und    die   Dichtigkeit   in    dfm 
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Querschnitte  Cc  scy  =  i  — «.  Von  C  au  wachse  die 
i  Dichtigkeit  y  und  in  der  EDtfernung  C/=^  c  werde  sils  der 
liatürllchen  Dichtigkeit  gleich  z=z  n  so  dafs  blos  In  dem 
llanihe,  dessen  Länge  =2c  ist^  eine  geringere  Dichtig- ' 
kelt  SUtt  findet;  in  grö&ern  Entfernungen  von  C  aber  ser 
überall  die  Dichtigkeit  =^  i.  Die  Länge  det  ganzen  Röhre 
sey  =^  l'i  die  Länge  des  oberhalb  G  liegenden  l^hells  i=±  ui 
ferner  sey  iii  der  unbestimmten  Entfernung  Cs  :3s  s  der 
Querschnitt  «Si  =  »^  die  Dichtigkeit  =1  —  »S^  ivo  iS 
eind  Function  von  s  ist,-  die  ii:^  o  gesetzt  wird 4  •  wenn 
l.>  ±  c  isti  £ndlichisey  der  Querschnitt  Jiä:=zf,f^  und 
am  Ende  der  Zelt  =  t  ^ie  Geschwindigkeit  in  demselben 
^=zv;    iü  A  sey  dtfr  Druck  :^^»    in  £  aber  der  Dtuck 

'  Um  die  Formeln  des  $60*  {)•  hier  anzuwenden  ^  untere 
scheide  ich  zwei  verschiedene  Fälle,  erstlich,  wenn  sowohl 
CA  als  C  B  gröfser  als  Cf=  c,  also  blos  in  der  Mitte  der 
Röhre  ein  gewisser  Raum  erwärmt  ist,  zweitens ,  wenn  C 
nicht  so  weit  von  dem  eineiiEnde  der  Röhre  abliegt^  und  daher 
die  gröfsef  e  Wärme  sich  bis  äu  eine  der  beiden  O^fnungeil 
erstreckt; 

L     Wenik  i^owom  a  >•  e,    als  1  — -n  >>  c,    io  liat  äi« 

Bestimmung  der  Integrale/^  dz  und  /    ^     ■  nur  bis  zu  den 

Grähzen  j  =+  c  und  s  ==  —  c  einige  Schwierigkeit,    Jen* 
aeit*  dieser   Gränzen    ist  ^    unveränderlich  ^     und  folglich ' 

df  ==  o^  daher  behält/  ^  '^'  seineil  £ür  x  =  ±.c  erlangten 

7    * 
Werth  ungeändert,  liild  der  Werth  von  f<j  dz  ist  =  Cbnst + Jj 

wenn  die  Const«  dem^Werthe  gemafs*  angenommen  wird, 

'welchen  das  Integral  für  s  zzz  c  erlangt« 

Es  sey  also ,  um  hier  nur  bc;i  allgemeinen  Bezelchntm- 

gen  stehen  zu  bleiben , 

d<f 
für  i  =  +  c     -     -     m    fqiz:=z%  iuid  /  -7-j  =  9}2|  * 

7 
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iO  wird  fiir  gröfscre  Weflrthe ,  von  f 

f<jldz^=:f  ±  (jdsz=:  8  +  i  r-;  c  oder  ±=8* — i  +  ^, 

je  nachdem Tx  positiv  öder  negativ  ist,  denn  dz  ist  7=:  ds^ 
-weil  wir  anneLmen,  die  Richtungsliuie  der  Röhre  tey  ver* 
ticah  -—  Es  wird  daher  für  die  Endpunkte  der  Röhre  für 
J^  wo  i  =;5it  iat^ 

für  B\  Wo  i  s==  a  -^  Hst, 

/^di^t^Cl-^d  — 0  ünd/-^=gR'^ 

d's 

'  die  Wcrthe  d^»  IntegraU  /-j  setze  ich 

1$ 

dt  , 

für  B      ..*..*    /— =3l\ 


i 


und  deü  Quetschnitt  £&?=y^;  da  nun  in  jbeiden  End^ 
punkten  def  Röhre  die  Dithtigkeit  :=  1  i«t  1  so  geben  di« 
allgemeinen  Formeln  für  .^ 

füV  £  aber 

,+  i  /*  V»  (3B:  —  3)1), 
woraut»  bMtimjnt  w«rd«a  mfeCi. 
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"  H.  Wetin  a  oder  l-^^a^  oder  beide  Gröfscn  kleiner 
>indf.  als  c,  so  Ist  die  Öichtigkeit  am  Ende  deijlöhre  liiclit 
mehr  =  i,  sie  scy  also  für  Aa^  cj':=zhy  und  die  Gescliwiti- 
digkeit  in  diesem  Querschnitte  am  Ende  einer  ge\vissen  Zeit 
xiöcli  =  t;,  *o  wird  im  Querschnitte  «S  j  ==:  w%  wo  die  Dich* 

tigkeit=^  ist,   die  Geschwindigkeit  ä  ==:  - — ^,  daher  im 

360.  ß.  jetzt  bv  statt  V  gesetzt  werden  mufs;      Ich  set^e  fer* 
Hör  für  ^,  wo  9  =  feist, 

für  B,  wo  4  =  i'ist. 
Es  wird  also  nun 

daher  \  . 

■      *'  <lo    ■ 

500*  ferstfes  Exenipel.  Alle  Querschnitte  der 
Röhre  sind  cleich  grofs,  und  jdie  Dichtigkeit  ist  in  jedem 
Funkte,    dessen   Entfernung   von  C  kleimet   als    =c   ist^ 


pi 


0=  i -»i  «  +  «— r;    wenn.aLer  x   gröfser   als  c  wird,     so 

bleibt  9  unverändert  =  u 

Ich  tinlerscheide  auch  hier  die  im  i?röLlcmB  erwälmjen 
Fälle.  ' 

I.  JEs  sey  blos  der  mittlere  Theil  der  Ptöhre  erwärmt, 
«nd  an  beiden  Enden  sey  die  Dichtigkeit  es  1; 


r 
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V 

Da  hier  •»^unveränderlich  ist,  80  hat  mao 

da    '  i 

«Iso  /*  «R  =  /♦  a»'  =  C(vi«t  —  1, 
f^m  =  a,  und  /*3l'  =  1^  —  1, 

ferner  /"yJx  ss  (i— «)  *  +  |  — j- j 
ifrelcheft  für  1  ==  dt  c  gibt 


8=rfc 


«c  un 


d«'=:~c+f 


aCk 


£$  wird  alto  nun  ^  da  all^  übrigen  Glieder  sicli  aufheben , 

Die  Geschwindigkeit  wächst  also  desto  ihehr^  je  gröfser 
die  Watme  in  C  un^  der  Haum  e  ist';  in  Wdcheiti  die  Er- 
wärmung Statt  findet,  und  je  kürzer  die  IVöhre  ist« 

'  TL    Es  sey  «1  >-  c,    aber.I  —  a  *<  c^    so  wird  in  dei) 
Formeln  d^s  vorigen  $..II. 

1 
^enn  Cötist  — »— ^  in  C  verschwtndeiii  soUi    81  oxld  SV  be- 

halten  ihre  Wierthe,  ieibftr  es  wird 


/♦«DT"  = - 


—  *  + 


U—aW 


edei  s= 


l—ii 


if 


-«  + 


/ — a\2 


F 


Es  wird  also  nun,    wton  ich  I.— a  =  Xc  jetxe,  wo, 
tinsrer  Voraussetzung  gemafs,  X  ein  Bruch  ist, 

a+«(X'  — 3X— ft)c)    .     v*(«X*  — «)      .    /rfv 


A^I 


s 


4 

434     ^^*  ^^*  ^''  -^^fc.  Gesetze  derUnear.  Bewegungßüs's,  Körper, 
dv  ^  'g»'c  \  \        «t*fi— X*) 

z./(i— Ä+«x*) 

folf ucn  V  =s  — — ' TT — — : 

^  ""8-  \T  >^  - — x-:+.x> —  i» 

und  Sie  GescKwindigkelt  nimmt  ohne  Ende  zu,  und  sollte^ 
wcun  aht  Voraussetzungen  gan?  der, "Natur  gemäfs  wären, 
ichon  nach  einer  endlichen  Zeit  unendlich  grofs  werden. 

Wäre  C  der  unterste  Funkt  der  Röhre  ,^  also  V==:o. 
•o  würde 


l*         (*  —  •); 

und  t;  sollte  Unendlich  werden«  wenn 

t  =:  ^«r  «  ^   . —    15t^ 

Wäre  also  z.  B*   Issg*,   u:ndc=s=|^,   «=:o,i\    so 
wurde  dieser  Werth  Von  t 

=  1,57  • ==  20  Se<J. 

o,i 

ungefähr ,  Wenn  g  den  Fallraum  in  i  See  ausdrückt. 

Es  ist  nun  sJwar  offenhar,  dafs  eine  solche.  Beschleu- 
nigung der  Bewegung  unmöglich  ist,  und  dafs  auch  die 
Rechnung  anders  ausfillea  würdö,  wenn  man  auf  die  Be- 
wegung  des  aufterhalb  der  Oefnuug  Bb  befindlichen  Fluidi 
Rücksicht  nähme,  aber  man  sieht  hieraus  wenigstens^  dab 
die  Bewegung  mehr  beschleunigt  wird,  wenn  der  Qrwärmto 
Raum  am  untern  Ende  der  Röhre,  als  wenn  er  in  der 
Mitte  derselben  ist. 


yi.Alu  S,d,JV.inR.wtfind.fVdrmenicht überall gleichüu  455. 

in»      D19    Bewegung  wird  noch   weniger  beschleu- 
nigt >   wenn  C  am  öbem  Ende  der  Höbre  Hegt.       Es  '^ey\ 
nämlich  a  =  Xc  kleiner  als  c,  so  wird,  wenn  t^^ai>c  ist» 

•^  I  M 

•  tu  uAd  0}'  bebalten  ibre  Weitbe» ,   Man  erhält  daher 

Idv 

Jt;"     ^     .      (a+sx— X') 
oder   Z  .  —  ==  r^S"^ IT^I kv*(x — X*), 

und  man  siebt,   dafs  das  Integral  dieser  Formel  durch  Lo* 
gaiitbmen  ausgedrückt  wird ,  und  dafs 

V  =i=:  \f '• : ^ 

^  (1— x;fi— »+«x») 

die  Gränze  ist,    welcher  die  Geschwindigkeit  alch  Immer 
mehr  nähert,  ohne>sie  ie  aui  erreichem 

Wäre  Cc  der  oberste  Querschnitt  der  Röhre,  so  würde' ' 
atrü  o  und  X  ::^  o  ,    und  diese  G Jänze  der  Geschwindigkeit ' 

Ware  v  ss  \/  »^ ^  • 

In   dem  am  £nde    von  tli    ängenommeneu  fieispiele 
würde  also  die  Geschwindigkeit  nie  gröfseri  als 

-*=^g*yr^^o,6  .g-  > 

ungefähr  werden  ^   also  nie  über  10  I'ufs  in  einer  Seciin de, 

"wenn  die  gröfste  !ßrwärmung  am  obern  Ende  Statt  fände. 

Diese  Cränze  der  Geschwindigkeit  hängt  von  derLänge  der 

Köbre  nicht  ab ,    aber  die  Geschwindiglieit  wächst  anfangs 

schneller,  |e  kürzer  die  Rühre  ist« 

Ee  ti 


\ 


I-  'f 


f 
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:  ^89*     Man  kann  sich  Idtcbt  überzeugen ,   dafs  ä];inliche ' 
Renil täte  gefunden  werden,    wenn  man  bei  einer  cylludri-, 
scheu  Röhre,  auch  ein  andres  Gesetz  der  Dicbti£Keiten  an« 
nimmt;  denn  der  Coelficient  ypn  i;*  vevschwin.det.  bei  einer 
cylindrischen  oder  prismatischen  Rühre  allemal,  wehn  das 
verdiihnte  Fluidam  blos  einen  gewissen  Raum  in  der  Mit^e  der 
Röhre  e'mninii|it,  und  die  Dichtigkeit  oberwarts  und  unter« 
wärts  uach  einerlei  Gesetze  abnimmt :  dieser  Coefßcient  erhält  ' . 
ferner  einerlei  Zeicban  'mit  dem  iVk  dv  jQuHiplicirten  Gliede^ 
wenn  die  Erwärmung  bis  aus  obere  Ende  der  Röhr#  reicht^ 
dagegen  erhalten  die  in  i;f  und  dv  mültiplicirten  Glieder    * 
verschiedene.  Zeichen  ^    wenn  der  erwärmte  Raum  unten 
liegt  —  wenn  nämlich  alle  Glieder  der  Gleichung  an  der* 
•elben  Seite  des  Gleichheitsäeicbens  stehen.   ' 

Setzt  m«^  allg<^mein  die  Dichtigkeit  in*  dem  erwärmten 

'  »         "  .4 

Räume  =  i  —  «  +  «  — ,  «o  wird  die  Bejuregung  unter  sonst 

gleichen  Umständen  desto  schneller,  je  grüfser  it'ist,  wo- 
von der  Grund  auch  einleuchtend  ist,  da  die  Dichtigkeit 
bei  gröfsern  Werthen  von  n  langsamer  wächst,  also  die 
ganze  in  dem  er^v'ärmten  Theile  der  Röhre  euthaltelie 
Masse  kleiner  ist,  als  wenn  man  n  kleinere  Werthe  beilegt«  '^ 

590.,  Zweites  Exempel.  Die  Röhre  sey  zwar  an 
derjenigen  Stelle,  wo  die  grölsere  Warme  Statt  findet,  cy- 
lin drisch,  aber  sie  sey  an  einem  Ende  oder  an  beiden  mit 
einem  conischen  Ansatz  versehen,  das  Gesetz  der  Dichtig- 
keiten bleibe  eben  das ,  wie  im  vorigen  ExempeL 

Ich  nehme  an,,  dafs  die  Erwärmung,  und  folglich  die 
ungleiche  Dichtigkeit  sich  nur  auf  den  cylindrischen  Theil 
der  Röhre  erstrecke:   es  werden  daher  die  Integrale /y^s 

und  7  -r— T  auf  ähnliche  Weise  gefunden,   wie  vorhin,  e* 

müssen  aber  hier  mehrere  Fälle  unterschieden  werden« 

Erster  Fall.  Der  untere  Theil  der  Röhre  sey  cy- 
lindrisch ,  und  blos  am  oberu  Ende  sey  ein. conischer  Ansatz 
angebracht«  ^ 


▼  « 
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L  Die  Lange  der  cylindrificlien  RöLre  sey  ^=:  2  c, 
und  der  am  ineisten  erwärmte  Punkt  liege  gerade  in  der 
IVIltte  derselben,  dafs  also  an  beiden  Enden  des'cylindri» 
•chen  Theiles  die  Dichtigkeit  =  1  sev. 

Bei  dieser  Voraussetzung  wird,  wie  wir  geseben  ha- 
ben, 3)}  =  3B',  und  wir  braueben  diese  Gröfsen  gar  nicht 
zu  bestimnieD.  Die  Gröfsen  S,  £'  erhalten  eben  d»?  Werthe, 
wie  hn  g.  388-  !•»  «her  91,  j^  vl\\A  y*  müssen  nocTi  be- 
stimmter ausgedrückt  werden.  Der  Halbmesser  der  cylin- 
drischen  Röhre  sey  =  r,  eben  so  grofs  ist  auch  «>•>•  llall> 
nesser  der  conischen  Rohre  an  der  Stelle  ^  wo  sie  an  diese 
anschliefst,  oder  wo  i  ssc  c  ist,  wenn  ich  der  bisLerigen 
Bezeichnungsart  gemäfs  s  von  dem  am  meisten  erwärmten 
Funkte  G  (Fig.  69  i.)  an  rechne.  Ava  obern  Ende  sey  der 
coioiscben  Röhre  Halbmesser  =  r  ^l-  f ,  umd  für  diese  Stelle 
s=zaj  daCi  also  die  Länge  des  conischeti^Theila  =t:  a  —  r, 
und  die  l<5iige  der  ganzen  Röhre  =  /  x=  a  +  c^  «t.  Hier- 
nach wird  der  Querschnitt  An^=:  fjz=:it  (r  +^)* 

lind  jeder  andre  Querschnitt  der  conischen  Röhre 

wenn  dessen  Entfernung  vom  unteni  Ende  des  co^ischea 
Theils  =J  —  ^  "t.  In  diesen  Formeln  wird  ^  negativ, 
«wenn  die  Röhre  sich  oberwärts  verengert« 

ds 
.Nimmt  man  nun  das  Integral  /  -^  >  so  wird  für  die  Ea* 


dt' 
•<lett  des  cyllndriscben  Tbeils  /  -j  ' 


— ,  und  daher  in  Bit 


irr 


/*3l'  = 


A- 


(i^V 


Für  den  conischen  The^  »bev  wird 


[r  a  +f  's  —  CH-f )  cj» 


,  ir.^.  £ra  +  ^i— Cr +^)c] 


Hr  C^ütt.., 


/' 
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folglich,  well  für  js=<;  dieses  In tegml  =  — r  wenden  soll, 


allgemein 


^s 


J1 


(a—c)  (i— c) 


«r*        ,r[r(a— 0+^0  — f)]* 
füxi==  <t  oder  ii^  Querschnitte  ^a  wird  also 

c     •         a  —  c  cg+ar 

~»r*  ^  fir  (r  +  f)       »r*  (/•  +  0. 


'—91)  =  —  *''f^'"^f^  _  c^+Ofr-ff) . 


endUcl»/»(§(r,^Sn) 
Pie  Formeln  5,  307. 1.  geb«a  Biso  nun 


V   w 


I' 


>. 


l««5'«-~i«'* 


I  ^^ 


(*■+?)*] 


Ich  will  f  =  ^r  setÄcn,  dafs  also  der  obosn  Oc^nuug  Halb» 
inesser  =  r(i  +a»)  ist,  und  /f  da«  negative  Zeichen  erhäl^^ 
WOAA  die  Röhre  «ich  nach  oben  zu  verengert ,  dann  wird 

dt  (i+Af)(«+c+ß  <:/«•)        ' 

und  man  aicht  sogleich,  dafs  t  durch  Kreisbogen  ausge- 
drückt wird,, wenn  ^  positiv  ist,  aber  durch  Logarithmen, 
,weun  ft  negativ  ist.  pie  Bewegung  swird  also  mehr  b«* 
schleunigt,  wenn  die  Röhre  sich  nach  oben  zu  erweitert 
verengt  sie  dich  oberwärts  ,  so  ist- 

(16  9gc 


VS=^y/^ 


15    »  —  (*— i«*)^J 


die  GräpÄO,  welche  die  Geschwindigkeit  nie  übersebreite^« 

II,  Pie  gröfste  Wärme  finde  im  untersten  Qucr- 
schnhte  selbst  Statt :  es  sey  nun  die  Länge  ^r  cylindrischea 
B-öhre  =jc,    des   conischen  Tbeils  «crs  «  -^  c,    aq.  werdexi 


ß   387,  n,  r  und  91' ; 

:  f  91=. 
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w: — UR"  = 


tt^r- 


ferner  t'  =r  i  — ^  «  und  ^  =;s  i , 
datier,  weil  die  gaiw^e  Länge  der  llöhre  =;  aisti 


I  — 


Ci-«^-^J 


i»v^  (r+p] 


i-?-« 


oder 


+  d7'~ 7^ 


oder,  wenn  ich  ^  :sz  f^r  setze, 

dt        (i+m;(a+^c)  .         (i +A*)(<^ /<♦+«) 

iDiese  Formel  enthält  drei  verschiedene  Fälle.  Ist 
nämlich  |i4 positiv,  oder  erweitert  sich  die  coiiische  Röhre 
ooerwärts ,  so  ist  der  Coefficient  von  v^  positiv ,  und  di^ 
Geschwind igheit  vtrird  also  durch  die  Tangente  eines  Bo- 
Ifens  ausgedrückt,  welcher  der  Zeit  proportional  Sst,  sie 
erhäh  ^also  schon  nach  einer  endlichen  Zeit  einen  unend- 
lichen Wer  th.  Eben  dies  findet  noch  Statt,  wenn  /u  =  oj 
oder  die  ganze  Röhre  cylindriach ,  xnid  selbst  nych,  wenn 
f4  negativ  ist,  wofern  nur  im  letztern  Falle     .  ' 

(i  +  »)  (1  — /u)'*  K>  1  —  «. 

1  —  u 
Wird  aber  (i  —  ^)*  =   -_|j—  ,  oder  verhält  sich/*  ;  y*, 

oder  Querschnitt  jia  :  Bb.sz=  /(i  -^ä)  :  >/^(i  +  «c),  so  wird 
die  l^ewcgung  gleichförmig  beschleunigt,  und  v  der  Zeit  t 
proportional.  Nimmt  man  endlich  die  obere  Oefnung  noch 
anger  an,  so  gibt  es  wieder  eine  Gräuze  füi:  die  Geschwin- 
digkeit,, welche  desto  kleinqr  ist,  Je^  enger  man  die  obere 
Oefnung  annimmt,  sie  wird  nämlich  -.  *^ 


»  =  / 


«^c(i  —  n) 


f-o 


1 — « — (l+»)(l— i«.)** 


i      I 


'-  .  .  ^ 


» 


440      ILth^ILAtdu  Gesetze  ierlinear» Bewegung fi&ss»Korpw- 

Man  kann  also  im  Allgemeinen  sagen ,  dafs  die  Geseliwin? 
digkeit  kleiner  wird ,  wenn  der  oben  angebracht^  coniscb« 
Ansatz  sich  obeswärts  verengert.. 

Zweiter*  Fall.     Das  cylindriscb^  Stuck  ^lacbe  den 
obern  Theil  der  Röhre  aus  9  und  es  %ey  unten  ein  ^oni^pher  * 
Ansatz  angebracht«  ' 

L  Die  Länge  der  cylindrisch^n  Rohre  (Fig.  69  c.)  sey 
t=r  A  4" ^  gröfser  als  2C|  der  erwärmte  R^^um  nehme  ihr 
unteres  End^  so  ein ,,  dAts  Cf  ==  c  oder  ün  ersten  Qu^r* 
schnitte  des  cpnischen  Theiles  die  Dichtigkeit  schan^ss  1 
ist. 

Der  cylindrischen  Röhre  Halbmesser  sey  =s  Ki  also 
Aa:=zFf=sr^ifz=zf^j  des  untersten  Querschnitte^  der 
conischen  Röhre  Halbmesser  sey  ss:  r  4"  f »  a1<o 

und  für  d^en  comsclien  Theil 


** 


=*K'rr;)V 


wenn  difset  Querschnittes  Ss  flatfemung  yan  Cc    =7  i, 

und  die  Länge  dej^  conischen  Theils  der  Röhre  ss  A  — ^  ^  ist« 

Man  erhält  hier  wieder  iO^  —  ^  =  o ;   £  und  ^'  erhalten 

die  Werthe  j  wie  in  ß.  '3g8.  L ,  fferner  wird  ^^  91  =: «,   ui^ 

^  •  ds       — *c       ^ 

'  für  den  Querschnitt  Ff  das  Integral  /  "Y  ^  — i  \    ^^    ^^^ 

ponischen  Theil  aber 

f.—  ds                            (fc  — c)» 
J  "TT*  =  "I m \  1.  r.'- — n  +  Gonst , 

folglich  31'  ==  -     \     ,'■ ;, 

(Ä  —  r)  r 
f*f{t  =  -  ,V~c« 

...  '^^^  ^    ^    ' 

Mithin  wird 


1 
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und  wepn  die  Röhre  sich  unterwärts  erweitert  ^  so  gibt  e$ 
allemal  eine  endliche  Granae^^  welcher  die  Gesohwtudigkeit 

dv 

a  Oi 


sich  Dähert. '  Man  findet  diese  Granze,  wenn^nian 

setst.  tmd  sie  ist  v  =*:  4  /   ■     ■ , — rr — —  , 

gxa^ftbr  aetse.     Erweiterte  die  Röhr4   sich  unterwärts ^o 


dt 
wenn     ii;h 


s^hr,   dafs  man 


+  fJ 


4 


als  einen  unbedeutenden  Bruch 


nz   weglassen  konnte,    so  würde   die   Granse   der   Ge* 
teh^ir^näigHeit  ?  =:?  4  /^t'*^^*' 

IT.  Die  gröfsle  Wärniie  finde  in  dem  höchsten  Quex^ 
schnitte  der  Röhre  in  uia  Statt,  und  dieliäuge  des  cylini 
drischen  Theils  sey  s=  c,  di^fs  also  die  Erwärmung  sich  bis 
an  Ff  erstreckt  y  aber  in,  Ff  die  Dichtigkeit  doch  schon 
3=  X  ist. 

Hier  \rird ,  wenn  ich  sottst  die  vorigen  Bezeichnungen 
beibehalte ,   für  die  allgemeinen  Ausdrücke  des  $.  ,537.  IL 

folglich  .        ' 


dv    ffcr+Cf 

3f- 


4  °   •        ^Vi  -.1 


(1— )>-*^ 
1  +•!  — -5?! 


('■+;)*  J 


und  bei  Röhren,    die  sich  unten  erweitern,   gibt  es  eine 
endliche  Grande  fiir  die  Geschwindigkeit,  welche 


f^«^ 


l^t,  und  für  e^ii'  sehr  groXses  f  bei  Röhren,  die  sich  unten  sehr 
f  rweitcm,  =y^- 


-?  •' «  c 


4  —  # 


Wenn  die  Röhre  nach  unten  tu  enger,  wird,  alsQ  f 
il^xt  dem  negativen  Zeichen  vorkommt,  so  kann  der  Coefii'» 
^ient  von  1;*  positiv  werden ,  wenn 


/ 


44«    JItTk^Ih4^tb.  GesetZ0ä0rUnear,  Bewegung flUss.Körp^^ 

'- -r>  V  oder  «— >  / 

ist:   in  diesem ' Falle  vinirde  |il»Q  die  Bewegung  uqendlicli 
iDeschlcunigt  werden. 

"     Will   man  die  UiUersuchung   blos    als   matheipatiadi^ 

Betrachtung  fortsetzen ,   so  kann  man  noch  hinzufügen : 

>  * 

IIL  Die  grölste  Wärme  finde  in  F/"  (Fig.  69  c.)  Statt, 
aber  sie  erstrecke  sich  hioi  aufwärts^  so  dafs  in  der  coai« 
aciien  IVöhre  die  Dichtigkeit  '=  i  sey. 

In  '^diesem  Falle  wird  6  =;:  i'  c=  1 ,  u«d  miin  kann  die 
Formeln  J)«  3Ö7.  L  gebrauchen.  Man  hat  aber  £  =  c — f  «c, 
£\=  — V,  weil  die  Dichtigkeit  unterhalb  allenthalben  =;  x 

ißt,  /^ o^r —SR)  =  .Hl.,. /»gi  =  Ä,  p4)r  =  7=[^3 

diese  Wcrthe  in  die  allgemeine  Gleichung  gesetzt,  geben; 
dt  (r+f)  .    ^      «  '         [        (r+^)^        x—ul 


f«  5'<^  — i-i'* 


2fle  r"* 


.] 


i  —  «  (r  +;/J 

r    - 

Statt.also,    dafs  bei  einer  cyliudrischen  Röhre,  wenn 

kein  unten  erweiterter  Ansatz  da  ist,    die  Geschwindi^Keit 

•ehr  bald  uaendlich  werden  sollte,  gibt  es  hier  eine  Gränafc, 

welche  sie  nie  erreichen  kann.      Ixide^  zeigt  die  Formel, 

»     dafs  dieses  nur  dann  Statt  findet,  wenn 

•(H^  o<i-  P  <1  /tut- 

ist,  -und  dafs  also  eine  geringe  Erweiterung  der  Mündung- 
Statt  linden  kann,  ohne  di^  unendliche  Beschleunigung 
aufzuheben.  Wird  hingegen^  sehr  grofs  gegen  r,  oder  ^ie 
conische   Röhre    untfen   sehr  weit,    so  ist  die  -  Grande  .der 

Geschwindigkeit  v  =?:  \f  v  >   > , 

.*     5pi*     Der  zuletzt  betrachtete  Fall  findet  in  der  Natur 
wohl  immer  Sutt,   wenn  auch  die  Röhre  nicht  mit  eiuem 


"  \ 


9tis  festen  Wanden  gebildeten  conisc|ien  Ansätze  versehen 
ist ,  d^nn^allen^al  wird  das  aufsen  zuströmende  Flu^u^i  auf 
ähnliche /VY^ise  einen  trichteiförteigen  Strudel  bilden/  wie 
bei  dem  Ausflusse  aus  weiten  Gefafsen  durch  eine  ieuge 
'  Oefuung.  Man  sieht  also  aus  dem  letzten  Exempel  einen 
Grund,  waruÄi  die  Bewegung  nicht  so  sehr  beschleunigt 
Wird,  als  die"  Rechnungen  bei  eiiier  cylindrischen  .Röhre 
angaben.  Vergleichen  w'ir  das  Beispiel  ß.  308-  H..  mit  den 
ForniBlft"  Hr.  des-  letzten  ß. ,  so  wurde  v  nie  grÖfser,  als 
ißtwa  -J.»-,  oder  5  Fufs  in  einer  Secunde  werden  können. 
Statt  däfs  ^s  dort  schon  nach  wenig  Secunden  unendlich 
grofs  werden  sollte.    ^  , 

392.  JJebrigeus  zeigt  das  zweite  Exempcl  in/Allge^ 
'meinen,  dafs  eine  Verengerung ,obei halb  und  eine  Erwcite- 
vpng  uigiterhalb  des  erwärmten  Theiles  der  Röhre  die  Ber 
schleunigung  der  Bewegung  vermindert:  eine  Erweiteining 
des  obcrn  Theiles ,  oder  eine  Verengerung  des  untern  aber 
die  Geschwindigkeit  unter  8ons.t  gleichen  Umständen  vert 
gröfsert:  indefs  mufs  man  nie  ver{»esscn ,  dafs  der  aufser* 
halb  der  Röhre  entstehende  Strudel,  welcher  desto  merk- 
licher wird,  je  schneller  die  Be^jveguug  ist,  immer  verur- 
sacht, dafs  die  Geschwrindigkeit  gewisse  Gränzen  nicht 
überschreiten  wird. 


\ 


Wie  die  Bewegung  ausfallen  würde ,  wenn  auch  der 
erwärmte  f  heil  der  Röhre  nicht  cylindrisch  ,^  ^ondern^  selbst 
conisch  wäre  2  läfst  sich  hi^eraus  eiuigermaCsjsn  voraussehen. 

Die  genauere  Untersuchung  dieses  Falles  hat  weite? 
keine  $chwierigkelt ,  als  die  einer  etvyas  weitläuftigen 
Rechnung,  welche  vorzüglich  durch  das  Integral  der  Formel 

";'  ^  verorsacht  wii'd.     Dieses  Differential  enthält  nämlich 

dann  Im  Nenner  sechs  von  s  abhängende  Factoren,  und  mufs 
daher  in- sechs  Brüche  zerfallet  werden,  aus  denen  man  da'nn 
^war  leicht  genug  die  Werthe  von  SB',  SÜR  findet,  aber  doch 
picht  ohne  Schwierigkeit  die  Fälle  bestimmen  kaün,   wenn 


\  f 


444    II.  TL  ILjitK  Ge^^  M-tinean  Bewegung  flass:  It^er» 

Ale  Summ6  aller  Coöfficienten  von  v*  positiv  oder,  negativ 
wird,  wovon  doch  der  Hatrptumstaud ,  ob  namlioh'dia 
Geschwindigkeit  imendlich  werden  kann,  oder  nicht,  ab» 
bangt. 

593?  Wollte  man  ferner  diese  Untersuchung  auf  Röhr 
ren  Anwenden ,  deren  gerade  Axe  nicht  vertica)  ^  sondern 
gegen  den  Horizont  unter  einem  bekannten.  WinJkel  ^9 
geneigt  ist,  so  würden  die  Formeln  eben  so  ausfialleA»  wie 
im  (}.  587*9  ^^^^  "^^^  ^^^  Unterschiede,  dafs  die  tiuifqdz 
entspringenden  Glieder  in  Sin  9  multiplicirt  werden  raülis* 
ten.  Es  ist  dalier  leicht  zu  übersehen  ^  'dafs  maa  z.  B*  füc 
die  cylindrische  Röhre  $.  580.  L  ' 


I  -^T—  .  Sin 


l 

finden  würde,  und  in  allen  übrigen  Fällen  t;  kleiner,  als 
für  yerticale  Röhren.  Wenn  iy  c=:  o  oder  die  Robrc  hori- 
zontal ist,  so  ist  ohnehin  einleuchtend,  daia  v  =  o  wer* 
dei^  mufs. 

Obgleich  nun  bei  dem  Luftzuge  in  erwärmten  Röhren, 
in  Schornsteinen  etc.  aufser  audein  Umsfiänden  auch  no^b 
vorzüglich' das  müfste  in  Betrachtung  gezQgen  werden,  dafs 
bei  der  Luft  die  Dichtigkeit  vom  Drucke  abhängt,  so 
werden  doch  die  hier  angestellten  Untersuchungen  einiger- 
mafsen  auch  auf  diese  Bewegungen  der  Luft  anwendbar 
seyn,  und  geigen  wenigstens^  im  Allgemeinen  die  Gesetze 
einer  solchen  Bewegung.  Wollte  man  die  Untecsuchung 
so  vervollkommnen,  dafs  man  auf  die  Abhängigkeit  der 
Grölsen  fji  iind  p  von  einander  Rücksicht  n^hme ,  so  w^ürden 
dazu  die  Formeln  dienen,  welche  wir  in  der  folgenden 
Abtheilung  näher  betrachten  werd^x^«  Aber  die  Auflösung 
dieser  Formeln  hat  weit  mohx  So&i^ierigkeit» /^als  in 'den 
bisher  b^rach^et^n  F^ll^i^ 


*      -  ^ 


mtmm 


\ 


•  ' 


I 


ty.rißte    Aitheilung. 
Von  der  Bewegung  der  Luft  in  Röhren^ 


firstet    Abschnitt 

t^on  den  fdeinen  Scliivingufigefi  der  Luft  in  Rötiren, 
welche  überaß  gleich  weit  sind. 


594.    Pifoblem  78. 

tV  enn  die  Luft  in  einer  horizontalen ,  überall  gleich  wei* 
ten  IVöhre,  diese  mag  gerade  oder  gekrümmt  seyn^,  auf 
irgend  eine  Weise  In  Bewegung  gesetzt  wird,  dieGleichun» 
gen  KU  ßnden ,  welche  die  Bewegung  bestimmen« 

••  .  *  ' 

Auflösung.  AB  (Fig.  70.)  sey  diese  Bohre,  wel- 
che ^  M  mag  gerade  oder  lirumm  seyn,  in  der  Figur  a1«  . 
gerade  dargestellt  we(4en  kann ,  weil  die  Bewegung  durch 
dte  Krümmung  kein6  Aenderung  leidet ,  wQ^ern  diese  nur 
das  Gesetz  der  Stetigkeit  befolgt«  Die  Gröfse  aircr 
Querschnitte  der  Röhre  sey  =  ff» 

Die  Auflösung  dieses  Probieriis  wird  am  besten  pach 
der  zweiten  Methode  aus  dem  anfanglichen  Zustä^ide  det 
liuft  hergeleitet,  daher  ich  das.  5ite  Problem  hier  ziim 
Grunde  lege.  Wir  betrachten  daher  ein  Lufttheilcheoi ' 
welches  sich  anfangs,,  als  die  Zeit  e  =s  o  war,  in  S  be« 
ftind,    und  nennen  die  Entferaüng  AS  sss  S^   die  az^fang« 


44<S         W.  Th'  i^J'  -^***-  f^of*  ^^  B^eguhg  der  L^ft. 

liehe  Dichtigkeit  des  Theilchens  ==  O.     Da  hier  die  Rohre 

als  üherall  gleich  weit  vorausgesetzt  ward ,  ao  ist  das  dor* 

tige  Q  hier  =  ff.     Eben  dieses  Theilchen  sey  am  Ende  der 

Zeit  t  nach  s  gekommen ,   und  es  sey  As:s;z  s^    die  DIchtig*> 

keit^    welche  es  hier  erlangt  hat,  =7,    der  Druck  ==;;; 

der  Querschnitt  -der  Röhre  ist  such  hier  m:äAffi  die  Ge» 

fds] 
schwlndigkeit  nach  der  Richtung  ^B  sey -jetzt  c=  m  t=:  l-j^  I* 

W(5nn  ni^n  diese  Bezeichnungen  in  den    dort   gefundenen 
Gleichungen  anwendet,  bö  gibt  die  erste  Gleichung 

(ds] 


dS 

und  weil  in  einer  horizontalen  Röhre  die  Schwere  auf  die 
Bewegung  keinen  Einflu£|  hat,  $0  erhält  die  eweite  Glei« 
chune  die  Form 


'ügdp 


z=z  —  ds 


(d^ 


di^ 


welche,  weil  man  t  als  bestandig  betrachtet ,   Aucft  so  aus« 
gedrückt  werden  kann : 


^S 


^    7 


(dp]   .    fds)  ' 
dS]  ^  \dS 


dv 


und  man  mufs  sich  bei  aer  fernem  Auflqsting  erlnt^eni^  dajCl 
p,  f ,  s  Functionen  von  s  und  t ,    Q  aber  blos  eine  Function  , 
von  S  ist. 

Da  bei  der  Luft,    wenn  man   auf  die  Warnia  nicht 
Rücksicht  nimmt,   der  Druck  der  Dichtigkeit  proportional 

ist,  -^o  kann  man  p  = -7-   setzen,    wenn    bei  dem  Drucke 

£?:  a  die  Dichtigkeit  ss:  h  ist,  und  d^e  letzte  Gleichung  wird 
daher  auch 

(ds] 

:ips  ()  kann  man  so  beibehalten.     Nimmt 


'd<i\        (ds\  (d^i\ 

PI  +  [ds\  [dirj  =^* 


die  erste  9 


{dS] 
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man    beide    Gleichungen  ■  'zusammen ,    indem    man .  in  jen« 

p 

statt  q  seinen  Werthsss    y  :■  setzt,  und  statt 


1^1) 


dS 


[dSl 


~  (ds' 


(d*s-\ 


ds  ;ft 


[ds\ 


dS 


+ 

2 

1 

1 

[dt-l 

=   0 


so  erhalt   man 

6pd.Ä 

und  dieses  ist  die  Haüptglelchung ,    welcbe  die  Bewegung 

bestimmt.      Diese   Gleichung    muTs    so   aufgelöst   werden, 

s 
dafs  für  t  =  o ,  j  =  «^^   und  folglich 

wird. 


dS 


I  und  7  =  ^ 


Spjl«  Aii£  der  Auflösung  dieser.  Gleichung  beruht  die 
gaiiee  Theorie  der  Bewegung  der  JLiift  in  Rohren.  Wenn 
-  man  nämlich,  angeben  könnte 5  wa»  für  eine  Function  von  «S 
3ind  i  für  |  gesetzt  werden  müsse ,  um  das  allgemeine  Inte« 
gral  dieser  DilFerentialgleichung  des  zweiten  Grades  auszu* 
drücken,  so  würde  man  alle  Bewegungen,  welche  die  Luft 
in  der  übf^rall  gleich  weiten  IVöhre  annehmen  kann,  zu  be« 
^immen  im  Staude  seyn/ 

I 

Da  diese  Gleichung  Differentiale  des  eweiteti  Grades 
Enthält,  so  muis  ihr  ToHstäudiges '  Integral  zwei  unbe* 
stimmte  Functionen  enthalten,  die  in  jedem  einzelnen  Falle 
aus  dem  anfänglichen  Zustande,  bestimmt  Werden  müssen«? 
Diese  zwei  Functjiouen  müssen  noth wendig-  vorkommen, 
weil  sowohl  die  anlauglicbe  Ijoge  als  Bewegung  Jedes  Theil- 
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\    i 


chens   gegeben  siud^     und  die  Gleichung  )iuf  alle  Falle 
passen  mufs* 

396»  Um  jene  Cleichung  aufzulösen ,  ia^t  bishei*  ttooh 
kein  Mittel  beKannt,  und  man  siebt  daher,  was  für  ein 
schweres  Problem  es  ist^  die  Bewegungen  der  Luft  sti  be« 
stimmen  i  da  schön  der  «einfachste  Fall ,  wo  die  Wärme 
überall  gleich  ist,  die  Quersfchnitte  der  Röhre  gleich  grofs 
sind ,  uiid  die  Einwirkung  der  Schwere  .b^i  ^eite  gesetzt 
wird ,  auf  eine  so  schwierige  Gleichung  führt;  Man  darf 
hiegegen  nicht  einwenden,  da&  man  doch  die  Wirkung 
der  bewegten  Jjwh  in  einzelnen  Fällen  richtig  bestimmt 
habe,  %i  B«  die  Kraft,  welche  die  in Wiudbüchsen Terdich* 
tete  Luft  auf  die  Kugel  ausübt:  denn  hier  nahm  man  keine 
Rücksicht  euf  die  Bewegung  der  Ijuft  selbst ,  sondern  be« 
trachtete  diese  in  jedem  Augenblicke  als  ruhend  ^  daher  d^tf 
man  dieses  Keinesweges  als  ein  Beispiel  anführen  ^  wo  über 
die  Bewe^ng  der  Luft  etwas  bestimmt  sey:!  Viebtehr  niu£i 
man  gestehen^  dafs  wir  in  dieser  Xiehre  fast  noch  gar  iiichtt 
wissen»  ^ 

3p7.  Da  wir  zur  Auflösung  des  ^roblem^  ütift  der 
zweiten  vorhin  gelehrten  Methode  bedieiit  haben  ^  so 
könnte  man  yermuthen^  dafs  vielleicht  die  Anwendung  der 
ersten  Methode  auf  bequemere  Gleichungen  führen  werde  z 
ich  will  daher  auch  nach  dieser  Methode  die  Auflösung 
suchen. 

Man  betrachte  daher,  wie  iiu  ^oten  Problem i  am 
Ende  der  Zeit  ==  t  ein  Lufttheilchen  in  ;  ^  und  setze  die 
Entfernung  As^zn  si  die  Dichtigkeit,  welche  in  diesem 
Augenblick  in  j  Statt  findet,  =f,  den  Druck  :^  p,  die 
Geschwindigkeit  =b  i  nach  der  Richtung  s  fi.  Da  nim  die 
Wette  der  Röhre  überall  gleich  w  =t  ff^  und  auf  keine  be- 
schleunigende Kräfte  gesehen  wird,  so  sind  die  beiden 
Qauptgl^ichungeo 

ffiif  1  +  f£!l  _ , 


*t 
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.     &gdp  fdM] 

und  — —  r=  -^  «a«  -^  dl    "T-  ; 


•  «7 

•der)     weil  p  =  ^r-  ist^ 


fi  gudff 


=  ^,d,^  ds  \~^. 


X)iese  Gleicliung  läfst  sich  y   weil  r  als  beständig  betrachtet 
wird ,  auf  die  torm 


da 


57 


f£*1 

51 


=  0 


bringen; 

^Die  erste  Gleichung  gibtj    wenn  inan  sie  bntwickelt^ 

+ 


ds 


+ '  l^r 


(dj) 


=  o; 


i&nn  setze  tj  s=  e^^  so  wird  diese  Glejchimg 

.  _     ^  *  U.j  +  [d.J  +  [57] 

und  die  zweite  Gleichung  giht 


o; 


.    bder 


ds 


+  k 


(dk) 
ds 


dt 

&ga   \ds} 


o; 


aga 


Tt 


Au^  der  ersten  Gleichung  aber  folgt 


liz]  _  _ 

[dr]  - 


M 


,  öder    -7-    =  — 


Ts 


ds. 


iga 


(dä'\ 

f 

Ts 

fdi\ 
d  s 


+ 


hk 


2ga 


'd£ 
Tt 


lind  wenn  inan  hieraiis  den  doppelten  Werth  Voii 


dsdt\ 


d^ 


dtds 


sucht 9  und  beide  gleich  setzt}  so  folgt: 


2ga 
h 


[m-'-n 


2 


riil 


ds 


4-ft 


dj\ 

dl 
mTs 


d*k 
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und  aus  dieser  Gleichung  müfste  «  bestimmt  werden.  Aber 
diese  Gleichung  ist  gar  nicht  leichter^  als  die  vorhin  ge- 
fundene, und  jene  hat  noch^den  Vorzug,  dafs  sie  sich  sehf 
aut  auf  kleine  Schwingungen  oder  Vibrationen  der  Luft- 
tlieilchen  atiwend^a  lafst^  wie  wir  jetzt  näher  sehen  wer* 
den« 

598*  Problem  7g.  Wenn  bei  den  Voraussetzungen  des 
vorigen  Problems  die  Bewegung  der  Luft  so  beschaffen  ist» 
dafs  jedes  Lufttheilchen  sich  nur  äuTserst  wenig  von  der 
Stelle  entfernt)  welche  es  anfangs  einnahm)  diese' kleinen 
Bewegungen  der  Luft  zu  bestimmen» 

Auflösung.'  Um  die  Auflösung  des  vorigeil  iPro« 
blems  hier  anzuv^enddkii  üiüssen  Wir  annehmen,  dafs ^det 
Raum  Ssy  um  welchen  des  Theilchen  siöh  von  seiner  an* 
fäuglichen  Lage  entfernt  hat  ^  sehr  klein  sey.  Es  sey  also 
5=:*S  +  t,  wo  wir  c  als  sehr  klein  betrachten,  so  erhalt 
die  im  vorigen  Probleme  geüuidene  Gleichung  folgend» 
Form : 


welche  sich^  wenn  man 


(dz 
dS 


als   sehr   klein    voraussetzt» 


(und   daher   alle  Glieder  weglafst,    welche  Producte   aua 
Differentialquotienten  enthalten)  so  ausdrückdn  l&Csts 


2gadQ 

bgds 


b 

+ 

o. 


^Diese  Gleichung  würde  sich  iutegriren  lassen,  wenn 
das  erste  Gliecl  nicht  da  wäre;  denn  alsdann  fandö  man 
(vergl.  ß.  199.; 


=  rJ 


9Lgtt 


^+^/-T-    +A 


S^t/ 


2ga' 


aber  das  erste  Glied  erschwert  die  Auflösung  nicht,  well 
es  blos  Functionen  von  S  enthält,  und  es  ist  daher  das  vo.ll- 
ständige  Integral  jener  Gleichung 
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äierAus  findet  man  ferner «    well   (77;    iss  i  + 


'dz) 
dS 


[^]'=.+iog..|+n[ 


S+t^ 


2ga\ 


Und 


/ 


«ff« 


.  r' :  [s+t/^-"'^ 


.A-:[^!f). 


/6 


Daber  nun    leicht  die  Dichtigkeit  ^  ==  — *— 


(^i 


der  Druck 


rdil 


y)  =  -^  und  die  Gescliwindigkelt  *  s=    —     für  das  Endd 

der  Zeit  t  gefunden  wird^  und  bi^mit  ist  der  ganze  ^u* 
stand  der  Luft  am  Ende  jeder  Zeit  s±=  t  völlig  bestimmt^ 
wenn  nur  die  Functionen  F  und  A  bestimmt  sind ,  welches 
durch  d^n  gegebnen  anfänglichen  Zustand  auf  folgende 
Weise  geschieht*  ■    ^ 

s 

Es  sind  für  den  anfänglichen  2^i.i stand  für  jedes  Theil« 
fsben  sowohl  die  Dichtigkeit  =  Qy  als  die  Geschwindig* 
kelt  =;  T  gegeben ,  und  die  gefundenen  allgemein«!!  Aus<» 
drücke  für  (j  und  «  müssen  also«  auf  den  anfänglichen  Zu» 
stand  angewandt,  diesen  Functiohen  g1ei<ih  werden»  Im 
Anfange  der  Zeit  t  war  1=0»  s  j=z  S^  x  =  o,  also 

Q 

o=a/ii»Slog.~-  +r:cy+A:5, 

Und  ticdurcb  geschieht  zugleich  der  Bedingung ,  iaCi  fettt 
0  =  0  seyn  mufs  ^   Genüge ;    denn  wenn  allgemein  z  =s  o 


ist^   s6  ist  offenbar  auch 


(d 


dS 


für  diesen  Augenblick   s=  b 


(denn,  wenn  z  den  Raum  bezeichnet,  den  irgend  einTheil« 

tdz 
eben  Äurück^elegt  hat,  so  i^t  z  + 


dS 


dS  derRaum^  ,wel* 


eben  das  nächst    angränisende    durchlaufen    hat;    aber  fiit 

fds] 
t  äs  o  ist  dieser  für  alle  Theilcnen  seo))  folglich  jj^l  sä  u 


CEO, 

Ff  8 
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Die  Gleichung  für  die  Geschwindigkeit  gibt  im  aa* 
fänglichen  Zustande 

Hind  aus  diesen  beiden  Gleichungen  kaiin  nun  die  Form  Aet 
Functionen  F^  A  bestimmt  werden ^  Wodurch  alsdann, det 
Zustand  der' ganzen  Luftmasse  für  jedfen  Zeitpunkt  angcge* 
beu  werden  kann. 

599.  Weil  der  Voraussekzung  zu  Folge  z  immer  «enr 
klein  seyn  soll,  .so  mufs  auch  im  anfanglichen  Zustande  di6 
Dichtigkeit  9  nur  sehr  wenig  von  der  natürlichei)  Dichtig- 
keit =  J3>  welchfe  zum  Gleichgewicht  erfordert  würde,  ab- 
weichen ;  denn  wenn  dieses  nicht  der  Fall  wäre  i  so  könnte 
das  von  Q  Itbhängendö  Glied  jAhA  Werth  Von  z  zu  sehr  vfer* 
gröfserm 

Diejenigen  Glieder  i  welche  iinbestiitimte  Functionen 
enthaUea,  kann  man  leicht  so  ausdrücken,  dafs  sie  z  ni^ht 
zu  ftibfs  angeben  können  -j  märi  braucht  sie  nämlich  nur  in 
einen  sehr  kleinen  Bruch  =  «  zu  inultiplicircn  ^  jind  kanü 


»=±=5— Ä=/dJ>log.^  +«r: 


s  +  t 


yfb 


] 


i/ 


^S 


'-] 


setzen.     Durch  diesen  CoefiBicient^  u  erhalten  die  beiden 
Gleichungen  für  den  anfänglichen  Zustand  folgende  Form : 

o=c/dSlog.^  +«r:*S  +  »A:5 

und  r=:,^    '  (r:S—&!:S)y 

woraus  zugleich  erhellt,    dafs   auch   die  anßinglichen  Ge- 
schwindigkeiten nur  sehr  klein»  seyn  dürfen«  ^ 


Für  jeden  andern  Zeitpunkt  aber  wird 
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daher  auch  di«  Geschmndigkeit  jr  in  jedem  folgenden  Zeit- 
puul^te  sehr  klein  Lleibt, 

400.    Es  ist  aber  auch  nicht  gerade  (tiotfawehdig«   dafs 
die  Gröfsez  nelbst  sehr  klein  sey^  ^o^de^n  pur,  da£&  das 

es  ist)    niau;  köant^  4^ber  dem  Werthe 


DiiFereutial 


as 


von  z  noch  ein  Glied  =  ^r  hinzufügen,  und  für./5  jede  be- 
ständige Gröfs«  setzen.  Dafs  dieses  Glied  in  den  voii^tn 
Sekiüssen  nichts  Rindert ,   ist  oifenbar,   denn  die  pÄrtndHen 


Dilterentijde,. 


dS 


und 


lej.den  dadurch  lieine  inende«. 


Tung,    ttn4  i<ur  von  diesen  hängt  die  l!)ifferentia]gleiclumg' 

und  die  Vereinfachung  derselben  durch'  die  Voraussetzung, 

[dz] 
dafs    |j^    sehr  klein  sey,    aU     Die  Geschwindigkeiten  X 

^nd  M  werden  hiedurch  um  die  beständige  GrÖfse  fi  ver- 
mehrt, und  alles  verhält  sich  so,  als  ob  die  Röhre  mit  der 
darin  enthaltenen  Luft  gleichförmig  fortbewegt  würde, 
oder  der  Luft  zugleich  eine  gletcbförmige  Geschwindigkeit, 
mitgethellt  wäre ,  mit  welcher  üe  in  der  Höhre  fortströmte, 
während  jene  kleine  Schwingungen  oder  Vi|>rationen  Statt 
fanden. 

Da  aber  die  hie  von  abhängenden  Umstünde  der  Bewe- 
gung für  sich  klar  sind,  so  brauchen  wir  dabei  nicht  zu 
verweilen,  sondern  betrachten  die  Ideinen  Vibrationen  als 
die  einzige  bei  der  Luftmasse  in  der  Röhre  Statt  findende 
Bewegung.  -  '         ^ 

401.    Wenn  maoa  die  Functionen  F«  Ä  willkürlich  an-   ^ 
.  nimmt >    so  wird  daraus  der  anfängliche  Zustand  leicht  be* 
atimmt;   schwccrer  aber  ist  es,  aus  dem  gegebnen  anfä&g« 
Uohen  Zustande  umgekehrt  die  Form  jener  Functionen  sni  ^ 
bestimmen.  — -    Nimmt  man  auch  nur  eine  der  beiden  Fun«" 
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GÜonen  willkürlicb  an^.  so  wird  d^rau«  di^  andre  yermittelst 
der  Gleichung^ 

.  Q 

o.=/d*S.log—  +«r:^^««A;Ä 

gestimmt ^  dieses  läist  sich  aehr  deutlich  zeigen  ^  wenn  man 
die  Functionen  als  Ordioatea  einer  Curve  darstellt^  £a 
stelle  AB  (Fig.  7&«)  die  XÄnge  der  Rohre  vor,  auf  wet« 
eher  man  die  Ahscissen  *j^T  szs  S  nimmt ;  über  derselben 
zeichne  niian  eine  Iirumme  Linie  DQE^   dei;en  Ordiniiten 

SQ  z=z  f  d  S  log.  —  I  und  eine  ^^ndre  wnikiirlic^e   Cnrva 

JFrc;,,  deren;  Oydinate  5r  ==  «>  ,  T  ;  ^l  i^t^  die  nJao  di«ae. 
nnbestioimte  Function  darstellt.  Man  construire  ferner 
unterhalb  der  AbscisirenKnie  eine  neue  Cui^v«^  HÄi  nach 
4eiM  Gesetze,  dafs.jed^  Ordinate  »5^=,*?^  ^  JT,  gleich 
der  Summe  der  Qrdinaten  der  beiden  andern  Curyen'  sey, 
SO  ist  «Sä  =  —  «  .  A  :  <S,  und  so  ist*  durch  die  beiden  cr- 
«lea  Linien  eine  dritte  bestimm^  welche  die  Function  A:«Sl 
darstpllu  W^nn  .^pan  59  die  Functionen  durch  Krumme 
Linien  darstellt,  sö'')cann  ni^^n  auch,  die  anfangliche  Ge- 
fchwindigkeit  T  fi^r  jeden  PunHt  bestimmen  ^  mau  hat 
liämlich     ' .  ' 

welches  sich  auch  >  weil        •'        ' 
Uty,  #0.  ausdrücken  lafst; 

und  man  brauchte  daher  nur  die  Tangentep  der  Curveii(\ 
FrG  und  Hai  zu  ziehen,  um  das  Verhältnifs  dieser  Dif- 
ferentiale, und  dadurch  X  zu  bestltume».  Wichtiger  aber 
ist  es ,  zu  untersuchen ,  wie  man  ans  der  gegebnen  Diebin, 
tigkeii  und  Geachwindigkeit  die  Natur  der  beiden  Curvea 
FVG  und  HAI  herleitet^  dieser  Frage«  ist  das  folgende 
Problem  gewidmet 
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402.     Problem  80«     Aus  der  fiir  jeden  Punkt  <9  be* 

kannten  Dicbtigkelt  und  Geschwindigkeit  der  Luf^  im  an« 

fanglichen  Zustande  alle  Umstände  der  Bewegung  der  Luft 

ai^  Ende  der  Zeit  t  zu  bestimmen ^  vorausgesetzt,    d^fs  die 

Aenderung   der  Diclitigkeit   und  die   Geschwindigkeit  im 

axifanglichen  Zustande  sehr  klein  war. 

I 

A  u  f  1 Ö  a  u  n  g.  Die  Forderung  dieser  Aufgabe  kommt 
darauf  hinaus,  daJCii  man  die  Form  der  Fuuptionen  P,  A 
(JPign  7fl.)  aus  den  beiden  schon  oft  erwähnten  Gleiphuiiceu 

Q 

h 

und  T  / =?:  «  r  >  Ä  —  I»  A' ;  iS 

2  ja 

bestimme.  Die  erste  dieser  Gleichungen  gibt,  weni[i  i^sux 
ai^  <^Si^r^ntiirt, 

^  log.  ^=pir>^+«iA'r.s, 

und  beide  vereinigt,  ergeben  für  die  unbestimmten  Fuuic^i«« 
^f H  fgl'gende  Werthe ; 

.    h  Q 

und  d a;  :  5=;?-^|  T /  —  ^5  log.  ^ » 

die  urhin  ij^un  in  einer  Construction  darstellen  kann.  Aus 
der  fiir  den  Punkt  S  gegebnen  Dichtigkeit  O,  welche  we-« 
nig  von  der  Dichtigkeit  jB,  bei  welcher  das  Gleichgewicht 

9 

bestehen  würde,  verschieden  in ,,  suche  mau  log, -^^  wofür 

XJ 

man  hier  mit  hiijJangliqJiQr  Genauigkeit  -— ^ —  aetzen  k^nn, 

und  seiebne  nun  über  der  Axe  AB  die  Ijinunme  I^nie  COD 
to ,  daCs  jeder  Abscisse  AS  =  Sxi  die  Ordinate 

zugeordnet  wird.     Ferner,    da  fiuch  die  Geschwindigkeit 


( 
( 

N 

I 


«    ■ 

456       IL  Th.  UL  AbtK   V^^  ^T  Bewegung  der  Luft, 


in««S  gegeben  ist,  vern^öge.  welcher  dieses  THeilchen  ii^ 
einer  Secunde  nach  der  Richtung  <$^  den  Raum  =:  T  zur 
rücklegen  würde,   so  ziehe  m^n  eine  zweite  Cur ve  £  Ifjp, 

deren  Ordinaten  S  Y.  =  T  \A  — —  in  jedem  Punkte  S  -sind. 

Man  übersieht  leicht,  dafs  diese  Lipien  zu  einer Darstelr 
lung  der'  Functionen  F',  A'  führen.  Man  zeichne  nämlich 
zu  derselben  Axe  siTFei  neue  Linien,  GV H  (Fig.  73.)  ober* 
halb  der  Axe  ,  deren  Ordinalen  «S  T  =  4  iS  |^  -^  f  «S  p  ge- 
nommen werden;  die  Linie  IdiK  hingegen  unterhalb  der 
Axe,  und  ihre  Ordinalen  *SÄ  =  i*Sl^+|*50;  dania  stellt 
jede  Ordinate  S V 'die  Functron  kV  :  S  und  jede  Ordinate 
S  A  die  Gröfse  —  «c  A'  :  S  vor,  Da  aber  T :  Ä  ==  /*i «S.  F' :  «S, 
so  wird  diese  Function  durch  Flächenräume ,  ausgedrückt, 
und,  «  .  r  :  «S  =  AGSr  und  «  .  A  :  «S  =  —  AIS^i  oder, 
wenn  wir  zu  den  Curven  der  72,  Figur  zurückkehren : 
«.r:Ä  =  |(^r—  SQ)   und  «.Ä':<S=t:-r-l(*S  F  +  5  (7), 

•* .  r :  *y  =  4  (^ E S Y—  ACSp) 

und  flc  .  A  :  ^  =  —  4C^£*S  r+^CSp), 

Will  man  nun  den  Zustand  der  Luftmasse  nach  einem 
Zeitraum  von  t  Secunden  bestihimen,  so  nehme  man  auf 
der  Axe  AB  (Fi^,  72.)  vom  Punkte  *S  an  nach  beidep  Seiten 

die  Entfernung  ST:=sst:=zt^  "T"»  damit 


2ga 


ATi=:zS  +  t/  r^  und^(=^.^t  / 


üga 


sey,  so  w 


«.  A 


«.  r 


«f .  A 


ird 

.V  +  t  / 

s  —  t/ 

S+t  / 


2*rtl 
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und  hieraus  lälst  sich  der  OrtbestiipxiieBit  wob^n  das  Th2il« 
chei^  vErelches  sich  anfangs  in  S  befand,  während  der  Zeit  t 
gekonmien  ist :  denn  es  wird  (in  Fig.  70.) 
&=ACSg+iJETIS['^i4CTM—iAEtn—iACtm, 
oder,  welches  einerlei  ist, 

*     Aufi  den  vorigen  Gleichungen  ist  bekannt,  dals  die  Dich- 
tigkeit, welche  eben  das  Theilchen  jetzt  am  Ende  der  Zeit 

p 

3=  ( erlangt  hat,  ^=  'TW'rr  ist;    man    findet   aber,    wenn 

man  die  yorigeu  F<ormeln  auf  Fig.  72»  anwendet , 

^1=1  +  SQ  +  iTN~-iTM  —  itn^itm\ 

xund  die  folgenden  Glieder  sind  hier  gegen  das  erste ,  .gegen 
X ,  sehr  klein ,  daher  ist  auch 

^  =  Q(i  —  Sp—iTN+lTM+itn+itm), 
und  endlich'  erhält  man  für  die  Geschwindigkeit  nach  der 
Kichtung  S  B  den  Ausdruck 

,  =  iCTN—  TM  +  tn  +  tm')  /^^. 

b 

Auf  diese  Weise  läfst  sich  also  der  Zustand  und  die 
Bewegung  jedes  Lufttheilchens  in  der  Röhre  für  alle  fol- 
genden ZeitJ)unkte  bestimmen,  wenn  die  anfangliche  Er- 
schütterung bekannt  ist,  welche  das  Gleichgewicht  aufhob. 

*;  405/  Wenn  anfanglich  das  Gleichgewicht  gar  nicht 
gestört  vnar ,  sondern  überall  Q  ^ssn  B  und  T  ^  o,  so*  Werden 
die  Linien  CQD  und  £  YF  gerade ,  und  fallen  mit  der  Axe 
selbst  zusammen ;  alle  Ordinaten  und  Flächenräume  werden 
daher  =  0,  und  die  Formeln  g^ben  richtig  an,  da fs  jedes 
Theilchen  seine  anfängliche  Stelle  behält  und  das  Gleichge- 
wicht fortdauert. 

Hätte  anfangs  blos  die  Dichtigkeit  eine  Aendeiting 
gelitten,  .die   Geschwindigkeit  aber  wäre  überall  =  o  ge- 


458       W*  T*.  HI  Jhth.    Vqh  der  Bemgung  der  Luft. 

wesen,  so  würden  alle  Ordinaten  der  Curve  £yp^  ssäq, 
^ind  daher  für  jeden  folgenden  Zeitpunkt  der  Raum 

.'      die  Dichtigkeit  <)  ^  ^  (i  —  <Sp+|  TM  +  iem). 


2  ""A 


Setat  man  dagegen  voraus  y  im  anfönglichen  Zustand^ 
$ej  die  Dichtigkeit  überall  ungeändert  geblieben,  aber 
Jedem  Th^ilchen  eine  gewisse  Geschwindigkeit  ==  T  ert 
theilt,  so  verschwinden  alle  Ordinaten  <  der  Curve  CQ'D^ 
«nd  0%n  erhalt  für  jeden  Zeitpunkt :?  =^1  TNtn,     ^     * 

404.  Die  Ordinaten  dlieser  Cufven  CQDj  EYF  sind 
nicht  durch  linearische  Gröfsen,  sondern  durch  Zahlen 
aus  gedrückt :  bei  ihrer  Construction  mufs  man  also  eine 
gewisse  Linie  als  Einheit  annehmen^,  und  daraus  verhält* 
niismäCsig  die  Gröfse  j[eder  Ordinate  bestimmen.*  Um  da^a 
die  sehr  kleinen  Aenderu^gei^  der  Dichtigkeit  i^nd  der  Ge^ 
schwindigkeit  in  einer  Figur  darstellen  zu  können,  mufa 
xnati  die  Willkürliche  Einheit  zu  c^iesem  Zwecke  grofs  ge- 
nug annehmen.  **—  Man  qiufs  si^h  hiebei  an  die  eigentf« 
liehe  Bedeutung  unsrer  Buchstaben ,  welche  nämlich  linea- 
ri6che>.  und  welche  numerische  Grössen  bezeichnen ,  erin- 
nern. Die  Zeit  =;=  t  erstlich  ist  eine  absolute  Zahl ,  tmd 
•ie  wird  in  Secunden  ausgedrückt,  weil  die  gleich  za  er- 
wähnende Gröfse  g  sich  auf  Secunden  bezieht,  ^(^weitens, 
auch  die  Buchstaben  B^  b,  Q,  <f  sind  Zahlen,  welche  näm* 
Uoh  daa  Verbältnifs  der  Dichtigkeiten  der  Luft  zu  einer  ala 
Kinheit  angenommenen  Dichtigkeit  ausdirücken.  Diese 
zur  Einheit  angenommene  Dichtigkeit  ist,  wie  bekannt, 
zugleich  die  Dichtigkeit,  welche  bei  der  Abmessung  de^ 
Druckes  \^Qrau9geset2;t  wird ,  daXs  nämlich  der  Druck  durch 
die  Höhe  einer  Säule  aus  einer  Materie,  deren  Öichtigkeit 
s=  1  ist,   ausgedrückt  wird.      Die  übrigen  vorkommenden 


^ 
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Gröfiien  sind  linearisch ,  d8>in  es  bedeutet  erstlich  g  ded 
Rdum  y  welchen  ein  frei  fallender  Körper  in  der  ersten  Se-* 
eunde  durchläuft ,  und  ist  daher  ungefähr  =  i5>625^  Fuft 
rheifil.  y  zweitens  T  und  9  bezeichnen  den  Raum ,  welcher  ' 
Termoge  dfer  erlangten  Geschwindigkeit,  wetin  sie  unver- 
ändert blieh6|  in  einer  Secunde  durchlaufen  werden  würde  j 
drittens,  a  und  p  bedeuten  Höhen  einer  Säule,  deren  Ge-» 
wicht  so  grofs  ist,  als  der  Druck  auf  eine  ihrer  Grundfläche^ 
gleiche  Fläche,  und  die  Dichtigkeit  der  Materie,  worauf  . 
diese  Säule  besteht,   ist  die  zur  Einheit  angenommene^ 

•  I>a'also  die  Ordinaten  der  krummen  Linie,  die  wir 
Scalen  der  Dichtigkeit  und  Geschwindigkeit  nennen  könt 
nen,  Zahlen  vorstellen,  die  Abscissen  aber  Unearische 
Gröfsen  sind,  so  drücken  die  Flächenräume  hier  Verhält^ 
Bisse  linearische f  Gröfien  aus,     Auch  erhellt  nun,  dafa' 

<  V  "T*  ®^°^  lineavische  Gröfse,    tind   aUo   mit   den   Ab*. 

•cissen  5  gleichartig  ist,*  daher  sie  zu  derselben  addirt, 
*eder  davon  subtrabirt  werden  kann«  Ferner  sieht  man, 
dafs  die  gefundenen  Wertbe  von  z  und  «  linearisch   sind, 

der  Wertb  von  —   aber    numoiisch ,     wie  die    Natur   d^r 

Sache  es  erfordert«  Endlich  ist  schon  aus  dem  Vorigen 
bekannt^  dafs  die  Scale  QQD  nicht  die  Dichtigkeiten  selbst 

p      n—B 

darstf^Ue,  sondern  die  Gröfse  log. -*—  5=  ^— jj — ,     die  Sc^le 

der  Geschwindigkeiten  aber  gi]>t  darf  Verhältnifs   der  vex- 

schiedn<m  W^rthe^  von  T  selbst  an ,    da;  die  Ordinate   der 

^    h  ' 

Grö&eTv  — ^  cloioh  iat. 

■ 

405.  Diese  Auflösutig  des  Problems  Ton  Bewegungen 
der  Luft  in  einer  überall  gleich  weiten  Röhre  ist  zwar  sehr 
beschränkt,  weil  sie  voraussetzt,  daCs  die  Schwingungen 
der  Lufltheilchcn  unendlich  klein  sind;  aber  dennoch 
führt  sie  ^ur  ErMärung  zweier  physicalischen  Gegei^stände, 


i 


4$o         IL  Th,  IIL  Abih..  Von  der  fifwegung  der  tMft** 

mit  denen  die  Naturfpr^cber  sich  lange  ohne  Erfolg  be* 
ftchäftigtezi.' ^  Sie  gibt  uns  nämlich  sehr  befriedigende  ^uf* 
Schlüsse  über  die  Natur  und  FortpflA.nzung  des 
Schalles,  und.  über  die  Töne  der  Flöte:  beide 
'  (gegenstände  werde.ich,  unter  de;:  Voraussetzung^  dafs  die 
Bewegung  in' einer  überall  gleich  weiten  Röhre  vorgehe, 
näher  untersuchen ,  vorher  aber  muls  i^h  noch  einiges  über 
die  Scalen  der  Dichtigkeiten  und .  Geschwindigheiteu  he« 
merken,  nämlich  über  die  Fortsetzung  derselben  über  di# 
Länge  der  Röhre  hinaus. 

,  > 

406.  Wenn  die  Röhre  sich  nach  beiden  Seitsen  ins 
Unendliche  erstreckt,  so  bat  die 'Anwendung  der  vorigen 
Aiiflösung  ^ar  keine  Schwierigkeit;  jdenn,  weil  alsdann 
die  Scalen  für  d^n  anfaiigUchen  Zuitand  sich  nach  beiden 
Seiten   ins  Unendliche  erstrecken,    so  kann,  die  Abseisae 

AJ  =  S  +  «  V  "^J"   oi«r  Atz^is.ß^^t/^  -7-  f  nie  so  grofa 

werden ,    dafs  nicl^  noch  bestimmte  Ordinatcn  beider  Sca^ 
\ßVi  .damit  zusammen  gehörteu,   und  iolglich  lälst  sich  der 
ZusUnd  am  Ende  der  Zeit  =  e  allemal  nach  unsern  For- 
mein  bestimmen«     Wäre  die  Röl^re  hingegen  an  einem  oder 
an  "beiden  Enden  begränzt»    so  würden  .die  Scalen  für  den 
anfänglichen   Zustand   sich   da   endigen  ^;  und  da  im  Fort- 
gänge der  Zeit  die  Entfernungen  ST^st  imn^erfort  wach- 
sen ,    so  würden  die  Punkte  T,  t   endlich-  über  die  Enden 
der  Röhre  hinausfallen,  wo  keine  Ordinalen  Tl^^  TM  etc. 
melir   angegeben   sind,     und   der  Zustand   der  Luftmasse 
liefse   sich    für    diesen   Zeitpunkt   nicht  mehr   bestimmen» 
Unsre  Auflösung  der  vorigen  Probleme  ist  also   nur  dann 
vollkommen,    wenn  man  im  Stande  ist,   jene  Scalen  nach 
beiden  Enden  ins  Unendliche  fortzusetzen ,    selbst  für  den 
Fall ,    dafs  die  |löhre  nur  eine  bestimmte  eiidlicbe  Länge 
hat.      Eben  diese  Verlängerung  der  Scalen  ist  auch  noth- 
wendig,    wenn    die   Röhre   eine    in    siph    zurückkehrende 
Form  hat:    denn  obgleich  ich  hier  die  Richtungslinie  der 
Röhre  als   gerade   betrachtet  habe^    so  ist  es  doch  schon 
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hinlänglich  geseigt,  dafs  alle  Satze  auch  hei  Röhten,  die 
Aach  dem  Gesetze  ier  Stetigkeit  gekrümmt  sind,  Aowea« 
düng  leiden,  da  die  Bewegung  durch  solche  Krümmungen 
liicht  geändert  wird; 

»  •  • 

407*  Problem  Qi.  Wenn. die  überall  gleich  w.eit^ 
Köhre  sich  in  -dem  Funkte  B  endiget,  und  hier  oHien  ist» 
die. Scalen  der  Dichtigkeit  und  Geschwindigkeit,  welche 
für  den  aufäuglichen  Zustand  der  Luft  in  der  Röhre  gege- 
ben sind ,  über  B  hinaus  fortzusetzen^    •  . 

■ 

Auflösung«     Weil  die  Rohre  in  B  oÖen  ist,  also  Üi 

in  derse^beu  enthaltene  Luft  mit  der  äufsern  iu  Verbindung 
steht,  so  kann  am  Ende  der  Röhre  in  B  der  Druck  der  In- 
nern Luft  von  df^m  der  äufsern  Luft  nicht  verschieden  seyn, 
folglich  muls  auch  die  Dichtigkeit  hier  a)Ieroal  mit  der 
Dichtigkeit  der  äufsern.  Luft  übereinkommen  *).  Diese 
Dichtigkeit  s^y  =  fi,  so  hat  man  du  dem  Endpunkte  der 
Röhre  f  Sowohl  für  den  Anfang  der  Bewegung  p  :=:  B, 
{ils  auch  für  jeden  andern  Zeitpunkt  die  Dichtigkeit  q  -zz^  B^ 
Wie  also  auch  sonst  die  Scale  der  Dichtigkeiten  für  deii 
anföngUchen  Zustand  beschaffen  seyn  mag^  so  wird  dock 
gewifs  allenial,  am  Ende  der  Röhre  in  £,  ihre  Ordinale 
iu=3  o.  Es  stelle  also  AB  (Figi  74.)  diese  tlöhre  vor, 
welche  sich  über  -/< 'hinaus  weiter  erstrecken  mag  4  in  B 
.  aber  sich  endiget,  tind  hier  oüen  ist,  und  es  sey  für  den 
anfänglichen  Zustand  CmB  die  Scale  der  Öichtlgkeiten, 
welche  in  B  mit  der  Axe  zusammenfallt;   EnF  aber'bey  dib 


^)  Ob  diese  Schlütse  gsr  keinen  Zweifel  übng  lassed,  ob  man 
nicht  glauben  könnte ,  dafs  die  unendlich  kleinen  und  blos  mo- 
mentanen Verdichtungen  und  Verdünnungen  auch  bei  der  freien 
Commünication  mit  der  aufaem  Luft  Statt  finden  können,  ao  wi« 
•ie'  bei  der  Fortpflansong  dea  SchaÜM  im  ^Freien  Statt  finden 
müisten,  kann  ich  niclit  entscheideu.  Die  Uebereinstimmung  der 
narhherigen  Folgerungen  mit  der  JSriahruiig  scheint  indefs  diese 
Schlüsse  zu  rechtfertigfii,,  welche  ich  ganz  so,  ^  wie  £uler  sie 
Toitra'gt,  mittheilt.  O* 


4^2         IL  Th.  TU.  AhA»  Von  dgr  Bewegung  der  Lufu 

Scale  der  Geschwindigkeiten»  Weil  nun  nach  Verlauf  jedef 
Zelt  =3=  t  die  Dichtigkeit  im  Funkte  JB  unverändert  ^  B 
hl<^iben  soll>  und  dieses  Statt  finden  mufs^  die  Scale  der 
Geschwindigkeiten  mag,'  wie  man  will,  beschaffen  seyn^ 
so  mufs  die^ Fortsetzung  der  Scalen  so  eingerichtet  w^erden, 
dafs  dieses  Statt  finde»  Genau  genonunen  sollte  man  nun 
2war  Kücksicht  darauf  nehmen,  dafs  nidit  immer  eben  dA§ 
Luftthellchen  in  der  OeFuung  BB  bleibt)  und  dafs  es  also 
immer  andre  und  andre  Lufttheilchen  sind^  denen  man  die 
-Dichtigkeit  =  2?  beilegen  sollte:    aber  da  die  Vei'rückung 

iler  Luftthellchen  unendlich  klein  ist,  so  ist  es  wohl  er- 
aubt,  anzunehiioen,  dafs  die  unveränderliche  Dichtigkeit 
t=zB  demjenigen  Luftth eilchen  zukomme,  welches  anfangt 
die  OefnUng  BB  einnahm» 

Wenri  also  9  die  Dichtigkeit  diesem  1>estimmteh  Ltift* 
theilchens  nach  irgend  feiner  Zeit  =  t  ist,  so  müssen  unsre 
vorigen  Ausdrücke  füt  cj  in  jedem  Augenblicke  ^  ==  (^  =  B 
geben.  Man  nehme  daher  für  das  Ende  einer  Zeit  :±=  t  au£ 
der  Abscissenlinie  von  B  an  nach  beiden  Seiten  die  £ntferf> 

nungen  BT  s=:  Bt  £=z  t  y/  ""jT"»  *ö  mufs,  damit  ^a=  Q  werde^ 

—  iTN+iTM-i^ltm  +  itn  =="0 
«eyn  (§.  /|02.),  weil  SO  selbst  =0  ist;    und'  dieses  mufs 
Stattfinden,  welchen  Werth  fürt,   folglich  für  BT^szBt 
man  annimmt^     iDiese  Gleichung 

—  TN+  TM+ trrt  +  tn  =  0 
muf^  ferner  richtig  bleiben ,  wie  auch  immet  die  Scale  det 
Geschw^indigkeiten  beschaffen  seyn^  oder  geändert  werden 
mag;  es  müssen  daher  die  beiden  von  der  einen  Scale,  und 
die  beiden  von  der  andern  Scale  ahhaugigen  tirölseu  jede 
für  sich  einander  aufheben,  dashei£ftt|  es  mufs  TiVI+£m  =  o, 
und  zugleich  TN^- cn  ±=  o^seyuk  Die  erste  dieser  Be- 
dingungsgleichungen sseigt)  dafs  die  Stale  der  Dichtigkei- 
ten, Cm  £  üb^r  B  hinaus  so  verlängert  werden  mufs,  dafs 
die  Curve  BMcAax  BmC  gleich  und  ähnlich  sey,  aber  an 
der  entgegengesetzten  Seite  deiAxe  liege«     Die  Seal«  der 
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Geschwindigkeiten  lilngegen  mufs  zwar  ebenfalls  so  fortge^ 
•etat  werden  >.  dafs  der  Theil  FNe  dem  Theile  FnL  gleich 
und  äbnlich  ist»  aber  diese  Fortsetzung  der  Scale  kommt  an 
eben  der  Seite  der  Axe  zu  liegen,  Wo  die  Scale  seihst  liegt* 
r^ach  diesem  Gesetze  werden  die  Scalen  über  B  hinaus»  fojt^ 
gesetzt,  wenn  die  Luft  in  der  Röhre  hier  in  freier  Verbin* 
düng  mit  der  äufserü  Luft  steht* 

^oß.  Wenn  die  Röhre  sich  über  A  hinaus  ms  Un* 
endliicbe  erstreckte,  so  hätte  man  also  zur  Fortsetzung 
gar  nichts  W'^iter  höthig ,  als  eben  diese  Scalen  an  der  an- 
dern Seite  vOn  B  alif  die  angeführte  Weise  t\i  wiederholen^ 
^nd  st)  sie  auch  nach  dieser  Seite  ins  Unendliche  fortzuführen* 
Endigt  sich  aber  die  Röhre  in  A^  und  ist  auch  da  ofien,  so 
erhält  man  über  A  hinaus  auf  ganz  ähnliche  Weise  eben* 
falls  eine  Fortsetzung  der  Scale ,  vnd  obgleich  die  Scalen 
Cß,  £F^  übet  Ä  hinaus  wiederholt,  nut  die  Fortsetzung 
bis  dn  a  geben,  vC'enn  Ba  =:  yl B  ist,  so  erholt  man  aus  det 
Fortsetzung  übet  A  hinaus  wieder  längere  Fortsetzungen 
•  über  a  hinaud ,  und  kaiin  so  nach  beiden  Seiten  ins  Upend* 
liehe  die  Scalen  fortführen. 

4091  Bei  dieser  Fortsetzung  der  Scalen  sieht  man  also 
^ar  nicht  auf  ihre  eigentliche  N'atur,  und  bestimmt  f  wenfi 
die*Scalen  durch  eine  Gleichung  gegeben  sind ,  diese  Fort- 
. Setzung  nicht  aus  dei*  Gleichung,  sondern  blos  dadurch, 
daEs  man  dieselbe  Linie  jenseits  B  wiederholt.  Diese  Re** 
gel  mufs  man  befolgen,  die  Scalen  mögen  stetige,  nach 
einem  gewissen  Gesetze  gezeichnete  Linien ,  oder  gän9( 
irregulär  aus  freier  Hand  gezogen  seyn« 

410.  Dieset  Umstand  ist  desto  merkwürdiger.  Weil 
man  sonst  in  der  Analysis  nur  diejenigen  Lixüen  zu  betrach^ 
ten  pflegt,  deren  Natur  sich  durch  eine  gewisse  Gleichung 
ausdrücken  läfst^  und  alle  irreguläre  Linien^,  die  nicht  nach 
einem  bestimmten  Gesetze  gezogen  sind,  ausschliefst.  Denn 
die  Analysis  endlicher  Grofsen,  und  auch  die  bekanntesten  Uu* 
tersuchungea  aus  ^r  Analysis  des  Unendlichea  können  nur  auf 
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solche  Curven  angewandt  werden  \  welche  nach  einem  ge* 
wissen  stetigen  Gesetze  beschiiehen  sind,  indem  man  dort 
immer  eine  Gleichung,  welche  die  Natur  der  krummen 
Linie  ausdrückt ,  in  die  Rechnungen  einführen  mufs«  Den- 
jenigen Linien^  welche  nicht  nach  isinem  bestimmten  Ge* 
setze  beschriebet!  werden^  könnte  man  nicht  eher  einen 
t^latz  in  d^r  Analysis  einräumen^  bis  derjeuigie  höhere  Theil 
der  Analysis^  welpher  sich  mit  Functionen  mehrerer  veran* 
derlichen  Gröfsen  beschäftigt,  bearbeitet  ward :  denn  hier 
lassen  sich  allerdings  Linien,  welche  dem  Gesetze  der  Ste« 
tigkeit  nicht  unterworfen  sind  \  eben  so  gut  In  der  Rech- 
nung gebfauchen^  als  die  durch  eine  Gleichung  bestimmtet 
Linien,  und  diese  letzterii  haben  hier  gar  keine  Vorzug^ 
vor*  jenen  ^  da  man  auf  die  eigentliche  Natur  der  Linie  fast 
gar  nicht  siehti  Träfe  es  sichz^B.  hier,  dafs  dieLinie  CmB 
ein  Kreisbögen  wäre,  so  sieht  man  bei  der  it'örtsetzung 
gleichwohl  .gar  nicht  auf  die  Natur  des  Krcised,  ^onderti 
man  fügt  an  det  andern  Seite  von  J3  blos  einen  gleichen 
Bogeil  in  umgekehrter  Läge  hinzu  ^  gerade  so^  wie  hiad 
bei  einer  ändern  ganz  willkürlich  gezognen  Linie  es  machen 
w^ürde ,  und  kehrt  sich  nicht  daran ,  bb  die  Scale ,  a^s  alge» 
braische  Curve  beirachtet,  vielleicht  eine  ganas  andre  Fort- 
setzung verlange^r  Diese  Bemerkungen  Verdienten  hier 
wiederholt  zu  werden,  wegen  der  Neuheit  dieser  Lehren 
und  weil  Manche  diese  ganze  Betrachtung  den  Frincipieii. 
der  Analysis  Unangemessen  zu  finden  geglaubt  haben  *')\ 


*)  Euier  fand  bekanntlich  gegen  diese  Lenre,  die  er  zuerst  vor- 
trugj  und  auch  iu  diesem  Werke  schon  früher  gelegentlich  er- 
wähnt, starke  Widersf)rüche.  Alle  Untersuchungen  haben  es  nun 
swar  nachher  bestätigt)  dafs  Ehlör  irt  der ' Ahwendung  Recht 
hatte,  aber  strenge  Wissenschaftlich  erwiesen  war  dieies  von  ihm 
wohl  nicht  »Lagrange'S  Aenfserung  über  diesen  Gegenstand 
in  der  Abhandlung  iiber  die  Natur  und  Fortpflansung  des  Schalles 
(Mise.  Taurinens;  Toni.  I.)  scheint  mir  es  wohl  zu  verdienen, 
dafs  man  sie  bei  dieser  Gelegenheit  liest  und  mit  Eulers  Gc* 
danken  rorgleicht»      ,,Es  ist  gewÜs^    ftagt  er,    dafs  dia  Priaclpidi 


yf 
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4iii  trofclemöa.  Wenn  die  Röhre,  Velche  über^ 
all  gleich  weit  ist^  sich  in  B  (Figi  75.)  endigt,  und  da  ge- 
schlosseh  ist,  die  für  den  anfänglichen  Zustand  construirten 
Scalen  der  Dichtigkeit  und  Geschwindigkeit  ü^r  den  End- 
punkt B  hinaus  fortzusetzen«  ^ 

Auflösung.  Weil  die  Höhre ^B  in  S  Verschlossen, 
ist,  so  kann  das  In  diesem  Endpunkte  befindliche  Luft- 
theilchen  keine  Bewegtinjg  haben  ^  sondern  die  aufserste 
Luftschichten  die  an  dem  Deckel  BB  anliegt^  mufs  immer 
in  Ruhe  bleiben  ^  daher  die  Geschwindigkeit  der  Luft  in  B 
nicht  blos  anfangs,  sondern  für  jeden  Zeitpunkt  =0  seyn 
mufs.  Der  aufserste  Punkt  F  (Fig»  7f^')  der  Scale  der  Ge- 
schwindigkeiten E  KF  mufs  aUo  mit  dem  Funl^  B  der  Axe 
zusammenfallen  I  und  diese  Scale  erhält  eine  Gestalt,   wie 


iM»i     iiiiai 


>,cler  DififierfentiaN  i4n^  Integitlrechnüng  alget^raische  yeranderlic&ft 
^,  Functionen  voraussetzen ,  und  es  scheint  daher  nicht  suläasig, 
„  dafs  man  den  au^  dre»Q  Principiön  gebauten  Schlüssen  mehr  Ans- 
„dehnung  gebe,  als  die  Natur  jener  Functionen  selbst  erlaubt. 
„GeWiis  siyet  ist  jeder  überzeugt ,  dala  bei  algebraischen  Functio- 
„neit  alle  ihre. verschiedenen  Wertlie  durch  das  0«s«t2  der  Sti>- 
j^tigkeit  mit  einander  verbunden  sind:  es  scheint  daher  keinem 
„  Zweifei'  unterworfen ,  dafs  alle  aus  der  Differential  -  Und  Inte- 
^,  gralrechnung  abjgeleitete  Folgerungen  illegitim  sind^  in  den  Fäl« 
„len,  wo  man  dieses  Gesetz  nicht  voraussetzt.  Da  nun  Eulera 
j,  Construction  unmittelbar  au^s  det  Integration  einer  Diflarentialglei* 
,,chuDg  abgeleitet  ist,  so  ist  diese  Construction  ihrer  innem  Natur 
„nach  nur  auf  stetige  Curven  anwendbar*  — r  —  Ich  schlieis« 
„hieraus,  dafs  alle  Beweise  zur  .Entscheidung  dieser  Frage"  (ob 
nämlich  irregulär  gezogne  Gurren  hier  gebraucht  werden  dürfint?)* 
„  gänzlich  unbefriedigend   sind ,    wenn   man   sie  aus  der  Voraus- 

•  ,^  Setzung  herleitet ,  •  dafs  die  Ordinalen  der  Corve  Functionen  von 
„  S  und  V  sind :  nur  dadurch  wird  man  zu  einem  unumstöfslichen 
„Beweise  für  diese  Behauptung  gelangi&n,    wenn  man  die  Bewe-* 

^,,  gung  jedes  Punktes  für  sich  als  nnabhängig  #on  der  Bewegung 
,, der  übi^gen  betrachtet/*  •— -  Diese  Methode,  die  Rechnung  ganz 
unabhängig  von  allen  -  auf  dem  Gesetze  der  Stetigkeit  beruhenden 
Vpraussetzungen  zu  führen,  wandte  Lagrange  bei  soinoiL  Unter-- 
s^chungen  Über  äh  FortpOänaung  des  Schalles  an. '  B. 
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'  EnB  (Fig.  VsO»  ^ie  Scalo  der  Dlcluigkeiteii  mag  CmD 
»eyn.-  Da  nun  für  jede  Zeit  =  t  die  für  die  Geschwindig- 
keit gefundne  Formel,  wenn  mau  sie  auf  den  Punkt  JB  an- 
wendet, iäiiBer  =  o  werden,  und  diesvStatt  findeti  mufs^ 
die  Scale  der  Dichtigkeiten  mag ,  wie'  man  will ,  beschaifea 
8ßyn,  so  muts  die  Fortsetzung'beider  «Scalen  so  eingerichtet 
werden ,  dafs  dies  Resultat  daraus  folge. 

Man  nehme  also  von  JB  aus  auf  det  Axe  nach  beiden. 

Seiten   die   gleichen  Entfernungen  BT^=i  Bt  =t  t  yf  ■   ,  '■» 

so  müfste ,  unsern  vorhin  gefundenen  Formeln  gemäfs  ^   die 
Geschwindigkeit  in  i^ 

M  =  }(TN+tn—  TM+tm)  /^f"- 

o 

seyn,  und  da  diese  allemal  =  o  seyn  mufs|  so  ist  für  die 
Scale  der  'Geschwindigkeiten  TN  +  tn  =  o,  und  für  die 
Scale  der; Dichtigkeiten  TM  :=  tm.  Diese  Gleichungen 
zeigen,  dafs  man  die  Scale  der  Geschwindigkeiten  so  .fort- 
*  setzen  müsse ,  dafs  TN  =s  —  tn  werde  für  jede  «wei, 
gleich  weit  von  B  entfernte  Ordinäten ,  oder  dafs  die  Fort- 
setzung BNe  der  Scale  ßnE  gleich  und  ähnlich  werde, 
aber  an  der  andern  Seite  der  Axe  zu  liegen  komme. 

Die  Scale  der  Dichtigkeiten  hingegen  wird  so  fortgc*, 
setzt,    dafs    die  Fortsetzung  DMc  der  Scale  selbst  gleich 
und  ähnlich  ist,  und  an  derselben  Seite  der  Ake  liegt. 

Die  Aehnlfthkeit  ist  bei  beiden  so  zu  verstehen ,  dafs 
die  von  dem  Punkte  B  gleich  \^eit  entfernten  "*Ordinaten 
gleich  grofs  werden,  TN=f/i,  T3I  ^=  tnty  und  beider 
einen  nach  eben  der  Seite  der  Axc,  bei  der  andern'  nach 
der  entgegengesetzten  genommen  werden:  —  oder  dafs 
die  Bogen  Dm,  DM  sich  decken  würden,  wenn  mau  D 
auf  D,  und  rn^aui  M  legte,  und  eben  so  bei  der  Ge^chwin- 
digkeitsBcale.  ^ ,  ^ 

^ifi.  Die  Fortsetzung  der  Scalen  ist  also  in  Rücksicht 
der  Lage  gegen  die  Axe  verschieden ,  je  nachdem  die  Röhre 
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I 

in  B  offen  oder  gescUosBen  Ist;  aber  die  Gröfse  der  Ordi« 
naten  ist  in  beiden  Fällen  dieselbe,  denn  in  jenem' Fallo 
kopixnt  die  Fortsetzung  der  Scale  der  Dichtigkeiten  an  die 
entgegengesetzte  Seite  der  Aipe  zu  liegen:  in  diesem  Falle 
hingegen  findet  die«  hei  der  Scale  der  .Gescbwindigkehen 
Statt, 

r  « 

413«    Da  die  Geschmndigheit  in  B,   wenn  die  Röhre 

.  hier  geschlossen  ist  y  immer  =  o  bleibt ,    so  raiiTs  auch  der 

Ausdruck  fü^  den  Raum',  durch  welchen  da^  Lufttheikhen 

_  fortrückt,^  verschwinden,   wenn  man  ihn  auf  den  Punkt  & 

.anwendet,  und  es  ist  auch  wirklich 

^:=ziTNtn—iBDTM+iBDtm=iTNtni=Q,  ' 
weil  T Ntn  i=:Btn  —  B  TN  =0  ist,  indem  man  den  un- 
terhalb der  Axe  liegenden  Theil  als  negativ  betrachten  muff, 

414.  Problem  83.  Die  überall  gleich  weite  Röhre 
sey  in  sich  zurückkehrend ,  und  übrigens  ^von  willkürlicher 
Figur ,  die  Scalen  der  Geschwindigkeiten  und  Dichtigkei- 
ten sind  für  den  anfanglichen  Zustand  gegeben,  man  sucht 
die  Fortsetzung  derselben. 

Auflösung.  Man  stelle  sich  die  Röhre  als  gerade 
.  ausgedehnt  war,  tfnd  die  gerade  Lipie  ASA  (Fig.  ^6.^  sey 
die  ganze  Lange  derselben ,  so  dafs'  also  bei  der  in  sich  zu« 
rückkehrenden  Form  A  und  A  einerlei  Punkt  ist,  odet 
diese,  beiden  Enden  der  Röhre  an  einander  schließen» 
'  Ueber  dieser  Linie  ASA  als  Axe,  ^ey  die  Scale  der  Dich« 
dgkeiten  C^C,  und  die  Scale  der  Geschwindigkeiten  EJTfi* 
ni^chtder  schon  bekannten  Regel  gezeichnet, \  nämlich  so^ 
dafs  wenn  in  S  die  Dicht;igkeit  =±  Qy  und  die  Geschwin- 
digkeit =  T  nach  der  Richtung  SA  war^  die  Ordinate 

Q        O—B  '         h 

Äp==log:^=s^-^  tind  Sr  =T/- 

r  ^  B  B  Ä^Ä 

ist,  somufs  ofienbar  im  Punkte  ^,  AG^AC  und  Jl'F 

i=  JE  seyu)  weil  die  Endpunkte  A  und  A  zusammenfallen« 

.  Trägt   man  nun  auf   der  Axe   die    gleichen  Entfernungen 

AA'  =:A'A"  tt.  S.W.  der  Länge  der^ Röhre  AA  gleich, 

Gg  a 


\ 


s 
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auf,  somufs,   Weil,  eigentlich  Ay  A\  A\  A"  eiou  faür  den* 
telben  Funkt  A  vorstellen ,   die  Fortseuimg  b,eider  Scalen 
io   beicbaffen  seyn/  dafs.  die  Ordiuaten  in   allen  diefen 
Punkten  einerlei 'sind.  '  Eben 'das  gilt,    wenn  man  Funkte 
S  S^y  S\  S*^  so  niibmt^  dafs  ;die  Entfernungen  AS  rszA*  S 
r=  A"  S'  etc.  sind ,  denn  dann  stellen  alle  diese  Funkte  et« 
gentlicb  HUT  den  einzigen  Funkt  6  vor,    und  die  Ordinalen 
müssen  In  allen  diesen  Funkteh  eineilci  Gröfse  haben»     Die 
•  beiden  Scalen  CO C,  EYE  müsscn^also  über  der  nach  bei- 
den Seiten  unendlich   verlängerten  Axfe  imnter  wiederholt 
gezeichnet  werdieii«    Üa  so  beide  Scalen  nach  beiden  Seiten 
ins  Unendliche  fortgesetzt  werden ,  sb  wird  man  nach  jeder 
Zeit'  =  t  mit  Hülfe  der  vorigen  Formeln  bestimmen  können, 
wpbin  das  Lyftthcilcheii ,  welches  sich  Ah&ngs  in  S  befand, 
gelangt  sey,  und  welche  Dichtigkeit  und  Geschwindigkeit 
•s  jetzt  habe. 

' !  415*  Auch  hier  wird  also  die  Curve  nicht  nach  Ihrer 
eigentlichen  Natur,  wenn  sie  durch  feine  Gleichung  he* 
stimmt  ist,  fortgesetzt,  sondern  diese  Fortsetzung  ist  eine 
blofse  Wiederholung ,  wobei  Man  auf  die  Natur  der  Linie 
gar  nich^  sieht. 

Diese  Fortsetzung  ist*  aber  deswegen  hier  und  in  allen 
Fällen  nothwendig,  damit  man  nach  Verlauf  einer  noch  so 
girofsen    Zeit   =  t   die  Ordinaten   angeben  könne,   welche 

den  Abscissen  s=  ij  ±  t  ^  —7-   zugehören.  ' 

416.  Die  bisherigen  Untersuchungen. setzen  eigentlich 
voraus ,  dafs  sowohl  der  Raum^  durch  welchen  jedes  Theil-* 
eben  Tortrückt,  als  seine  Geschwindigkeit  urid  die  Aende« 
Tuiig  der  Dichtigkeit  unendlich  klein  sey:  diese  Be- 
tiachtung  unendlich  kleiner  Vibrationen  ist  zwar- zur  Auf- 
klärung  der  Lehren  vom  Schalle  hinreichend :  aber  es  wird 
doch  der  Mühe  werth  seyn ,  noch  zu  versuchen  f  wie  weit 
die  Gleichungen  sich  auflösen  lassen ,  wenn  man  die  Bewe* 
gung  zwar  als  klein ,   aber  doch  nicht  als  unendlich  klein 


r 
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betrachtet.  Diese  Untersuchung  Lat  um  so  mehr  einiges 
Interesse,  da  die  auf  die  vorigen  Sätze  gebaute  Theorie  « 
von  der  Fortpflanzung  des  .ScbaUes  nicht  ganz  genau  tuit 
det  Erfahrung  übereinstimmt  >  wie  wir  in  der  Folge  sehen 
werden..  Ich  setze  hiebei,  um  die  Gleichungen  leichter  zu 
übersehen,  voraus,  dafs  keine ^Aenderung  der  Dichtigtseit 
'  im   anfänglichen   Zustande    Statt  finde,    sondern    O  =  i?, 

dg 

—  =  o  sey,    dafs  also  das  Gleichgewicht  blos  durch  eine 

'.  den  ^LufttheilchcA    ertheUte    lunfanglic'he   Geschwindigkeit  \ 
gestört^erde. 

•    •  ■      ^, 

417,  Problem  84..  Wenn  die  in  dejr  Röhre  enthal- 
tene Luft  im  Anfange  der  Zeit  t  so 'in  Bewegung  ge«etzt 
ist ,  dafs  jedes  Theilcheu  seine  Dichtigkeit  ungeändert  be- 
hält, und  map  annimmt,  dafs  bei  der  ganzen  Bewegung 
der  Raum,  durch  welchen  jedes  Theilchen  fortiückt,- nur 
klein  ist,  ohne  doch  unendlich  klein  zu  seyn,  diese  Bewe- 
gung  durch  Näherungsformeln  zu  bestimmea^ 

Auflösung?     Da' Ich  annehme,  dafs  dO  =:  o' ist,  so 
erhält  die  erste  Gleichung  des  SpjJ.  ß.  jetzt  folgende  Gastalt: 

fdt] 
welche  wir  vorbio  dadurch  vereinfachten^  dafa  wir  l'Tot 

als  unendli(ih  klein- betiachteten.  Obgleich  Vir  nun  diese 
Voraussetzung  jetzt  verlassen  ^  so  ist  z  doch  immer  nur  noch 
klein,  und  es  i^t  jetzt  möglich,  aus  dem  für  unendlich 
kleine  Schwingungen  gefundenen  WerÜ^e  von  z  genäherte 
Werthe  für  z  zu  finden ,  für  den  Fall,  da  die  Schwingungen 
eine  endliche  Grölse  haben.     Wir  fanden  vpi^hin 


z 

4t^ 


>; 


z  =sii .  F  : 


S+t/ 


+  «,A 


wetnn  das  von  O  abhängende  Glied  j  den  Voraussetzungen 
dieses  Problems  gemäfs,  ss  o  gese^fwird.  Um  jetzt  voU- 
komoinere  Werthe  zu  findeik^   setze  ich 


r 
1 


1 


^      % 
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»Äff»  ,^5« 

und  Letracbte  u,  v  als  Gröfsen ,    die  von  einander  unabhän« 
gig  sind ,  und  z  als  Function  dieser  Gröfaen.     Es  KSt  daher 

(dz\ 


dz 


m  -  u} 


dS 


lä^Jr 


'   ^die  Differentialgleichung  erhält  daher  jetzt  folgende   Ge« 

flga 
ttdlt,  wenn  ich  den  gemein&chaftli<^en  Factor -t'  vregUsseti 

• 

i  Es  werde  nun  £,dtrrcli  eine' Reihe  ausgedrückt 
z  =^  »Z  +  «*^' +  «' JZ"  +  etc. 
wo   die  Glieder  nath  den  Potenzen  von  »  geordnet  sind» 
und  Zf  Z\  Z'  näher  su  bestimmende  Functionen  bedeuten« 
m  aber  einen  kleinen  Bruch.     Dieser  Werth  voii  t  gibt^  in 
die  Differentialgleichung  gesetTit,  folgende^  Gleichung^ 


/  <• 
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r  ^    f'J*^'!  .       (d^z']  '       (d*zr] 

'"\[du]^[dvjf    \[du^l         [dudvj' 
]^''\[äui^[dv}f     \[du-i       \dudv^ 


[d^Z'] 


4udv 


(d^Z.-) 


,1 


fuz 


—  «s«; 


\td 


wenn  die  Glieder  weggeladsen  werden,  welche  den  Coeffi* 
cieoten  «^  enthalten« 

Da  hier  80  viele  unhestimmte  Gröfsen  Z^  Z^  21'  etc, 
Yorkominen ,  al^  verschiedene  Potenzen  vcm  «  da  sind,  so 
Ist  es  erlaubt,  alle  Glieder,  welche  mit  einerlei  Potenz^  voa 
a.  multiplicirt  sind,  zusammen  zs  o  zu  a^etzen^  und  daraus 
diese  verschiedenen  Gröfsen  zu  bestimmeu.  Hier  ist  es 
hinreichend,  nur  die  beiden  ersten  Glieder  zu  suchen,  da 
man  das  dritte,  in  9}  muhipKcirte,  schon  als  zu  klein  weg- 
lassen darf:   für  Z  und  Z!   aber  hat  man  die  Gleichungea 

=  o  und' 


\du  dv^ 


dudv 


Die  erste  gibt  Z  =  T*:  u  +  A  :  »,  die  zweite: 
d*Z] 


du  dv] 


=  (T  :  1*  +  A'  :  r)  .  (F"  :  u  +  Ä"  :  v) 


+  A':.v  .A" 


woraus  folgt ,    wenn  man  bei  der  ersteh  Integration  blos^  u 
als  veränderlich  betrachtet , 


t. 
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und  femer ,   wenn  m^n  bei  der  zweiten  Integration  u  als 
beständig  ansiebt, 

daber ,  wenn  die  mit  «^  innltiplicirten  Glieder  lücbt  in  Se- 
,  tracbtung  gezogen  werden , 
«  =  «r  :  M  +  ^A  ;  P  +  i  «*  w  (r  :  w)*  +  J«*(i  (A' ;  v)^ 

+  |n*A:v-r:u.+  i»*r:u.A':i;, 

wo  man  nun  statt  u  und  v  wieder  ibre  d^rc)^  iS  ui(d  t  nusge« 
drückten  W^rtbe  setzen  muj(s. 

Diese  Formel  bestimmt  nun  die  Bewegilng,  wenn  o« 
nicbt  so  klein  ist ,  dafs  man  die  mit  «^  multlplicirten  Glie<v 
der  weglassen  darf;  wenn  dieses  gescbeben  dürfte,  sobättQ 
man  eben  die  Gleicbung,  welcbe  wir  vorbin  für  9  fanden, 

418.     Von  der  Jlicbtigkeit  dieses  Werthes  von  z,   dafg 

.er  nämlich  bis  auf  Gröfsen,    die  mit  *^  von  einerlei  Ord« 

liung  sind,   genau  seyj   kann  man  sich- lelcbt  \iberzeugen, 

'  (dz]     fd^z]      (d*Ji\ 
wenn  man  die  partiellen  Differentiale    "j  0  i     ToS  »     TTl 

sucht,  und  diese  in  die  erste  Differentialgleichung  setzt; 
denn  plsdann  heben  sich  alle  iu  «,  und  ^Ue  In  «(^  multipU« 
cirten  Glieder  yölUg  auf« 

Man  findet  auji  diesem  Werthe  von  z  für  jeden  folgen* 
den  Zeitpunkt  die  Dichtigkeit  und  Geschwindigkeit  >   weil 


nämlich  a  = 


fd. 


B 


U 


und;:«s= 


,57. 


y  ZI 

57 1  i   tm«l  hier 


dS 


+  i«»»!^  :  u  .  r"  :  u +|«».iA' :  »  .  A"  :  w 
+'«*A':i',r:«+l»'(A:i/r":u+r:u.A";»)imd 

+  i«»»r  ;«r  :  I»  —  i»*«A' ;  »  ,  A"  :  » 
+  i«*]^  :  uA  :  »•— |«*r:  «  A":  p. 


•       <» 


4*9*    ^n*  anßpgUcben  Zustande  muT« 


I    un4 


l.Ahschn^  Kleine  Schwing*  SerLuft  in  §iteichweit€n  Röhren^     475 

Is]  ' 

s=  T  «eya :  da  nun  alsdanq  ^gleich  ussvss  S  Ist, 

•o  erhält  man  aus  der  ersten  Gleichung 

r:5+J.fA':5)»+^»Ä.r':S.r:S,+  |«r:S.A:S+«A':S.r:S 
S-_  A':  S— 1*0*:  5)'— 1«5A':  SA":  S— §*r:  5./^":  S, 

und  die  zweite  gibt ,   wenn  man  diesen  Werth  darin  setzt, 

T/"—  =  2«r  :  5  +  4«*(A':  S)*  +  •* S  .  T: 5.  r': 5 

+  «.*r:5.A:S  +  «*A':S.r':Ä 

Au8  diesen  leiden  Gleichungen  miifste  bestimmt  wer- 
den, wie  die  Functionen  r  und  Z^  durch  den  anfänglichen 
Zustand  ausgedruckt  werden. 

Obgleich  dies  im  Allgemeinen  Schwierigkeit  haben 
möchte,  so  sieht  man  doch  aus  der  ersten  Gjeichung,  ^dafs 
r*:  S  und  — r  A'  :^  einander  bis  auf  solche  Gröfsen,  die  mit 
»  von  einerlei  Ordnung  sind,  gleich  seyn  werden«  •—  jßel 
der  Anwendung ,  welche,  wir  in  der  Folge  von  diesem  Pro- 
bleme machen ,  wird  angenommen ,  dafs  T  nur  für  gans 
kleine  "VVerthe  von  S  reelle  Werthe  habe,  für  grüfsere  5 
aber  verschwinde.  Soll  das  geschehen,  soll  z.  B.  T  immer 
=  o  seyn,  wenn  «S  >>  ^  ist ,  $o  mufs  noth wendig  für  S  >-  h 
auch  r* :  5  =  o  seyn ,  denn  weil  T' :  «S  und  —  A' :  S  zu 
einerlei  Ordnnng  der  Gröfse  gehören,  so  kann  das  erste 
Glied  des.  Werthes  von  T  durch  keines  der  Folgenden  auf- 
gehoben werden,  indem  diese  viel  kleiner  sind.  Dann 
yvilrde  also  T  blos  durch 

ausgedrückt,  und  dieses  würde  eine  Gröfse  seyn«  die  mit 
»^  zu  einer  Ordnung  gehörte,  weil  A':5  nur  um  Gröfsen, 
die  mit  «  von  derselben  Ordnung  sind ,  von  t' :  Ssno  ver- 
schieden  ist:  man  kann  aber  leicht  übersehn,  daiii  wenxl 
inan  die  folgenden  Glieder,   welche  «^  enthalten,   mit  be-^ 


2-ecbnet  hätte >  doch,   wegen  der  schon  angenoinmenen  Be* 
dingungen,  kein  Glied  vorkommen  würde,  welches  diesem 
an  Gröfse  gleich  wäre,  also  mufs  auch  A' :  S  verschwinden^ 
wenii  S  >  k  isty  wenn  nämlich  die  ganze  anfängliche  Er* 
ftchütteiiing  auf  diesen  Raum  eiugeschränkt  ist. 

Obgleich  also  hier  die  Natur  der"  Functionen  F*,  A' 
sich  nicht  so  leicht  aus  dem  anfänglichen  Zustande  bestim- 
men läfst:,  so  ist  doch  das  gcwifs ,  dafs  wenn  C^^ig.  04.^  dio 
anzügliche  Schwingung  sich  nur  durch  den  Raum  YX  er- 
streckt, auch  die  Functionon  T'  :  5,  A'  :  ^  nur  für  diesen 
.Raum  bestimmte ,  von  Null  verschiedene  Werthe  erhaltCA« 
Zeichnet  man  also  eine  Curve  YZXy  deren  Ordinaten  SZ 
^T^  i  S  sind,  für  jede  Abscisse  ^<S  =  5,^'  sq  wird  diese 
Curve  sich  nicht  über  den  Raum  YX  hinaus  erstrecken  ^  in 
welchem  anfangs  eine  Schwingung  erregt  war:  iiingegea 
acheint  es ,  dafs  die  Function  T :  5  nicht  verschwinde  für 
Abscissen ,  die  gröfser  als  A  X  sind ,  denn  da 

der  Fläche  VSZj  wenn  S^sAS  i»t,  so  wird  für 

s  =  jß>Ax,  riS^rzx. 

Man  darf  aber  nicht  vergessen ,  dafs  diesem  Integral  eine 
Constans  beigefugt  werden  mufs,  und  dafs  also  vollständig 
T:  S=  TZX+  Const.  ist,  daher  T  :  S  allerdings  ==  o 
aeyn  kann ,  wenn  die  Umstände  dieses  erfordern«  •—  Für 
i^  :  <S  gilt  eben  das. 

Ich  wende  diese  Betrachtung  nicht  auf  den  Fall  an, 
wo  auch  die  Dichtigkeit  Q  im  aufanglichen  Zustande  eine 
Aenderung  erlitten  hat;  die  Gleichungen  würden  dadurch 
verwickelter  werden  ,  und  da,  wie  sich  in  der  Folge  zeigen 
wird ,  diese  ^Betrachtung  endlicher  Schwingungen  in  <|er 
Lehre  vom  Schalle  doch  von  keinem  Nutzen  ist,  $o  hafte 
ich  es  für  überflüssig,  diese  Untersuchung  weiter  foruu- 
setzen  *). 


iimm 


^  Die  hier  gebraacKie  Nihenmgsmethode    ist   von  Laplaee   «it- 
lehnt.  -^    Lap^iace  Mechanik  des  Himmels,  a.  ^and.  S.  199.  d«tr 
^  UeberieUnog.  .       ^        B.  . 
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%  ff 

Zweiter     Abschnitt« 

fort  der  Fortpflanzung  der  Schwingungen  in  der 
Luftf  in  Röhren  f  die  überall  gleich  weit  sind: 
zur  Erklärung  der  Entstehung  und  Fortpflan^ 
zung  des  Schalles^ 


•^^mm^m^mm^t0m 


420,  Problem  85«  Wenn  in  e)ner  nacli  beiden  En* 
den  ins  Unendliche  fortlaufenden  ^Röhre  das  Gleichgewicht 
irgendwo  an  einer  kleinen  Stelle  durch  die  Erregung  einer 
Schwingung  gestört  wird,  die  Fortpflaözung  dieser  Sclnvin" 
gung  für  jeden  Zeitpunkt  zu  bestimmen. 

Auflösung,     Es  scy  ^B  (Fig.  77.)  die  RichtungS" 
linie  der  Rohre,   welche  wir  uns  immer  als  gerade  vorgtel« 
leu ,   und  in  dem  kleinen  Räume  6  H=  h  sey  der  in  der 
Röhre  entiialtncn  Luft  eine  solche  Bewegi^ng   mitgetbeilt, 
dafs    die    Linie    G  M  m  H   die   Scale    der  X>ichtigkeiten, 
GN'nH  die   Scale  der  Geschwindigkeiten    darstelle;    bei 
diesen  Scalen  zeigen  bei  der  erstem  die  über  der  Axe  lic^« 
genden  Ordinaten  tm  eine  grofsere,  die  ilnterhall^  liegenden 
wie  TM*  eine  kleinere ,   als  die  natürliche  zum  Gleichge- 
wichte erforderliche  Dichtigkeit  an  j  bei  der  Scale  der  Ge» 
acbwindigkeiten   hingegen    beaeiq^nen   oberhalb    der  Axe 
liegende  Ordinaten  eine  Bewegung  nach  der  Richtung  ^JB, 
und  die  u^iterh^lb  liegenden  würden^die  entgegengesetzte 
Richtung    der    Bewegung    andeuten«       Aiifserhalb    dieses 
Raumes  Gjl  ist  die  Luft  nach  beiden  Seiten  hin  in  Ruhe, 
vnd  die  Scalen  der  Dichtigkeit  und  Geschwindigkeit  fallen 
überall  mit  der  Axe  zusammen^    oder  ihre  Ordinaten  sind 
:;;=  O9  daher  auch  in  der  Figur  die  Scalen  als  in  G  und  II  mit 
4er  Axe  zsusamwentrefiend  gezeichnet  sind« 

.Wif  wollen  nun ,  nachdem  wir  den  anfanglichen  Zu- 
stand der  Luft  angegeben  haben,  irgend  einen  nach  JB  zu 
liegenden  PunKt  S  der  Röhre  betrachten.     Weil  man  aber, 


47^  ,      II'  1^  II !•  AhtK   Von  der  Bewegung  der  Luft. 


\  > 


um  die  Bewegung  der  Luft  in  diesem  Punkte  für  fede  Zeit 

;=  t^   die  seit  dem  Anfange   der  Bewegung  verflossen   ist, 

«u  bestimmen ,   nach  beiden  Seiten  von  <S  auf  d^r  Axe  die 

SLga 
Entfernungen  =  t  y    «^   abschneiden  mofs ,  und  nur  dann 

eine  Bewegung  in  S  Statt  findet,    wenn  diesen  Abscisseh 
reelle  Ordinaten  der  Scalen  zugekören ,  so  t^ann  QlFenbar  in 

S  keine  Bewegung  entstehen,   so  lange  t  ^  —r-  -«^  H  S  Ist: 
das  Gleichgewicht  dauert  also  in   S  so  lange    fort,     bis 

tssHS.v  — *-*  ^s^    1^9  sey  nun  w^  etwa«  gröfsere  Zeit 

Uga  ^        ■  .      " 

verflossen,  und  man  nehme  den  Raum  S  e=;  e  y  ""T"  (eben 

diese  Entfernung  auch  nach  der  andern  Seite  von  S  zu  tra- 
gen^ ist  hier  nicht  nöthig,  weil  die  Ordinaten  der  Scalen 
dort  überall  =  o  sind) ,  so  erhalt  man  zur  Bestimmung  der 
Belegung  in  S  folgendes :  per  Raum  Si,  durch  welchen 
das  Lufttheilchen  am  Ende  dieser  Z«it  fortgerückt  ist, 
wird  5xc=  |/ifn +3Hem;  die  Dichtigkeit  dieses  Theil- 
cheus  ist  jetzt  y'=B(i+^«m+5Cn),  und  dia^Geschwia» 
digkeit  nach  der  Richtung  5JB, 

.    ^ga 
,  «  =  J(tm+ r/t)/ --7", 


Ist  der  verflossene  2^eitraum  aber  eröheu  als  t  =  55/'—  « 

t  O 

SO  werden  die  Ordinaten  tm,  tn  abermals-=:t  o,  also  ist  die 
Dichtigkeit  alsdann  wieder  =  B  und  die  Geschwindigkeit 
=  o ,  und  da?  Lufttheilchen  S  bleibt  nun  auch  in  jedem 
folgenden  Augenblicke  in  Ruhe. 

Eben  so  Verhält  es  sich  mit  denjenigen  Lufttheilchen, 

welche  nach  der  andern  Seite   von  ti  nach  ji   zu  Uegen. 

b 
Jeder  Funkt  S*  wird  hier  ruhen,  «so  lange  t  <*  S'G  \/^— — 

ist,  aber  anfangen,  sich  s.u  bewegen ^  wenn  t  dieser  Gröfse 


f  .  « 
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gleich  wird.      Ist  e  etwas  j^rofser  und  *?'T*  =  tV  -^>  »o 

vird  das  vorbin  in  iS'  befindliche  LuJEttbfeilchcn  tiach  /  ver- 
setzt seyn ,   und  es  ist 

weil  die  Ordinate  TlfV  negativ  istj  ferner  ist  die  Üiclitigkeit 
'  und  die  Geschwindigkeit  n&ch  der  Richtung  5*  S 

•      ^  * 

Sobald  aber  die  Zeit  t  i=^  ^Uyf* vjfcrflosscn  ist,  kommt 

£e  liuft  in  S^  v^ieder  zur  Ruhe  ^   und  überhaupt  dauert  die 
ganze  Bewegung  eines  Ijjufttheilchens  nur  so  lang^»   als  der 

Zeitraum  Glt  \f — ^  iät^   nämlich  so  viele  Sectuidfen  oder 
Theile  einer  Secunde,  als  diese  Zahl  angibt.  '' 

Hieraus  erhellt  >   wie  eine  in  einem  kleinen  Räume  er-. 
.  regte  Schwingung  sich  im  Fortgange  der  Zeit  in  det  Röhre 
nach  beiden  Seiten  fortpflanzt. 

4a  1.     Nennt  man  die  Entfernung  HS  =2  ^,    so  pflanzt 
sich   die    anfangs   in   GH  erregte  Schwingung   durch  den 

:  '  s/h 

Raum  =:  i  in  einer  Zeit  von  -7 — »-*  Secunden    fortJ     die 

Fortpflanzung  des  Schalles  geschieht  also  gleichförmig,  und 
der  Schall  durchläuft  in  einer  Secunde  den  Raum  sts  ^ 


SLga 


Bei  dervatmosphärischen  Luft  ist,  wenn  man  eine  mitt* 
lere  Wärme  voraussetzt,  und  die  Dichtigkeit  des  Quecksil- 
bers als  Einheit  .annimmt ,    ungefähr  a  =:?  2|  pariser  Fufs 

j  — -  ■:  =  — —  ,  wenn  man  die  Luft  etwa  ßoomal 

14.Ö00        IL 200 

specifisch  leichter  als  Wafter  setzt,   und  5  ==  15,09  pariser 

Fuis,   woraus  der  Raum,   welchen  der  Schall  in  einer  Se- 
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cunde  durchläuft,,  etwa  gpo  pariser  Fufs  gefundei|  wird, 
welches  heträchtlich  von  der  Etfahrung  ahweicht.  Man 
finfkt  zwar  [etwas  verschiedene  Resultate ,  wenn  mcn  die 
Dichtigkeit  der  Luft  hei  der  Barometerhöhe  von  fig  Zollen 
g6<*inger  annimmt,  aher  sie  läXst  sich  nicht  sosehrherab- 
^tsen,  als  nöthig  wäre,  um  diesen' Raum  ss  ip4o  Fufs 
pariser  Maafs  zu  finden ,  wie  die  Erfahrung  ihn  angibt. . 

Wollte  man  den  Raum  bestimmen,  welchen  der  Schall 
in  andern  Gasarten  in  einer  Secutide  durchlaufen  würde,  so 
müfste  man  statt  b  die  Dichtigkeit  setzen,  welche  diese 
Gasarten  haben ,  _  wenn  ihre  Ülasticitat .  einer  gegebnen 
Quecksilbersäule  =  a  das  Gleichgewicht  hält;  und  die  For* 
mel  7,eigt,  dafs  in*Luftarten,  die  bei  geringer  Dichtigkeit 
eben  so  viel  Druck  ausüben ,  als  andre  bei  gröfserer  Dich» 
tigkeit,  der  Schall  schneller  fortgepflanzt  wird.  Daher 
muls  in  erwärmter  Luft  der  Schall  sich  schneller  fortpflan* 
zen,  alsvin  kalter  LuFt. 

4fi2»    Die  Auflösung  des  Problems  gab  für  die  Bewe« 

gung  des  Lufttheilchens  S  die  Geschwindigkeit 

uga 
=  i(tm  +  t/i)/~- 

und  die  Dichtigkeit  ^  =  ß(i+Jtm  +  |t«),  also  die  Ge» 
schwand igkeit  dem  Ueberschusse  der  Dichtigkeit  9  iiber  die 
beim  Gleichgewichte  Statt  findende  proportional 


i  - 


423.  Es  verdient  hier  bemerkt  zu  werden ,  dafs  die 
Fortpflanzung  der  in  dem  Räume  GH'  erregten  Schwingung' 
nach  der  Gegend  von  A  zu  nicht  noibweodig  eben  so  stath 
zu  seyn  braucht,  als  nach  der  Gegend  S»  Dieses  hängt 
nämlich  von  der  BeschaiFenhcit  der  Scalen*  ab;  denn  wenn 
bei  der  anfanglichen  Störung  des  Gleichgewichts  die  Sca)b 
der  Diclrtigkeiten  mit  der  Scale  der  Geschwiddigkeiten 
übereinstimmte,  so  dafs  T'M'ss-^  T' JS'  und  tm^ntn 
wäre ,  $0  würde  die  Schwingung  sich  nach  Ji  hin  gar  nicht 


• 


\ 
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fortpflanzen ,  wohl  aber  nach  der  Gegend  von  B.  Die  Zeit 
aber,  .  währ cii<l  welcher  die  Schwingung  bis  zu-  irgend 
einem  Funkte  6'gelangi,  hängt  'gar  nicht  von  der  Gefttalt 
>ier  Scalen  ab,  und  die  Fortpflanzung  der  Scbwingungeti 
geschieht  daher  immer  gleich  schnell.- 


4^4.     Wenn  die  Zelt  t  =i:  «Se /^ verflossen  lu«    so 

^ird  die  Bewegung  des  Luftthcilchens  in  S  durch-  die  bei* 
den  Ordinaten  tm^  in  der'  Scalen  für  ^ie  anfängliche 
Schwingung  >.    so  bestimmt ,    dafs  ^=s=Ä(x+|tm  +  irw) 

und«  =  iC*'"^"^")  V  *T~  wird,  und  hieraus  erhellet,  dafs 
in  diesem  Augenblicke  die  anfängliche  Schwingung  In  den 

fi  f  A 

"RtLum  yX  =(?  W  übertragen   ist,   wenn  HX  =  «  \/*-^  : 

b 

denn  die  übrige  an  dieser  Seite  Von  G  H  befindliche  Luft 
ist  in  diesem  Augenblipke  völlig  in  Ruhe,  und  auch  jen- 
seits G H  gibt  es  eben  so  nur  eine  einzige  Stelle,  wo  die 
Luft  jetzt  in  Bewegung  ist.  Die  Bewegung*  aber,  Welche 
jetzt  in  den  Raum  VX  Statt  findet,  iäfst.sich  durch  eine 
einzige  Scale  darstellen,  wenn  diese  YZX  so  gezeichnet 
wird,  dafs  ihre  Ordinate  SZ  der  halben  Summe  jener  Or- 
dinaten tm  +  tn  gleich  sey  :^denn  diese  drückt  alsdann  di^ 
Dichtigkeiten  und  G es chwindigk eitlen  auf  eben  die  Weise 
aus,  wie  es  die  beiden  verschiedenen  Scalen  für  die  anfäng- 
liche  Schwingung   thaten.      Es   ist  nämlich  jetzt  in  S  die 

Pichtigkeit  y  =  £  (i  +  SZ)^  also  SZ  ^  ~-  ä  log.  — , 

.   h 
und  auch  *SZ  =  «  v  - —  >  und  da». Fortnicken  dieses  Theil- 

•hens  .wird  also  so  bestimmt,  dafs  z  s=  der  Fläche  XSZ 
sey. 

Diese  neue  einfache  Scftle  TZXf  welche  nach  dea 
beiden  anfänglichen  gebildet  ist,  zeigt  die  BeschajQTenheit 
der  gegen  'J3  zu  fortgepflanzten  Schwingungen,   und  lehrt 
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Fortpflanzung  unendlich  kleiner  Schwingungen  v«rsclueden 
sey)  auch  üocb  gelte ,  wenn  Q  veränderlich  ist. 

426.  Problem  86«  Wenn  iu*  der  Luft  9  welche  la 
einer  überall  gleich  weiten  Röhre  enthalten  ist,  eine 
Schwingung  in  dem  Räume  6//  (Fig.  77.)  erregt  wrd, 
wobei  di-e  G^schwindigtsett  nicht  unendlich  klein,  die 
Aenderung  der  Dichtigkeit  hingegen  =  o  ist,  zu  bestim* 
men ,  um  wie  viel  schneller  oder  langsamer  diese  Schwin» 
gungexl  fortgepflanzt  werden,  als  die  unendlich  kleinen 
Schwingungen. 

Auflösung«  Ich  habe  am  Ende  des  vorigen  Ab« 
Ichnitt«  gezeigt ,  dafs  sich  die  GrÖf^e  des  Raumes  z ,  durch 
welchen  irgend  ein  Lufttheilclien  am  Ende  der  Zeit  =:  t 
fortgerückt  ist ,  durch  eine  Reihe  z=«Z  +  «t^-^+  etc. 
ausi^irücken  lasse,  wenn  die  Vibrationen  klein  sind,  aber 
doch  nicht  als  unendlich  klein  können  angesehen  werden. 
Ich  nehme  auch  hier  an^  dafs  die  Schwingungen  klein  ge« 
nugsind,  um  das  dritte  in  »^  multiplicirte  Glied  b^i  Seite 
•etzenzu  dürfen«  Oer  dort  gefundene  Werth  von  z  läfst 
sich  aber  hier  noch  kürzer  ausdrücken,,  weil  wir  ihn  nur 
auf  den  Fall  anwendeh,  wo  die  Luft  bl9$  in  dem  kleinen 
Räume  (7 Hanfangs  in  Bewegung  gesetzt  worden  ist,  und 
blos.  die  Fortpflanzung  dieser  Schwingung  gesucht  wird. 
In  diesem  Falle  erhalten  ($•  419*)  die  Functionen  F*  :  S^ 
A'  :  S  nur  dann  Werthe,  die  von  Null  verschieden  sind, 
wenn  die  Abscisse^S  sich  innerhalb  des  Raumes  GH  endigt, 
durch  welchen  sich  die  anfängliche  Schwingung  erstreckte.. 
Rechnet  man  also  die,  positiven  Abscissen  =  S  von  H  an, 
so  gehört  keiner  positi.ven  Abscisse  ein  reeller  WertH  die- 
ser Functionen,  und  für  einen  nach  dieser  Seite  zu  liegen- 
den Funkt  ist 


r: 


^Q.ga 


2ga 
,  und  auch  F  :   *S  +  ^  v 


b 

allemal  r=:  o,    man  kann  also  in  dem  Werthe  von  z  diese 
Functionen  ganz  weglassen ,  wenn  von  Funkten  S  die  Rede 


'  ■      t 
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ist,  für  Welche  die  Al^sclsse  H6^  =  5  einen  positiven  Werth 
hat.     Für  diese  also  ist 


i:=«Ä.:! 


s~./-'4--kiy 


Sfi-rti  r 


S+t^/'-f-  iA':\S-t/ 


SLga]')2 


■]} 


der  Rduiii,  um  Welcliexl  das  Thäikhen  S  am  Ende  der 
Zeit  t  fortgerückt  ist^    tind 

ilie  Geschwindigkeit^  Welche  dasselbe  erlangt  hat. 

Yorktn^    als   wir  xiut   das  erste  Glied    die&ei-  beiden 
Gleichungen  betrac/hteten  ^   fanden  wir,    dafs  z  und  j^  erst 

dann  reelle  Werthe  erhieltön^  wenn  i±=i$V wt ;      Und 

eben  das  würden  Wir  auch  hier  finden ,  wenii  es  faicht 
etwn  möglich  ist«  die  drei  Glieder^  Welche  den  Werth 
iron  X  darstellen  9  durch  die  JFotm 


iss-ii'Ä  t 


auszudrücken.     Ware  dieses  moglicli  ^  ^ö  Würde  der  Schall 

s       , 

ia  S  tokotomen «    Mrenii  t  =±     •'  ist« 


/*  +   / 


ag-rt 


A: 


Da  ^  hier  nut  klein  deyn  kann  ^   so  darf  inan 
Srtsf--r-  —  ti^ 


M  Is-t  /^  ^tfiö!  t  Is-t/^ 


setzen  *  iind  z  erhielte  also  hienach  deil  Werth 
es  war'  abet  aucfi 

H  h  il 


434       ^^  ^^*  ^^^*  Abüi.   yb§i  derBewüptng  der  Lufu 
und  daher  mufs 

seyn*  Man  kann  hier,  da  t  gewifs  nur  wenig  von  c=5  v  —— 
verschieden  ist,  wenn  d)sr  Schall  in  S  ankommt,    im  ersten 

<NAede,    welches   den  kleinen  Factor*«  hat,  S  =:t}/'''r^ 

o 

setzen ,    und  erhält  also  his  auf  Grofsen ,  die  ungefähr  von 

einerlei  Ordnung  mit  «^  s^yn  werden,  gepau 


und  die  Z^it,  in  welcher  der  Schall  nach  S  koinmt,    würde 

S 
t  =  ■■  *  seyn. 

.  Der  ehen  gefutSdene  Werth  von  /»  ist  auch  =: |«,(-his 
auf  Grofsen,  die  mit- oe^  ^u  einerlei  Ordnung  gehören), 
wenn  man  unter  jt  die  Geschwindigkeit  versteht,  welche 
das  Lufttheilcfaen  S  in  dem  Augenblicke  erlangt,  da 
die  Zeit  =s  t  verflossen  ist,  daher  wird  der  Raum,  durch 
welchen  der  Schall  sich  in  einer  Secunde  fortpnanat , 

§ 

Da  nun  aber  das  Theilcben  S  erst  in  dem  Augenblicke 

S      ' 
anfängt,  sich  zu  bewegen,  wenn  t  s=  igt,    und 

«  die  Geschwindigkeit  desselben  Theilchens  für  eben  die* 
sen  Zeitpunkt  bedeutet,  so  ist«  nur  unendlich  klein,  demi 
es  wäre  ungereimt,  anzunehmen,  dab  ein  Theilcben  des 
Fluidi  blos  durch  die  AYirkung  der  anliegenden  TheiTchen 
plötzlich  eine  endliche  Geschwindigkeit  erhielte;  also 
wird>die    Gesch'^^indigkei t,     mit   welcher    der 


k  i. 


\ 

I 
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Schall  sich  fortpflaazt,  hei  der  Vorausset Kting 
endlicher  Sch'wingungen  nur  i|m  unendlich 
wenig  verschieden  seyn  voji  derjenigen, 
'welche  wir  für  unendlich  kleine  Scliwingun- 
gen  gefunden  haben*). 

427.  Die  aus  der  Seohachtung  gesclilosRenc  gröfscrc 
Geschwindigkeit  der  Fortpflanzung  des  Schalles  läfst  sich 
also  nicht  daraus  erklären,  dafs  man  den  Vibrationen  eine 
endliche  Gröfse  beilegt.  Hingegen  würde  sich  die  Theorie 
völlig  und  sehr  leichli  mit  der  Erfahrung  in  Cebereinstim- 
mung  bringen  lassen,  wenn  man  annehmen  dürfte,  idafs 
die  Dichtigkeit  der  Luft  nicht  in  eben  dem  VorhdUnisse 
wachse,  wie  der  Druck» 

Gebt  man  nämlich  zu  den  Gleichungen  des  594.  $}.  zu-. 


rück,  und  nimmt  dort  an^   dafs  )9  =  a  |— 


m 


s^y,    so  wird 


dS 


a  .  m  (q  "jn»— «  fdif) 

*  "T"  [T]       [dsr 


*)  Lagrange  fiadet  m  der  aweiten  Abhandlung  snr  la  natnre  et  U 
propagation  du  aon  in  dem  3.  Bande  der  Miacell.  Taurineni.  für 
endliche  Schwingungen  den  Raum ,   dnrch  welchen   aie  in   1  See. 

2  #  A 

fortgepflanst  werden ,  &=  {  »  -|-  ^*-  —  i  «o  dafs  also  «eine  Formel 

\it  gibt,  wo  ich'ftf  finde.  Die&t  Versthiedenhdt  der  Resultate 
darf  man  hier  wohl  nicht  unerwartet  finden,  da  bei  dem  Weg- 
lassen kleiner  Gröfsen,  die  doch  nicht  ganz  verschwinden,  kleine 
Verschiedenheiten  leiclit  möglich  aind  :  vielmehr  scheitat  diese  nahe 
Ucbereinstimmung  der  I^esultate  (demi  « ,  die^  Ge.>diwindigkeit  der 
-Bewegung  eines  LufttheilcheoB  bei  iden  Vibrationen  de«  Schalles^ 
ist,  immer  sehr  klein),  welche  auf  swei  gana  verschiedenen  We^en 
gefunden  sind ,  mir  die  Richtigkeit  der  Behauptung ,  dafs  die  Ge-^ 
sc^indigkeit  de«  Schalles  diirch  ^e  Gröfse  der  Oscülationen 
Jcc0nc  .merkliche  Acnderung  leide,    noch   vollkommuer  zu  bestä- 

tigen. Am  Schlüsse  dieses  Problems   bin  ich  Lagrang e^s 

Schlüssen  gefolgt :    da;^^  Vorhergehende  konnte  ich  hier  nicht  nach 
•  der  ihm  eigent!iSmH*hen  Methode  darstell'^ft,    >vi»tl  das    %n  -«*- 
*    stündliche  Erläuterung  erfordert  hätte.  'J.  •   . 


40^         J/.  T^.  W/,  Abth^  Von  der  Bewegung  der  S^uft^ 


und  dies^en  \yert1i  niufs  man  jetKt  in  die  dortige  Gleichung 

(ds)  rd^s) 


öfi-  (dp 


+ 


dS 


dl'- 


setzen.  Wir  haben  ge^^hen,  dafs  die  Schnelligkeit,  mit 
welcher  die  Schwingungen  «ich.  fQrtpilan?;^n ,  nicht  von  O 
abhängt^  und  ich  darf  daher  O  =  J?  ^nnchineni  damit 


'da^ 


[dSj 


-B, 


ds  1? 

dS] 


werde,  d^h^r,  wenn  B  ==:  J  ist,  oder  für  a  diejenige  Baro- 

meterhöh^  genommen  wW,    welche  der  Dichtigkeit  =:  ß 

entspricht, 

(d^s^ 


X   {dp] 


dS 


a .  m 


dS 


z 


r. 


m 


^  ~  ^  \Ts\  g^^ ' 


und  aus  dieser  Gleichung  folgt,  wenq  man  j  =r  «S  -(-  z  und  c 
sehr  klein  i^nnimmt , 

rd*7^ 


et  ,  Tfl 


'd^x^ 


—  2«-. 


also  z=r: 


S  +  tyf 


4S^ 

Stgam 


dv 


für  unendlich  kjeine  Schwingungen, 

Der  Schall  würde  daher,    wenn  der  Druck  sich  wi* 

die  Potenz  m  der  Pichtigkeit  verhielte ,    durch  den  Raum 

2gam  .       .  ,  ^  '  .  ' 

=  V    — 7 —  l'^  einer  Secunde  fortpflanzten  ,    und  damit  die» 

ier  I^aiim  =  1040  paris.  Fufs  würde ,    ir^üfste  man  m  unge- 
fähr =  ^  setzen. 

42Ö.  Ah  er  eine  so  grofse  Abweichung  von  dem  Ma* 
riottischen  Gesetze  würde ,  wenn  sie  allgemein  Statt  fände, 
auch  bei  andern  Es^perimenten  merklich  werden,  und  es 
scheint  daher  beim  ersten  Anblicke  auch  diese  Hypothese 
keinesweges   zu  genügen,    wenn   sich  nicht  etwa  Gründe 
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i 
angeben  lassen,   warum  eine  solche  Abweichung'  von  die« 

$em  Ge#et«e  bei  den  kleineii  Sobwingungen ,    welche   bei 

der   Fortpflanzung    d'e$    Schalles    entstehen,  '  Statt  finden 

kann,  ohne  darum  In  andern  Fällen,  'selbst  wo  die  Aende- 

tung  der  Oicbti|r]£^itr  vie)  gröber  ist,  merklLdi  zyi  seyzi. 

*•         •       ■  ■  * 

429.     Es   ist  ^#iae  bekannt«  Erfahrung,   dal^  bei  der 

Comprjession  der  Luft   Wärme  frei   wird,^     und    biiigegen 
bei   ihr^r  Ausd^pung   in   einen.  gröCsern^  Kaum   fülilbai,'6 
Kälte    entsteht;     aber  bei  vnserp  Exp^ripienfe^   mi^  der 
Luftpumpe  ist  diese  Aeuderung  der  1>ntperatur  nur  für 
einen  Aug'eabUck  merklich^  .weil  im «ei^ftea  Falle  die  frei 
werdende  Wärme,  sigb  sehr  schnei^  ji^er^tr^^t»   tiud  im  letz- 
tem Falle  vQft  d$Ti. ,  <Jep^Recipienten  umgebenden  Körpern 
s'ehr  $c^nell  so  viel  Wärme   wieder  zuströmt,    als  nöthig 
ist,'  um  die  beider  Verdünnung  der  Luft  verloren  gegan- 
gene (latent  gewordene)  Wärpje  zi^  ersetzen.      Da  nuij  er- 
böhete  Temperatur   die  Elasticität    der  Luft   bei  .gleicher 
Dichtigkeit  vermehrt,,  so  ist  offenbar,  .dafs  döe  verd^fatdte^ 
Luft  im  ersten  Augenblicke   (wenn  die  Gompression   sehr 
schnell  ^^eschähe^  einen^  grobem   Druck   ausübim  *wtirde, 
als  nachher  I    wenn   die  Temperatur  wieder  erniedrigt  ist. 
Aber  da  b^i  unsern  Ex|)erimenten  die  frei  gewordene  Wär- 
me sich  viel  zu  schnell  zerstreut,   als  dafs  es  möglich  wäre, 
den  Druck    zu    bestimmen,    welcher  wegeii   der  erhöbten^ 
Temperatur   im    ersten  Augenblicke   Statt  tand ,    so  geben 
diese  Experimente    nur   an,    was  £\u'   eine  Elasticität   die 
Luft  besitzt,   nachdem  die  niedrigere  Temperatur  wieder 
eingetreten  i^t,    und  nur  für  diesen  F^U  gilt  das  Marip^tti- 
sehe  Gesetz, 

•  r 

I 

Bei  den  Vibrationen  hingegen ,  qder  den  abwechseln- 
den Compressionen  und  Dilatationen  der  Luft;theilchen, 
welche  bei  der.  Fortpflanzung  des .  Schalles  Statt  fiii'deu, 
darf -fliLW  diese  im  ersten  Augenblicke  vergröfsejte^A^de-' 
vQu^  4er  Elastickät  nick«  übersehen,  obgleich  die  Aend^^ 
TUBg  der  Dicatigkeit  nuräulserst  geringe  ist. 


488         ^^-  '^^^'  ^^^«  -^^^fc-  ^<wi  der  Bewegung  ^r  Lafu 

43o.     Um  also  die  Untersuchungen  über  die  Fortpflan- 
zung des  Schalles  vollständig  anzustellen,    mufs  mitn  den 

Druck  p  =  -T —  setzen  (JJ.  22,),  wenn  r  die  Wärme  bezcich- 

net,  welche  in  dem  Augenblicke  Statt  fittdet,  da  der  Druck  p  • 
bestimmt  werden  soll,  c  hingegen  diejenige  bestimmte 
Temperatur  bezeichnet,  für  welche  die  Dii:litigkeit  =^  dem 
Drucke  ==  a  zugehört.  Zugleich  Aber  niulTs  man  hier,  wo 
dieAenderung  der  Temperatur  bloa'  durch  die  Aeuderung  der 
Dichtigkeit  bewirkt  witd,  r  als  Function  von  (j  betrachten. 
Es  ist  nun  zwar  nicht  genau  bekaiiiit,  wie  r  von  <j  abhangt, 
aber  hei  so  kleinen  Aenderungen  der  Dichtigkeit,  als  hier 
nur  vorkommen,  darf  man  wohl  annehmen,  dafs  derXJn* 
terschied  der  Temperatur  r — c  dem  Unterschiede  der  Dich« 

tigkeiten  f — S  proportLona},  also  r-**^ :7s y<    ■  ■  j     ■■    sey, 

6 

wo  y  eine  Zahl  bedeutet,    deren  öröfse  wir  in  der  Folge 

r 
näher  bestimmen  werden«.  .Statt-—*  setze  ich  daher 

t.'A-f  g ,  falgliohpea:--    i+y--^j — j, 

oder,  um  die  Ausdrücke  abzukürzen,    .. 

wen\i-  q-^hrrz.hs  ist:    oder  endlich,   weil  0  50  klein  ist, 
dafs  man  das  Qimdrat  weglassen  kann, 

p  =  rt  [1  +(i+y)(r]. 
in  allen  denjenigen  Fallen,  deren  Betrachtung  hier  vor- 
kommt. Hieraus  wird  es  nun  nicht  schwer  seyn,  zu  he- 
stimtaien,  welchen  IJinflufs  jene  Aenderung  der  Temperatur 
auf  die  Geschwindigkeit  des  Schalles  hat,  wenn  man  die 
beim  Schalle  entstehenden  Vibrationen  als  unendlich  .klein 
betrachtet.  ' 

« 

4Ji.  {^roblem  ft?.  Wenn  bei  dfnr  Fortpflanzung 
Ueinwr  Schwingungen' in  .der  Liuft  wegen  der  abw««h»eln- 
den  Y^dichtungen  und  Ausdehnungen  der  Ifufttherlcfaen 
eine  Aenderung  der  Temperatur  für  diese  Lufteheilchen 


IL  Abi.  Fortpfi,  A  Schwing»  d»  iMft  in  gleichweit^n  Rohr^n^  *  4Q9 


Statt  findet,  zu  bestimmen y  wie  schnell  eine  ia  GH 
(Fig.  77.)^  erregte  Schwingung  sich  bis  zn  einem  bestimm* 
ten  Punkte  S  fortjjflanst. 

i^uflösung.  Wir  müssen  auch  hier  wieder  zu  den 
Grundgleichungea  des  394», $•  zurückkehren,  welche  ich 
indefs,  wegen  der  Voraussetzung,  dafs  s  =:  S '^  z  und  : 
äufferst  klein  sey,  sogleich  in  folgende  verwandle  .* 


und  (]  =:= 


Wt"> 


i  + 


U 


f  -  i"j  j 


Da  '  wir  nun  hier   annehmen ,    dafs  tj  :sz  h  •{•  hf  und 
j^sss:«£.i  +  (i  +  f)*3,  «o  wirä  . 


H 


r      (dz' 

od«,  weil  i  (1+  ff)  =5  p.   •  —    jj 


j^uch 


a(r1 


dS 


dp 

"^  hdS  • 


I  — 


fdz] 


und  daher,  weil  der  Factor  jvn    veggelaueo  werden  darf, 
.fdpl  ..        dg        a(i+j0^rd**) 


und  -|; 

woraus  endlich  die  Hauptgleichimg  folgt : 
b.  .ifiS  k 


dS- 


and 


i.=a/d5  log;  ^.+  rjjÄ  +-t  / 


ßff 


d5»j       [d; 


Z 
2 


+  A: '.S--  tyf  -r—T . 


»      I 


490  Ih  The  UL  Ahth,   Fon  der  B^wepmff  der  Luft, 

Aussen  Schlüssen  des  420.  Q.  erhellet  nun«    dafs  die 
in  dem  kleinen  Kauine    (yfl  anfangs   erregte  Schwingung 

$ich  his  nach  «Sfort£;epflanBthat,  'vrenn  t  =  H  S^ r— r 

ist,  oder  dafs  am  Ende  dieser  Zeit  der  Schal)  in  S  ai)^. 
Kommt, 

43^.     Der  Jlaum    al^o,    durch  welchen  cTer  Schall  io 

einer  Secunde  fortgepflanst  wird,  ist  =/  '■■'  ■  '  ,  folg- 
lich gröfser,  als  nach  der  gewöhnlichen  Hypothese,  wo« 
fern  ^  eine  positive  Zahl  ist.  Die  Bedeutung  dieses  y 
müssen   wir  jetzt  etw^s  näher   h^u'acliten.     Wir  s^tztea 

r  — c,  9 —  b 

"■  =y- — r"~>  ^"^^  nahmen  y  als  hestSqdig  an;  fänd^  , 

dieses  Gesetz  allgemein  Statt,  auch  .-wenn  f  -*-?  fr  ^h<!hlicH 
grofs  wild,  so  würde  für  eine  Comprcss^n  bis  zur  doppel« 

r  —  c  ♦  '  .  ,, 

tcn  Dichtigkeit  y  =:^     '  ■  '      werden ,  SvenQ   r    di^  Wärme 

c  » 

hedeutet,    welche  hei  der  Compression  bjs  sur  doppelt  so 

grofseu  l>ichtigkeit  Statt  findet:    es  i^t.also  y  durch  r  he« 

stimmt  9    wekin  c  eine  gegebene  Gröfse   isf;    *  Man  klinn  c 

wirklich  als  eine  gegebne  Gröfse  betrachten',    denn  wenn 

man  r  sxc^  g  setzt ,   und  f  in  Aeaumurschen  Gradeir  aus«' 

drückt,  so  hat  man  aus  Versuchen  p  =  ä  +  "-"—    cefunden, 

für  den  Druck  gleich  dichter  I^uft,  und  man  kaun  dah<*r 
c  ^  SL15  Gr.  Reaum.  setzen,  uud  n.:s;  2i5 -f- ^  in  eben 
solchen  Graden  ausdrücken  *},     Hingegen  hat  es  Schwie* 


•ir^ 


')  Genau  geaomiaen,  soll  man  aach  D.elu  c<  ^f  Normaltemperaturssc, 
wena  man  dafür  :^i5,  sctaen  will,  ^en  %&titn  Gi^d  des  achtsigthei- 
Iigen  QaecksilberthermomeCera  aimehaKSO ,  und  für  ^  die  Ansah!» 
von  Grade  setzen,  um  welche  die  Temperatur  Ton  dieser  Nor- 
maltemperatui^  verschieden  ist.  -«  ^  Diese  Genauigkeit  ist  liier 
nicht  nöthig,    sondern  man  kann  fUr  f  die  Amahl  ron  Graden 
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rigkeit,  r*  zu  bestimmen^  well  die  bei  der  Verdichtung  der 
Luft  frei  werdende  Wärme  *zu  schnell  entweichjt,  um  eine 
genaue  Begbachtung  über  die  bei  der  Verdichtung  im  ersten 
Augenblick^  Statt  fipdeiide  Temp^r^tur  anziistellen, 

433. .  Es  liefse  sich  aber  uingekehrt  untersuchen,   wie 

grois  ^  seyn  mufs,    damit  die  Geschwindigkeit  des  Schalles 

der  Erfahrung    gemäfs   gefunden   werde«   und  aus   diesem 

Werthe  von  y  liefse  sich  dann  auch  r  bettimmen.     Da  der 

Schall   in   einer  Secunde   den  Raum  =  1040   paris.   Fuls 

2ga  (i  +y) 
durchläuft,  und  ebcjx  dieser iVi|um  =  ^ .  m^    gi^ 

h 

wird  I  +  y  =  ■— —  (1040)*  , 
'    ^         2ga  /    ' 

1040* 
pder  1  +  y  ^2  ''        ■      s  5=  1,37. 

*  ^  ^  30,19  X  ft,53  X800  ><I  t4  '^\ 

Man  würde  also  y  =  q,37  finden,  und  daher 

r  -r^  c  2=  215  •  0,37  =  79  Gr, 
das  heifst,    wenn  alle  andern  Voraussetzungen  richtig  sind, 

so    würde  hieraus   folgen,    dafs  bei  einer  plötzlichen  Zu- 
sammenpressung bis  zur  doppelten  Dichtigkeit  die  Tempe* ' 
latur  um  79  Gt^  der  achtzigtheiligen  Scale  ethöhet  werden 
niüfste, 

434*     Die  letzte  Folgerung   ist  indefs  nur  unter  der 

Voraussetzung  richtig,  dafs  selbst  bei  erheblichen  Werthen 

r  —  <^9  —  '. 
von  ^  noch  immer  zu      ,  ■     ein  beständiges  Verhält- 

nifs ,  wie  y  :  i  habe.     Für  die  Theorie  ies  Schalles  aber  ist 
dieses  nicht  nothwendig ,    weil  da  die  Gleichung 

r  —  c.  9  — b 

c      -^'       b 
nur  für  ganz  kleine  Werthe  von  qf  —  i  und  r  —  c  zu  geltem 


setccm,  Dm  trelcho  bei  veränderter  Diclitigkett  die  Temperatur 
'von  der  aatturlichen ,  gerade  jetzt  Statt  findenden  Wärme  der 
J^uft  verschieden  ist.  B. 
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braucht.     Ware  also  allgemeiu  das  Verhältnlla  der  Cröfaen 


—  c       o  —  Ä- 


c       9 
zu  — 


durch  die   Curve  AZ  (Tig.  77  bf)  ausge- 


drückt, deren  Abscissen  Ax=s 


j 


und'  Ordinaten    xy 


sa  —  sind,   und  man  zöge  um  Anfangspunkte  der  Ab- 

9cis8en  in  A^  wo  ^  —  J  =  o  und  r  '^  c:ss:o  ist ,   die  Tan» 

gente  Av^   so  kommt  es- bei  der  Theonie  des  Schalles  blos 

'auf  die  Richtung  dieser  Tangente  an,    odbr  auf  das^Ver- 

hältnifs ,  welches  die  unendlich  kleinen  Coordinaten  für  die 

jBunächst  an  A  liegenden  Funkte    det  Gurve  zu  einander 

vx 
haben ,  und  es  ist  y  zssrr- ,  so  dafs  die  Natur  dieser  Curve 

jf  X 
ganz  unbestimmt  bleibt.  Wäre  also  auch  für  9  r=  a  6  oder 
Ax  ^=  1  die  Ordinate  xy  nicht  genau  =:  0,37,  so  würde 
dieses  keine  Einwendung  seyn  gegen  die  Richtigkeit  der 
Hypothese,  dafs  die  mit  Aonderungen  der  Dichtigkeit  verr  % 
bundeue  Aenderung  der  Temperatur  der  Grund  der  schnel- 
lem Fortpflanzung  des  Sthalles  sey,  welche  genügend  zu 
erklären  die  Physiker  sich  lange  vergeblich  bemüht  ha- 
ben *). 

435«  Da  die  Gleichungen  (jj.  431.)  für  die  Fortpflan- 
zung des  Schalles,  wenn  man'  auf  diese  Aenderung  der 
Temperatur  Rücksicht  nimmt  y  denen  ganz  ähnlich  wc^den^ 
welche  wir  vorhin  fanden ,  so  lassen  sich  auch  z,  ^,  «  auf 
ähnliche  Weise,  wie  dort  (JJ*  4^00 1  durch  die  Scalen  der 
anfanglichen  Dichtigkeit  und  Geschwindigkeit  ausdrucken. 
Indefs  mufs  man ,  weil  hier 


*)  Diese  Hypothese  hat  zuerst  Biet  genauer  untersucht,  nachdem 
Xia  place  die  Idee  dasu  angegeben  hatte.  ^  Ueber  die  Aeode« 
Tung  der' Temperatur  bei  Verdichtung  oder  Verdünnung  der  Luft 
im  Reoipienten  hat  D  a-I  t  o  n  Versuche  angestellt  Gilberts  ikn- 
nden  der  Phyfik.  XTV.  Band.  S.  110.      ,  B» 
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V  a^a  (I  +y)  f        f^  ,        ,«■;.«  O  +  y)] 


57 


ist,  und  daher  im  aiifangUchm  Zustande 

flg^a  O+y) 
die  Scale  der  Geschwindigkeiten  so  zeichnen ,  dafs  ihre  Or* 

dlnaten  tn  (oder  TN  Fig.  72.) '=T  >/^ ^    ,    ^  riird,  und 

>^ann  die  Entfernung 

«'  =  ^/ ^ =t/  j 

ujigefiihr  nehmen.  *  Wenn  man  das  thut,  so  iwird  im  Punkte 

S  für  den  Zeitpunkt,   da  t  s=  5t  •  v   1        r  JL  \   ***» 

Sx^l(Htn+Htm), 

9=  i(i+4tm  +  |^n) 

^2ga  fi  +  y) 
und  jr=|(xm+tn)^ r ^, 

Alle  Folgerungen  im  422.  $.  und  den  folgenden  gelten 
also  auch  hier,  und  da  die  einzige  Abweichung  von  der 
Erfahrung,  welche  dort  Statt  fand,  hier  gehohen  ist,  so 
fehlt  der  ganzen  Theorie  ron  der  Fortpflanzung  des  Schal- 
les jetzt  zur  vollkommensten  Uehereinstimmung  mit  der 
Erfahrung  gar  nichts  mehr.  ^  ' 

456.  Bisher  habe  ich  nur  die  Fortpflanzung  einer  em- 
zigen  Schwingung  betrachtet,  und  nicht  'auf  diejenigen 
Eigenschaften  des  Schalles  Rücksicht  genommen,  welche' 
aus  der  Folge  mehrerer  Schwingungen  oder  Schläge  (pulsus) 
entstehen.  Diese  reguläre  Folge  mehrerer  Schlage  ist  es, 
was  die  verschiedenen  Töne ,  nämlich  die  Höhe  oder  Tiefe 
der  Töne  bestimmt ,  und  ef  können  hierbei  wieder  unend- 
liche Verschiedenheiten  Statt   finden.      Well   es   aber  hier 

.1  - 

nicht  mein  Zweck  ist,  'die  ganze  Lehre  von   den  Tönen 
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vorzutragen,  so  bemerke  Ich  nur,  dafs,  wenn  anfangt 
mehrere  Schwingungen  in  der  Luft  erregt  sind,  wie  «,  /8,  y 
(Fig.  780>  j^^'^^ch  eben  so  fortpflanzt,  als  ob  die  übrigen 
nicht  vorhanden  wären,  und  daher  zu^eich  hervorge- 
brachte Schwingungen  sich  nicht  vermischen«  Diese  sonst 
schwer  feti  erklärende  Eigenschaft  des  Schallet  folgt  auch 
aus,  unn'er  Theoriea  Denn  da  die  beiden  über  def  Ab* 
scissenlinie  gezeichneten  Scalen  det  Dichtigkeit  und  Ge* 
schwitidigkeit  allenthalben  ^  auls^r  in  k,  /S,  y^  mit  der  Axe 
zueammenfallen  i  so  wird  ^  wenn  Vrir  irgend  einen  Punkt  «S 

I  *  ,  *    '  b  ' 

betrachten ,    am  Ende  der  2eit  tt=tS.y  /^  — ^ — "^^ — f    Mos 

die  Schwingung  f  sich  bis  in  S  fortgepflanzt  haben  «^  Und 
wenn  sich  in  «S  ein  Ohr  befindet,  so  wird  es  in  diesem  Au- 
genblicke den  in  y  erregtexl  Schall  mit  allen  deinen  bteon«' 
dern  Eigenschaften  vernehmen  t  der  in  ß  erregte  Klang  hin- 
gegen wird  in   eben   diesem  .Punkte   erst  gehört  werden, 

h  . 

wenn   t=::Sß^ ;-*T — T   "t.     Und    man  wii'd   diesen 

Klang  (oder  wenn  es  auch  ein^blos  unbestimmtes  in/3  erreg« 
tes  Geräusch  wäre)  in  S  boren ,  ohne  da£s  die  von  y  und  m 
ausgehenden  Töne  sich  damit  vermischen^  ^obgleich  die  vdn 
y  nach  A  fortgepflanzte  Schmngung  dieser  Schwingung  be^ 
gegnet  ist  ^  und  sie  also  gestört  haben  könnte. 

Auch  wenn  der  Funkt  S  zwischen  n  und  fi  liegt, .  wer-^ 
den  die  verschiedenen  Schwingungen  jede  beaond^rA  von 
einem  Ohre^  das  sich  in  «S'  befände^  empfunden  werden, 
wofern  nur  nicht  die  Entfernungen  uS^^  ßS  gleich  grofs 
sind.  '  Ist  aber  dieses  der  Fall,    so  hört  man  am  Ende. der 

b  h 

Zeit  t  =  «S' « V^- —    ^  j_  \==  «S* ß  Z^—- — .^  ;    .    einen   aus 

beiden  zusammengesetzten  Schall :  die  in  y  erregte  Schwin- 
gung aber,  welche  später,  als  jene  beiden  in  S  ankömmt, 
Wird  man  hier  eben  so  hören,  und  die  besondern  Eigen- 
schaften dieses  Klanges  eben  so  empfinden^   als  ob  in  «,  ß 

gar  keine  Schwingungen  erregt  waren. 

V 


'  I 
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Da  Wit  hidr  die  Schwingtlitgen  ^^B  in  einer  überall 
gleich  weiten  Röhre  fortgepflanzt  betrachten,  so  ist  es  dib* 
•em  Umstaade  ^ua&uscb reiben  i  dafs  die  Theorie  die  Stärke 
des  Schalles  als  in  jeder  Entfernung  gleich  bleibend  angibt* 
Denn  so  weit  man  auch  den  Ptiokt  S  von  der  utsprüng* 
liehen  Schwingung,  entfernt  annimnitt.  so  bleibt  die  Scale  für  * 
die  fortgepflaozteShwItigung  imaae^  dieselbe,  lind  nicht  blos 
die  ganze  3tärKe  dea  Schalles  ^  sondern  auch  seine  Bescbaf« 
f«aheit  bleibt  ungeändert.  Dieses  findet  in  freier  Luft^ 
wo,der,Schall.8ich  nach  allen  ^iten  ausbreitet»  nicht  Statt» 
wie  wir  in  der  Folge  sollen  weirden« 

43^.  Um  di^  Pötmeln,  dereü  Gebrauch  bei  iieiei 
Untersuchung  so  oft  vorkommt,  abzukürzen,  will  ich 
künftighin  den  Kaum ,  welchen  der  Schall  in  einer  Secunde 

durchläuft,  t=2  c  setzen ,  dafs  also  v  1  ^=  ^  "t, 

O 

daher  zi±/dS  log.  ^  +  r:(5  +  cO +A:(5— et),      ' 

«:=:icr':(S+'cO  — ^^A'iCS— cO  u,  s.  w* 

438»  Problem  88*  Wenn  die.  Röhre  in  B  (Fig.  79.) 
effeti  ist ,  am  andern  Ende  aber  über  A  hinauf  siöh  ins  Un^ 
endliche  erstreckt,  die  Fortpflanzung  einet  in  6H  erregten 
Schwingung  in  dieser  RÖhre  zu  bestimmen« 

A^u  f  1 Ö  SU  n  g«  Für  die  ta  GH  erregte  Schwingung  ^ef 
GntH  die  Scale  der  Dichtigkeiten  y  GnH  die  Scale  der  Ge« 
schwindigkeiten,  so  fallen  die*se  Scaleh  für  die  ganze  übrige 
Bohre  mit  der  Axe  zusammen ,  weil  blos  in  6  H  anfangs 
das  Gleichgewicht  gestört  war.  Weil  aber  die  Röhre  sich 
in  BB  endigt,  und  da  offen  ist,  so  müssen  die  Scalen  so, 
wie  in  Fig.  74.,  fortgesetzt  werden;  daher  wird  die  Scale  der 
Dichtigkeiten  BHm  GA  an  der  entgegengesetzten  Seite  der 
Axe  in  BhMga^  die  Scale  der  Geschwindigkeiten  aber  an 
derselben  Seite  der  Axß  so  wiederholt,  dafs  zu  gleichen  Ab* 
acissen ,  die  man  von  6  an  *  nach  beiden  Seiten  nimmt, 
gleic^ie  Ordinaten  gehören.     Die  Schwingung  pflanzt  sich 
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also  nnn  eben  so  fort  y  alf  ob  atifserbaH»  der  Röhre  eben  so 
\v%it  von  derOefnung  BB^  als  GH- davon  entfernt  ist,  zu- 
gleich eine  ähnliche  Schwingung  gk  erregt  vrürde,^  die  sich 
von  6JI  nur  dadurch  unterscheidet  ^  dafs  die  Scale  dßx  "^ 
Dichtigkeiten  an  der  entgegengesetzten  Seite  der  Ax^  Hegt^ 
für^'welcbe  aber  die  Scalen  so  beschaffen  sind,  dais  gleichen 
von -B  an  gerechneten  Abscissen  BT  ssBt  gleiche  Ordi» 
naten  TN  :=  t  n,  TM  =:  t  m  zugehören.  Wir  wollen  jetzt 
untersuchen ,  wenn  und  auf  welche.  Weise  die  Schwingung 
zu  federn  Funkte  der  Röhre  gelangt. 

# 
In  der  Oefnung  B  B  wird  die  Luft  ruhen ,  bis  vom  An- 

fange  der  Bewegung  die  Zeit  t  =  —  verflossen  ist,   dann 

Bt 

aber  'sich  so  zu  bewegen  anfangen,    dals.  für  e  ei=  —  die 

1  c 

Dichtigkeit  7==JBCi  —iTN—iTM+itn+itm^  =  Bj 
und  die  Geschwindigkeit  ^ 

M  =  ii:{TN'+TM+tm+tn)  =  c(^tm+tn) 

ist.  Die  Dichtig(keit  leidet  nämlich  (wie  auch  vorausge- 
setzt worden)  in, BB  keine  Aenderung,  die  Geschwindig-  - 
keit  nach  der  Richtung  Ba  aber  ist  desto  gröfser,  je  gröfser 
die  Summe  de^  Ordinaten  tn  und  tm  ist,  und  es  bedeutet 
hier  tn  eine  Geschwindigkeit  nach  eben  dieser  Richtung, 
tm  aber,,  wenn  e^  positiv  ist,  eine  Dichtigkeit,  welche 
die  natürliche  Diclitigkeit  Übertrift.     Diese  Bewegung  der 

GH 

Luft  in  der  Oefnung  BB  wird  während  der  Zelt  =  — 

fortdauern,    und  wenn  t  =  — ^    ist,   gelangt  die  Luft  hier 
wieder  zur  Ruhe. 

Iniiorhalb  der  Röhre  aber  in  S  werden  zwei  Schwin» 
guxigen  nach  einander  entstehen,    die  erste  nämlich,    wenn 
die  urbprüngliche  Schallwelle    6H  sich   bis  dahin  fortge-  - 
pftaiizt  hat,  die  zweite,    wenn  die  aus  j^ner  entspringende 
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Schwingung  gh  dahin  gelangt.     Vermöge  der  erstem  wird. 

St 
wenn  f=  — i»t,  4/  =  B(t+itn+itm)^ 

M  s=z  ^c  (tm  +  en), 

ST 

eher  wegen  der  «weiten  Schallwelle  wird  für  t  =s  — 

9  =  B  (1  — 4  TN— i  TiW)  =  B(i  --It«— itm)> 

«  =a'5C  On  +  tm). 

• 

Bei  der  Wiederholung  des  Schalles  wii€  also  die  Dich« 
tigkeit  um  eben  so  viel  kleiner  als  die  natürliche  Dichtig» 
keit,  als  sie  bei  der  Ankunft  des  ersten  Schalles  gröfser 
war :  die  Geschwindigkeit  aber  ^st  in  beiden  Fällen  einerlei* 

In  GH  selbst  wird^    nachdem  die  erste  Schwingiuig 

Hk       aBH  , 

aufgehört  hat »  am  Ende  der  Zeit  c  rs  —  =    ■       eine  neue 
**  c  c  ' 

Schwingung  anfangen ,  oder  ein  Wiederhall  gehört  werden«. 

Endlich  wird  in  jedem  Punkte  A,   welcher  nach  der  andern  ' 

Seite  von  £r'H liegt»  eine  zweimalige  Schwingung  Statt  fia* 

den;  für  die  erste  wird»  wenn  t  =  —  / 

c 

y  =  B  (1— Je«  +  itm)^ 

AT 

für  die  zweite  aber »  wenn  t  äs  r—  p 

c  • 

9  =  B(i  — 4fii~  Jfm), 

M  =  ic(tn+tm)t 

und  zwischen  diesen  beiden  Schwingungen  witd  die  Zelt 

2BH 

sa verfliefsen« 

c 

458  a)«  Mai^  ^^'^  ^1^0  ^^^^  '^^  ^^^  Oefnung  BB  nur 
einen  einzigen  Schall  hören :  aber  wenn  man  von  B  gegen 
H  zu  fortgebt!  hört  man  den  Schall  verdoppelt ^  so  dafs 
man  den  letzten  als  Resonanz  des  erstem  betrachten  kann^ 
und  die  zwischen  beiden  Yerfliefsende  Zeit  wird  desto 
gröfser,  je  näher  man  nach  H  kommt«    In  GH  selbst  und 

li 
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\ 

jedem  weiter  nach  A  zu  liegenden  Funkte  folgen  die  beiden 

Schwingungen  nach  einem  Zeiträume ,  der  =  —  ist,  auf 

einander,  und  wenn  diese  Zeit  nicht  zu  Jklein  ist^    so  wird 
man  die  letzte  als  Echo  des  ersten  Schalles  hören. 

43Ö  ^)*  Wenn  anfangs  mehrere  Schallwellen  in  der 
Röhre  erregt  wurdet,  so  Ipfst  sich,  wie  im  vorigen  Pro- 
bleme, zeigen,  dafs  jede,  ohne  von  den  übrigen  gestört 
zu, werden,  sich  in  der  Rohre  fortpflanzt,  und  dafs  jeder 
Klang,  ohne  sich  mit  dem  andern  zu  vermischen,  gehört 
wird. 

438  0*  ^^^  Auflösung  dieses  Problems  hat  uns  gan^ 
«nerwartet  zur  Erklärung  zwei  merkwürdiger  Phänomene» 
der  Resonanz  und  des  Echo,  geleitet.  Wir  sehen  aber 
hier,  dafs  es  nicht  nothwendig  ist,  die  Entstehung  eines 
solchen  Wiederhalles  durch  Zurückwerfung  zu  erklären« 
Denn  wenn  in  einer  in  B  (Fig.  Qo.)  offenen  Röhre,  die  sich 
nach  A  zu  ins  Unendliche  erstreckt«  in  L  ein  Schall  erregt 
wird,  so  hört  man  diesen  blos  in  der  Oefnuug  hB  einfach, 
in  jedem  andern  Punkte  der  Röhre  aber  verdoppelt,  und 
der  Zeitraum,  welcher  zwischen  dem  doppelten  Schalle 
verfliefst,  ist  desto  gröfser,  je  weiter  man  sich  von  JB  ge- 
gen L  zu  entfernt :  jenseits  L  gegeiji  A  hin  aber  bleibt  die 
zwischen  dem  Schalle  und  Wiederhalle  verfliefscnde  Zeit 
gl«.ich  grofs:  in  der  Nähe  von  B  wird*man  daher  diese 
Wiederholung  des  Schalles  als  Resonanz  hören,  in  gröfsem 
Entfernungen  von  J3  aber  als  Echo,  wen,n  die  Entfernung 
tT(Fig.  79.)  so  grofs  ist,  dafs. eine  hinreichende  Zeit  zwi- 
schen dem  Schall  und  Wiederhall  verfliefst,  um  beide  als 
deutlich  unterschieden  zu  empfinden.  Ware  BL  (Fig.  öo.) 
1040  Fufs,  so  würde  man  in  L  oder  A  das  Echo  zwei  Se- 
cuuden  später  hören,  als  den  in  L  erregten  Schall  selbst.  — 
Gleichwolii  findet  hier- keine  Zurückwerfuug  Statt,  wenn 
man  nicht  etwa  sagen  will,  dafs  der  Schall  in  iJ  an  der  aufscra 
Lutf  zuni<k^ewoi'fei'  werde,  was  man  doch  bei  diesem 
Ausdrucke  sich  gewöhnlich  mcht  deukt. 
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l)a8  biet  Erklärte  laust  sich  auch  eiuigermafsen  auf 
Hallen, und  enge  Plätze,  besonders  wenn  sie  oben  bedacht 
sind  y  anwenden ,  und  wabrscbeinlich  ^ürden  sich  manche 
iin  solchen  Orten  bemerkte  Echo  hieraus  erklären  lassen. 

438  ^*  -Auch  über  die  Sprachröhre  lafst  sich  einigd^ 
aus  dem  Bisherigen  schliefsen«  Wenn  nämlich  in  L  (l^'ig*  Qo,) 
ein  Schall  erregt  wird ,  so  wird  er  sich  fast  ungeschwächt 
bis  BB  fortpflanzen ,  von  hier  an  aber  in  der  freien  Liift 
sich  nach  allen  Seiten  verbreiten.  Weil  aber  hier  die  Oef- , 
vung  BB  nur  eben  so  grofs  ist,  als  die  anfangliche  Schwin- 
gung, so  wird  man  den  Schall  nicht  verstärkt ,  aber  mit 
einiger  Resonanz  verbunden  hören,  und  zur  Verstärkung 
des  Schalles  würde  es  vermuthlich  besser  seyn,  die  Röhre 
gegen  die-Oefnung  B£  zu  erweitern,  ^damit  eine  gröfsere 
liuftmasse  in  Bewegung  gesetzt,  und  in  der  aufsern  Luft 
stärkere  Schwingungen  erregt  würden. 

438  *)•  Problem  89«  Wenn  die  Röhre  überall  gleich 
weit,  undin££  (l^^g*  8^0  Verschlossen  ist,  nach  der  an- 
dern Seite  über  AA  hinaus  aber  sich  ins  Unendliche  er^ 
•treckt ,  zu  bestimmen ,  wie  die  in  dem  kleinen  Raum«  6  H 

erregte  Schwingung  sich  in  der  Röhre  fortpflanzt* 
•  •  • 

Auflösung.  Wir  zeichnen  wieder  die  Scalen  det 
Dichtigkeit  und  Geschwindigkeit  für  den  anfänglichen  Zu- 
stand so  ^  dafs  wenn  im  Punktet  die  aDfänglichfe  Dichtig- 
keit =  p>  die  Geschwindigkeit  nach  der  Richtung  tBy 
SS  T  war,  und  die  natürliche  Dichtigkeit  der  Luft  =  B, 
der  Raum ,  durch  welchen  der  Schall  sich  in  einer  Secunde 
fortpflanzt,  =?:  eist,  die  Ordinaten  für  die  Scale  der  Dich- 

tigkeiten  tiyx  =  — r —  ,   und  für  die  Scale  der  Geschwin- 

T 

digkeiten  s=  —  genommen  werden,  und  so  wird  GmH  die 

Scale  der  Dichtigkeiten ,  GnH  die  Scale  der  Geschwindig- 
keiten, und  beide  fallen  in  jedem  andern  Punkte  der  Röhre 
mit  der  Axe  zusammen*     Um  sie  aber  übet  da«  Ende  der 

I  i  ö 
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Röhre  BB  hinaus  fortzusetzen,  nehme  man  für  jede  Ab* 
scisse  BT^szBiy  die  Ordinate  für  die  Scale  der  Dichtig- 
keiten TMz=  rm  an  eben  der  Seite  der  Axe,  für  die  Scale 
der  Geschwindigkeiten  aber  TNszztn  an  der  entgegenge* 
setzten  Seite  der  Axe,  und  bilde  so  die  Scalen  hMg^  hJSg 
der^aus  jener  abgeleiteten  Schwingung.  '         ,         . 

Aus  den  vorigen  Schlüssen  folgt  nun  von  selbst,  da£i 
die  Luft  in  JB  JB  ruhen  wird ,    bis  beide  Schwingungen  sich 

BH 

bis   dahin  fortpflanzen,   welches  erfolgt,  wenn  t  ==  ^  - 

.     •         .         ^  .  Bt 

.wird.  Ist  die  verflossene  Zeit  etwas  länger  fsr—,    so   wird 

in  B  eine  Schwingung  entstanden  seyn,    bei  welcher  dia 

Dichtigkeit 

9  =  B  (i  +  iTN+^i  TM+itn+itm)  =  B  (i  +tn  +  tm), 

die  Geschwindigkeit  aber  =  o  ist.     An  irgend  einer  andern 

Stelle  S  der  Röhre ;  welche  zwischen  B  und  H  liegt ,  wird 

der  in  G  H  erregte  Schall  früher  ankommen ,  und  es  wird. 

St 

wenn  t  = — ,  9  =  B  (x+3tn+7em)und«=|c(tn+<m) 

seyn ;    die  Luft  wird  wieder  zur  Ruhe  gelangen ,    wenn 

SG    .  .  ^  - 

t  =  —  ist,     aber  [aufs  Urne  in  Schwingung   gerathen» 

Sh      ^ 

wenn  t  =  -—  wird ,  und  bei  diesem  Wiederhalle  wird  für 
c 

^z=zB(i  +itm+itn% 

wie  bei  der  ersten  Schwingung ,  aber 

«  =  —  ic  (tn  +  tm), 

also  die  Richtung  der  Bewegimg  der  vorigen  entgegeuge* 
setzt  seyn. 

In  GH^  wo  die  anfangliche  Schwingung  erregt  ward» 
und  weiter  gegen  Jh  zu  wird  «wischen  dem  Schalle  und 
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siBH 

Wiederhalle  ein  Zeitraum  =  — : vcrflieften,     und   für 

c 

die   ursprungliche   Schallwelle    wird    am  Ende    der   Zöit 

t  =  — ,  in  ^  die  Dichtigkeit  ^  =  B  (i  —  4  tn  +|  tm), 

die  Geschwindigkeit  m  =::ic  (tpf^tm^j  für  die  secundäre 

AT 
Schwingung  aber  wird  inAj  wenn  die  Zeit  t  = ist, 

^==ij{i  4"}««  +  ^«'")  ^nd  «  =  — |c  (tm  ^  tn). 
Und  iiiemit  ist   die    Fortpflanzung    de9    ia   GH  erregten 
Schalles  fig:  die  gan%e  Röhre  bestimmt, 

-■  • 

438/)*      Man  hört   also  a^ch  hier  einen  Wiederhall| 

welcher,  wenn  das  Ohr  sich  nahe  bei  B  befindet,  dem  ur- 
sprünglichen Schalle  seh^  schnell  folgt,  und  als  Resonanz, 
nicht  als  deutlich  unterschiedenes  Echo  gehört  wird.  Ist 
aber  GH  weit  genug  ycAi  B  entfernt,  und  befindet  sich  ' 
auch  das  Ohr  weit  genug  yon  ß  gegen  A  zu^  so  verfliefst 
zwischen  der  Ankunft  des  ersten  Schalles  und  des  Wieder« 
balles  eine  het^äcbtlichc^  Zeit,  und  mcui  hört  diesen  all) 
Echo, 

Die  Entstehung  dieses  Wiederhalles  mufs  man  sieh 
daraus  erklären,  dafs  die  fortgepflanzte  Schwingung  in 
dem  Augenblicke,^  da  sie  in  BB  ankommt,  eine  solche  Be- 
schaffenheit erlangt^  vermöge  welcher  si^  nach  der  entge- 
gengesetzten Richtung  fortgepflanzt  werden  kann.  Wir  ^ 
fanden 'nämHch  vorhin  (Q.  42409  ^afs  im  Allgemeinen  die« 
jenlgen  Schwingungen  sich  nicht  na  eh  beiden  Seiten  fort« 


pflanzen ,   für  welche  «  =3  c 


ist>    und   dafa   die 


B 

fortgepflanzteA  Schwingungen  diese  Eigenschaft  haben, 
aa  lange  sie  innerhalb. der  Röhre  fortrücken:  sie  verlieren 
aber  diese  Eigenachaft^  sowohl  wenn  die  Schwingung  am 
ofiPenen  Ejide  der  Röhre  in  die  ^eie  Luft  tritt,  als  wenn 
aie  auf  einen  festen  Gegenstand  trift ;  im  ersten  Falle  tbeilt 
die  bis  dahin  blos  vorwärta  foitrückeade  Schj^wcllQ  aich 
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in  zwei ,  deren  eine  in  die  freie  Luft  hinaus ,  die  andre  in 
die  Röhre  zurück  geht;  im  zweiten  Falle  wird  die  Schall* 
welle  von  dem  festen  Gegenstande  gleichsam  zurückgewor- 
fen ,  und  ihre  vorwärts  rückende  Bewegung  wird  ganz  auf- 
gehoben *). 

458  s)'  I^ie  Beschaffenheit  des  Schalles,  welchen  man 
als  Wiedevhall  hört,  ist  von  dem  ursprünglichen  Schalle 
verschieden,  nnd  c'  l^nr.n  sogar  Falle  geben,  wo  entweder 
die  ursprünglich«  Schwingung  GH,  od«r  die  aus  dieser 
entspringende  gh  sich  nur  nach,  ein  er  Seite  fortpflanzte, 
jenes  würde  der  Fall  seyn,  wenn  die  Scalen  GrnH*  und 
GnH'für  den  anfönglichen  Zustand  zusammen  Selen,  denn 
alsdann  würde,  wenn  beide  oberhalb  der  Axe  lägen,  der 
ursprüngliche  Schall  nach  A  hin  gar  nicht  fortgepflanzt ,  wohl 
aber  könnte  man  dort  den  Wiederhall  hören  i  wären  hingegen 


*)  Hr.  Chladni  erklart  in  semer  Akustik  §»  313,  die  Entstehung 
dea  Echo  nicht  gani  richtig.  Er  sagt,  bei  einer  nach  einem 
oder  beidenEnden  begranxten  Röhre  werde,  die  Verdichtung  und 
Geschwindigkeit  der  Luflth milchen  nicht  in  demselben  Augenblicko 
s=  o,  und  deswegen  müsse  die  £eweguag  mehrere  Male  vor  ~  und 
rückwärts  gehen.  —  —  Diese  Erklärung  scheint  schon  dcswe-^ 
gen  nicht  gaiie  au  genügen,*  wail  dann  kein  Grund  erhellte,  warum 
das  Echo  erst  nach  sq  beträ'chtliclier  Zeit  erfolge.  Ucberdies  zei- 
gen die  Gleichungen,  dafs  die  Luft  in  irgend  einem  Punkte  «$ 
(Fig.   79.},    nachdem    die   Scliwingung    GrH   (Vorbeigegangen    ist, 

SG 
nämlich  wenn  die  Zeit  $  =  —  yeiflossen  »t,    sich  völlig  i^ 

c 

eben  dem  Zustande  befinde,  in  welchem   sie  sich  befinden 

würde,  wenn  die  Röhre  über  B  hinaus  nnendiich  fortginge;  weniv 

aber  dieses   der  Pall'  wa're,     so  würde  keine  Wiederholung    dea 

JSchalles  Statt  finden,   srrndem  die  Luft  bliebe  in  Kühe;    es   kamt 

also  auch,  wenn  die  Röhre  sich  in  B  endigt,  die  zweite  Schwin^ 

gung  nicht  aus  dem  Zustande,    in  welchen   die  Luft  in  <^  bei  der 

ersten  Schwingung  versetzt  wird,     erklärt  werden,    sondern  man 

nufs  sich  eine  zweite,  v6n  B  zurückkelu'ende  Schallwelle  denken« 

—  Irh  erwähne. dieses  hier  deswegen,''  weil  einzJelne  Irrthümer  in 

aou.'-t  vortrefli.-hen  Werken  sich  leicht  weiter  verbreiten,    und  oft 

Ton  andern  luigoprüft  angenommen  werden,  fiw 
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die  Scalen  GmH^  G n  H  zwar  fiutLu^er  gleich  und  ähajich, 
lägen  aber  auf  entgegengesetzten  Sei te;a  der  Axe,  so  lyür* 
den  für  die  aus  jeuer  enlfiprlngenden  zweiten  Schwingung 
gh  die  Scalen  susammenfellen,  und  daher  diese  Schwingung 
nicht  nach  A  zu  fortgepflanzt  werden,    mithin  in  keinem 
Punkte  der  Rohre  ein  Wiederhall  zu  hören  seyn.     Dieses 
^    geben  auch  die  Formeln  an  y    welche  zuglelcli  zeigen  ,    dafs 
es  keinen  Fall  geben  kann,    wo   weder   der  ursprüngliche 
Schall ,  noch  seine  Wiederholung  in  >i  gehört  würde,  denn 
wenn  die  Scalen« 6rm /J  und  6' /tH  zusammenfallen,   so  kön» 
xien  ihre  Fortsetzungen  ^3/ /(,  gNh  iiicht  zusammenfalle^, 
Veil  gMh   an  der  entgegengesetzten  Seite  der  Axe  Hegt, 
'g'^h  aber  an  eben  der  Seixe  der  Axe ,    wo  sieb  die  gleichen 
Scalen  Gmfij  GnH  befanden. 

^W  ^)»     pi^  Gleidmngen'fut  den  ^fortgepflanzten  Schall 
zeigen  auch,    dafs   die  BeschaiFenheit  des  nadh  ji  (brtge- 
ipftaneten  Schalles  anders  sey,  als  desjenigen,   welchen  man 
in  S  oder  B   hört,    weil  das  einemal  tf  und  m.  durch  di^ 
Summe,    das  andremal  durch  die  Differenz   der  Ordinatea 
tm,  tn  ausgedrückt  werden,,  und  dieses  scheint  beim  ersten 
Anblicke   der    Erfahrung   zu  widersprechen ,    da  mtin  etn€P 
solche  *  VerachiedenhiBit  nicht   bemerkt.      Man   mufs.  ^ber 
faiebei  überlegen,  dafs  wold  bei  jed^m  Schalle,    den  wir 
hören   (wenigstens  bei  jedem  Klange,    yro  wir  einen  ber 
stimmten  Toji  hören),    mehrere   schnell  auf  einander  fol- 
gende  Schwingungen  Statt  finden ,  und  dafs  bei  dieser  oscil« 
lirendeii  Bewegung  immer  wechselsweise  jene  auf  entge« 
gengesetzte    Weise    gezeichneten   Scalen    die    Natur    de^ 
Schwingung  ausdrücken«    gesetzt  also  auch,    dafs  djLC  eine 
Schwingung   sich  nach  JB   zu  stärker  fortpßanzt,    so  wird 
für  <lie  zweite  eben  das  nach  der  entgegengesetÄtea  Rieh«, 
^tung  Statt  finden,    und  dieser  Unterschied  wird  uns^rm 
Ohr6   nicht  merklich   seyn,    da' wir  ja  aucli  die  einzelnen 
Schläge  oder  Schallwellea  nicht  empfinden.     Wiiren  die 
Schläge  so  beschaffen ,  dafs  immer  nur  einer  um  den  anderu 
sich  nach  einer  Gebend  biii  fortpünu^te,  so  ^üxde  d^r  Toni 


i. 

' 


J 
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welchen  man  hörte,  um  eine  Octave  tiefer  seyn^  als  er 
nach  der  Anzahl  der  Schwingungen  des  klingenden  Körperf 
seyn  »oUte;  es  lafst  sich  aher  gar  nicht  entscheiden,  ob 
üherhaupt  solche  Schwingungep  wirklich  vorkommen,  wo 
dieses  Statt  fände^ 

438  0*  Frohleni  90.'  Wenn  die  üherall  gleich  weite 
llöhre  jAfiB  (Fig,  ßs.)  an  beiden  Enden  offen  ist,  zu  be- 
stimmen, wie  sich  eine  in  %  erregte  Schwingung  in  der 
llöhre  fortpflanzt«  v 

Auflösung,  Obgleich  die  Schwingung  immer t  wie 
wir  bisher  angenommen,  haben,  einige  Ausdehnung  nac|& 
der  Länge  der  Höfa^e  haben  mufs,  so  ist  es  doch  hier  hin« 
länglich,  sie  so  zu  betrachten,  als  ob  blos  der  einzige 
Funkt  (  in  Schwingende  Bewegimg  gesetzt  wäre,  denn  aua 
dem  Vorigen  erhellet  deutlich  genug  der  Sinflufs ,  welchei^ 
die  Länge  der  Schallwelle  haben  kann*  Es  sey  also  in  dem 
einzigen  Punkte  t  eine  Schwingung  herTorgebracht^  bei 
welcher  die  Dichtigkeit  3=  Q ,  die  Geschwindigkeit  =  T 
war:    die  natürliche  Dichtigkeit  sey  ss  ß»    MaA  nehme 

«IIA  im  s=;  log,  ^  =  — =; —  und  In  =3  -^,  für  alle  amdera 

o  Ja  c 

Funkte  der  Röhre  aber  die  Ordinaten  der  Scalen  aa  o, .  Die 
Axe  AB  sey  nach  beiden  Seiten  unendlich  verlängert,  sd 
wird,  wenn  man  die  Entfernungen  BA^  A! ß'  etc«  und 
AS%  VA'-  etc.  der  Länge  der  Röhre  gleich  nimmt,  die 
Fortsetzung  der  Scalen  auf  folgende  Weise  bewerkstelliget 
werden.  Man  nehme  die  Abscisse  JBT  ssa  fii,  und,  wei) 
die  Rehre  in  B  offen  ist,  TNsxztn  oberhalb,  TM=sins 
unterhalb  der  Axe ;  eben  so  wird  füir  ^  T'  =s=  Aty  weil  auch 
in  ><  die  Röhre  offen  ist,  T'N*  =  ««  oberhalb,  TBr=ztm 
imterhalb  gezeichnet.  Betrachtet  man  nun  TM'N  ala 
Tlieil  der  Scalen ,  welche  über  ß  hinaus  fortgesetat  werden 
aollen,  so  muTs  man  Bi^'^BT  nehmen,  e'n's=  X.' N*  as  tu 
oberhalb  der  Axe  zeichnen,  und  auch  t'm'ca  T'ßT:s=tm 
oberhalb  der  Axe,  weil  sie  die  entgegengesetzte  Lage  ixi 
Yergleiohung  mit  T  M  erbalten  muli;  --«    Wentf  man  tQ 
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die  Scalen  nach  beiden  Enden  int  Uncndllcli^  fortführt^  so 
kommen  die  Ordinalen  TN»  tn  alle  oberhalb  der  Axe  zu 
liegen,  TM^  tm  aber  wcchselsweUe  über  und  unter  der- 
selben ,  und  immer  werden  die  Entfernungen  auf  der  A^e 
j:'C  =5:  ^  X'  =;=  -4 1  und  ß  J  =  J5"t'  =  5 «  seyn, 

Piese  Fartsetsong  der  Scalen  zeigt  >  dafs  In  jedei^a 
Funkte  S  der  Röhre  nach  und  nach  mehrere,  ja  unzählig 
viele  Schwingungen  entstehen.  Zuerst  nämlich  wird  die 
unprüngliche  Schwingung  tmn  bis  in  «^  fortgepflanzt,  wenp 

«  iS  T 

die  Zeit  <s= —  verflosseA  i«ti   am  Ende  der  Zeites=  -— 

c  c 

liommt  die  aweite  Schwingung  TMN  daselbst  an,  und  aber* 
9ials  entsteht  wegen  TMN  eine  neue  Schwingung,  wenn 

ST   '  At+A& 

•>     

/  c  I    c 

ist ,  und  so  entstehen  unzählige  Schwingungen ,  deren  Be- 
fchaffenheit  die  folgende  Tabelle  vollständiger  zeigt; 


Verflossene  Zeit  teit 
dem  Anfange. 


nichtigkeitj,    vnd  Geschwindigkeit 

nach  der  Richtung  AB^ 
welche  idsdann  in  $  Statt  finden. 


S.t 


%Bt^  S$ 


^u^f  +  St 

— r^     j 

c 
^A^-^-^Bt-^-St 


mm' 


e 
4At+zBt+Sf 

c 

4Jf  +  4Bt^Sf 

c 


B{^+iti^+itm) 

B{i+itn^liw\ 
B(i  — |t»+}ti0) 

B[i+lMt+ifin) 


+  !«( 
+  !*(' 

+  !«( 


#«^+  im) 

f 

tn  —  fw) 

*%  +  r») 

m  —  #«) 
f«  ^  1») 


\- 


1 


^ 
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4^0  Ä).  Die  Schwingungen  also,  Vielehe  in  5 entstehen, 
find  in  Rücksicht  ihrer  Natur  vierfuch,  und  wechseln  re- 
gulär und  nach  einerlei  Folge  mit  einander  ab,  so  dafs  die 
fÜTifte  der  ersten ,.  die  «echste  der  zweiten  gleich  ist  u.  s.  vir» 
Die  Zeit,  welche  zwischen  diesen  gleichen  Schwingun- 
gen verflielst,  oder  welche  verfliefst,  während  überhaupt 
vier    Schwingungen    geschehen ,     ist    immer    gleich  .  grofs 

=3         ■'  ;    die  Zeiträume   15 wischen  den  einzelnen  Schwin- 

c 

* 

gungen  aber  sind, nur  dann  gleich,  wenn  Bt^=:  At^  und  zu« 
gleich  <St  =  2^^  ^^^ 

459*     ^^   ^^^  Zeit,     in  welcher   Vier  Schwingungen- 

9lAB, 
ßtatt  £ndeu,    =  _  ig^^   so  erfolgen  in  einer  Secun^e 

ftc  .  '. 

"jrr  Schwingungen ,  oder  die  Anzahl  der  Schwingungen  In 

einer  Seeunde  ist  so  grofs,  so  vielmal  die  halbe  Länge  der 
Röhre  in  c  enthalten  ist,  in  den^  Räume,  welchen  der 
Schall  in  einer  Secunde  durchläuft.  Wenn  diese  Schwia* 
gungen  stark  genug  sind ,  so  werden  sie  einen  Ton  hervor- 
. bringen,  welchen  man  also  hi^r  als  aus  eifier  einzigen  ur- 
sprünglichen Schwingung  entspringend  betr^chton  mufs«    . 

44.0.     Würde  die  anfängliche  Schwingung  in  der  Oef- 

Biuig  BB  selbst  hervorgehrfcht ,   und  es  befände  sich  auch 

das  Ohr  eben  daselbst,  so  würde  5t  =  ^£  =  o  seyn,   und 

Atz=:ABy   und  jetzt  würden   immer    zwei  Schwingungen 

zusammentreffen',     und    di^    Vibrationen     in    Zeiträumen 

^AB 
=:  —  ^uf  einander  folgen^ 


X.  Ware -<^B  sehr  lang,  «o  würde  man  diese  Wie- 
derholungen desselben  Schalles  von  einander  unterscheiden, 
z.  B.  bei  einer  Länge  von  500  Fufs,  wenn  die  anfunghch^ 
Schwingung  in  B  etregt  wird,  und  auch  das  Ohr  sich  da 
befindet,   würden  die   Wiederholun^^eu  immer  nach   einer 


Secuude  auf  einander  folgen/ 

D 
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So  läfftt  sich  also  die  Entstehung  eines  mehrmals  wie- 
derholten Echo  erklären  >  ohne  dafs  man  eine  Zurück  wer* 
fang  des  Schalles  anzunehmen  hraucht^  '—^  Dafs  die  Rech* 
nung  alle  Wiederholungen  gleich  stark  angiht»  darf  uns 
nicht  befremden,  da  dieses  den  angenommenen  Bedingun- 
gen, die  in  wirklichen  Fällen  nicht  genau  Statt  finden,  gans 
gemäfs  ist«  Auch  die  Resonanz  mufs  man  wohl  vorzüglich 
hieraus  erklären ,  obgleich  auch  die  Beschaüenheit  der 
Wände  aer  Röhre,  sofern  die  Luft  ihnen  selbst  eiife 
•chwingende  Bewegung  mittheilen  kaun|  hiezu  mit  bei* 
trägt. 

Wäre  die  Röhre  an  beiden  Enden  verschlossen ,  .  so 
würden  ganz  ähnliche  Wiederholungen  erfolgen,  denn  die 
Fortsetzung  der  Scalen  f^llt  alsdann  ganz  ähnlich  aus ,  blps 
n^t  dem  Unterschiede,  dafs  die  Scalen  der  Dichtigkeit 
immer  an  dieselbe,  die  Scalen  der  Geschwindigkeit  abwech- 
selnd an  verschiedene  Seiten  der  Axe  fallen.  Die  Betrach« 
tung  dieses  Falles  bietet  also  weiter  nichts  merkwürdiges 
dar,  indefs  sieht  man,  dafs  die  Echo  in  geschlossenen  , 
Hsillen  hiedurch  können  erklärt  werden.  Auch  die  Töne 
der  Pauke  möchten  vielleicht  zum  Theil  hier  ihre  Erklär 
rung  finden,  denn  obgleich  die  Membranen  und  die  Wände 
der  Pauke  den  Toa  mit  bestimmen ,  so  scheint  doch  auch 
die  eingeschlossene  Luft  wohl' mit  zur -Bestimmung  der  «^ 
wiederholten  Schwingungen  beisutr^igen, 

442,  Problem  91,  Es  s«f  die  überall  gleich  weite 
"Rohre  AJBB  (F^g.  81.)  an  einem  Ende  in  JA  ofien,  am 
andern  in-BB  verschlossen:  man  soll  die  Fortpflanzung 
^iner  in  derselben  in  t  erregteq  Schwingung  bestiyunen. 

Auflösung.  Es.sey  int,  wo  die  Luft  in  Schwin- 
gung gesetzt  ist,  im  anfänglichen  Zustande  die  Dichtigkeit 
s=(?,die  Geschwindigkeit  =».1  nach  der  Richtung  AB; 
die    natürliche  Dic^itigkeit    scy   ==  B,     und  man  iiehm^ 

Im  =loff.»^,    «>*  ==  — :  diese  Punkte  m,  n  sind  die  cin- 
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2igen,  wo  die  Scalen  der < Dichtigkeit  und  Geftchwindigkeit 
Hiebt  mit  der  Axe  zusammenfallen.  Nimmt  man  nun  auf 
der  Verlängerung  der  Axe  ßT*^sBt^  80  fallt ,  weil  die 
Rdhre  in  BB  verschlossen  ist,  TM-^sztm  oberhalb,  aber 
TN=  tn  unterhalb  der  Axe.  Für  den  Punkt  T'  hingegen 
erhält  man ,  wenn  jiT'  zczAt  ist,  die  Ordinären  T'  N'=  t n 
oberhalb,  T ' M' 3=  c m  unterhalb  der  Axe ,  weil  ix^  AA  Ai^ 
Röhre  offen  ist.  Es  sey  nun  ferner  At"  z=i  A  T,  so  wird 
m  tr  die  Ordinate  tTm"  =:  —  TM'rzz  —  tm  und  t"a" 
cs-l-  TN33-«-(ra,  also  kommen  beide  unterwärts  zu  lie« 
gen ;  hingegen ,  wenn  man  weiter  über  B  hinausgeht  und 
St'  =  ßT'  nimmt,  »o  wird  t' n}'  szz  —^  T M  7=;i^^  %m  und 
iti  :s^'^  T'  JN'  =  —  tu  und  «o  ferner. 

Wir  wollen  fetzt  sehen,  was  für  Schwingungen  im 
Punkte  S  entstehen :  offenbar  kpinmeu  in  S  wieder  unzäh« 
lige  Schwingungen  vor,  deren  Beschaffenheit  die  folgende 
Tabelle  zeigt« 

VarÄMscne  Zeit  tot   }    Dichtigkeit,    und  Geach^indigkeit 

nach    der  Richtung  AB^ 
welche  alsdann  ia  dem   Fnnkte  S  Statt  finden. 


dem  Anfange. 


St 


%ß$  -^  SP 


9At  -t-  S$ 

c 
%Jt+:iBt^Sf 

c 
aJt+kBi-^S$ 

4kAf+:^Bt^S$ 

e 

A4f^^Bi'-'Si 

■  ■  ■    'ji  ■■   ' 

c 
AAt+^Bt  +  St 

f 

eto. 


^■— ^^ 


B{t  +  itn+itm) 

Bii-^itn-^lim) 
B(i+i»a  — |#«i) 

B{%--ltn^ltm) 
Sii-^itn+ltlH) 
Bii-^ltn+itm) 

etc. 


+  fc  (*«.+  in) 

—  ic{tm  +  tnl 
+  |c  fra  —  Pm) 

—  f  c  (m  —  tm) 

—  f  c.  [tn  -r  im) 
+  |f  {$n  —  im) 

+  |C  fr«  +  iw) 

aCe» 
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^  In  diesem  Falle  gibt  es  also  eine  gröfsere  Verschieden« 
heit  in  den  Schwingungen,  welche  in  einem  bestimmten 
Punkte  5  Statt  finden ,  nftid  erst  nach  acht  Schwingungen 
kommt  wieder  eine  von  derselben  Beschaffenheit,  Die 
Zeiträume,  welche  zwischen  den  Schwingungen  verfliefsen, 
befolgen  eben  das  Gesetz ,  wie  im  vorigen  Probleme. 

443.  Wenn  5f  =  o  und  ^«  =  o,    also  der  Schall  la 
der  Oefnung  A  erregt  wird ,   und  auch  das  Ohr  sich  da  be^ 
findet,      so    wird    die    Ordnung    und  BeschaiFenheit '  der       ^     ^ 
Schwingungen ,  welche  man  in  A  hÖit ,  folgende  seyn : 

am  Ende  der  Zeit      ,     ist  Dichtigkeit  Geschwindigkeit 

iAB 
c 

— — '  ß  +c.tn 

6AB 

B  '—c.tn 

€ 

Die  Dichtigkeit  leidet  hier  gar  keine  Aendeningj  und  die 
Geschwindighelt  wird  daher  blos  durch  die  anfangs  ertheilte 
GescTiwindigkeit  ausgedrückt. 

444.  Würde  hingegen  in  BB  ein  Schall  ^rregt ,  und 
das  Ohr  befände  sich  eben  da,  so  hatte  man  .^t  s=:  o, 
AtzrzABi  j?c  =  o,  so  würde  hier  die  Geschwindigkeit 
immer  =0'  bleiben,  die  Dichtigkeit  aber  abwechselnd 
r=  B(i  — tm)  und  ==Ä(i  +  tm)  werden,  und  der  Zeit- 
räum,     welcher    zwischen    den    Schwingungen    verfliefst^ 

K=  seyn.     In   diesen«  beiden   Fallen  vereinigen   sich 

vier  Schwingungen,  daher  auch  diese  vereinigten  Schwin* 
gungen  anders  beschaffen  sind ,  als  die  einfachen.    . 

445.  Die  bisher  vorgetragenen  Lehren  von  der  Fort- 
pflanzung der  Schwingungen  können  den  Naturforschern 
Yeranlarssung  zu 'genauem  Untersuchungen  über  die  Natur 
des  Schalles  und  des  Gehörs  geben. 
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Ein  besonders  wichtiger  Umstand  hiebei  ist»  dafs  für 
die  fortgepßanzten  Schwingungen,  wenn  sie  nach  der 
£lichtung  AB  (Fig.  g4.)  fortgehen,  die  Dichtigkeiten  und 
Geschwindigkeiten  sich  durch  eine  einzige.  Scale,  wie 
XZ^f  darstellen  lassen,  wenn  auch  für  die  anfängliche 
Schwingung' die  Scalen  der  Dichtigkeit  und  Geschwindig- 
keit sehr  verschieden  waren.  Dieses  gilt  iudefs  nur  von 
den  "einfachen,  nicht  von  den  vermischten  Schwingungen, 
Welche  aus  mehrern  einfachen,  so  wie  wir  in  den  beiden 
letzten  Problemen  gesehen  haben ,  entspringen,  wenn  m eh* 
rere  einfache  Schwingungen  aus  Verschiedenen  Gegenden 
in  demselben  Funkte  zusammentreffen. 

Die  Beschaffenheit  dieser  Scale  XZY  gibt  die  Eigen- 
schaften des  Schalles,  sofern  man  nämlich  ihn  nicht  als 
Ton  nach  der  Folge  der  Schwingungen,  sondern  als  ein- 
zelne Schwingung  betrachtet,  an,  und  man  müfste  ver- 
muthlicb  hieraus  ableiten  können,  wie  die  Gehörorgane 
dadurch  gerührt  werden. 

44.6.  In  der  Figur  habe  ich  die  ganze  Scale  XZY 
oberhalb  der  Axe  gezeichnet:  dieses  ist  richtig,  wenn  in 
dem  ganzen  Räume  YX  die  Dichtigkeit  gröfser,  als  die 
beim  Gleichgewichte  Statt  findende  ist ,  und  alle  Lufttheil- 
eben  sich  nach  E  zu  bewegen.  In  diesem  Falle  wird  am 
Ende  der  Schwingung  das  Theilchen  Y  so  nach  y  fortge- 
rückt seyn ,  dafs  der  Kaum  Yy  der  Fläche  XZ  Y  gleich 
(oder  proportional ,  vergl.  g.  404.^  ist:  so  weit  «ist  also  die 
ganze  Luftmasse  am  Ende  der  Schwingung  fortgerückt. 
Soll  ein  solches  Fortrücken  der  Theilchen  nicht  erfolgen, 
sondern  jedes  Theilchefi  zu  der  Stelle  zurückkehren,  wo  es 
sich  anfangs  befand,  so  mufs  die  Scale  XZY  (Fig.  85.), 
w^elche  Dichtigkeit  und  Geschwindigkeit  für  die  fortge- 
pflanzte Schwingung  ausdrückt,  theils  über^  theils  unter 
der  Axe  liegen,  und  der  negative  Theil  der  Hache  YZO 
mufs  dem  positiven  XZO  gleich  seyn.  Liegt  hier  der  vor- 
angehende Theil  oberhalb  der  Axe,  so  gelangen  zuerst 
Lufttheilchen    an   das  Ohr,    deren  Dichtigkeit  die  uatür- 
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liclie  Übertrift,  und  die^nach  JB  zu  fortrücken;  alsdann  aber 
gelangen  Lufttbeilcbeu  von  geringerer  Dichtigkeit  an  dag 
Ohr,  und  die  Bewegung  derselben  geht  nach  der  entgegen* 
gesetzten  Richtung, 

Gewifs  bringt  es    hier  wesentliche  Verschie<lenheiten 
>des   Klanges    bervor,    wenn    der  vorangebende    Tbeil   der^ 
Curve  oberhalb  öder  unterhalb  der  Axe  liegt,    oder  wenn 
die  Curve  die  Axe  mehrmals  schneidet  u.  s.  w. 

Diese  Betrachtungen  beschränken  sich  nicht  blos  auf 
die  Bewegung  in  gleich  weiten  Röhren ,  sondern  wir  wer» 
den  in  der  Folge  sehen ,  dafs  man  sie  auch  auf  Röhren  voni 
ungleicher  Weite  anwenden  kann. 


.Dritter'    Abschnitte 

f^on  den  Oscillationen    der    Luft   in  gleich  iveiten 
Röhren;   zur  Erklärung  der  Flötentöne. 


447.  Problem  92.  Wenn  AABB  (Fig.  86.)  ein^ 
an  beiden  Enden  ofne  Röhre  ist,  in  welcher  auf  irgend 
eine  Weise  das  Gleichgewicht  der  Luft  gestört  wordeq, 
die  oscillirende  Bewegung  zu  bestimmen,  welche  die  Luft 
in  der  Röhre  nachher  annehmen  wird. 

Auflösung.  Es  sey  im  anfänglichen  Zustande  für 
irgend  einen  Punkt  S  der  Röhre  die  Dichtigkeit  =  (^,  die 
Geschwindigkeit  =  T,  und  die  Scalen  der  Dichtigkeit 
AOB^  und  der  Geschwindigkeit  EYF  nach  der  schon  oft 
erwähnten  Regel  gezeichnet,  dafs  die  Ordinaten  der  ersten 

Q  T 

SO  =  lüg  -9  die  der  letzten «5  J'srs  —   sind,    wenn  B  die 
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beim  (^lelcligewiclite  Statt  findende  Dichtigkeit  ist ,  und  e 
der  Raum,     welchen   der  Schall' in  einer  Secunde  in  Her 
Liuft  (nämlich  in  Luft  von  ehen  der  Elasticität,    Mrie  die  in 
der  Röhre  enthaltene  ist)  durchläuft.   —     Weil  die  Röhre 
in  A  und  in  B  o£Fen  ist,  ao  mufs  uoth wendig  (Q.  407.}  die 
Scale  der  Dichtigkeiten  in  beiden  Endpunkten  mit  der  Axe 
asusammetifallen 9    wie  AOB^     und- man.  findet  die  Fort« 
Setzung  der  Scalen  nach  dem  oben  gelehrten  Regeln*     Mau 
verlängere  nämlich  die  Apce»   und  nehme  die  Entfernungen 
BA  ^ÄB  =  AB':=^B'A'  tlc.    der  Länge   der  Röhre 
gleich»  so  wird  man  über  diesen  Theilen  der  Axe  die  Scale 
der  Dichtigkeit  abwechselnd   oberhalb  und  unterhalb   der 
Axe,    die  Scale  der  Geschwindigkeit,  hingegen  immer   au 
derselben  Seite  der  Axe  wiederholen  müssen,    nach   der 
Ordnung ,   welche  die  Figur  zeigt ,    indem  man  die  Scalen 
EFxLTxi.  AQß  wechseis  weise  einmal  in  umgekehrter,   das 
zweitemal  in  derselben  Lage  zeichnet ,  ^velche  sie  für  A  B 
hatten. 

Um  nun  den  Zustand  der  Luft,  welche  sich  anfangs 
in  S  befand ,  am  Ende  einer  gewissen  Zeit  :=  t  zu  bestim- 
men, nimmt  man  auf  der  Abscissenlinie  nach  beiden  Seiten 
von  S  die  Entfernungen  4ST=5£  =  ce,  und  zieht  in  T 
und  t  die  Ordinaten  der  Scalen,  so  ist  in  diesem  Augeii« 
blicke  des  Theilchens  S  Dichtigkeit 

<l=:g(x  —  Sg  —  iTN+iTM+  Itn+itm), 

und  die  Geschwindigkeit  nach  der  Richtung  SB 

«=s=|c(TiV— TM+tn+tm),      " 

und  der  Raum ,   um  welchen  es  gegen  B  zu  fortgeruckt  istf 

:=^iTNtn  —  iSgTM+iSgtm, 

welcher  Raum  also,  wenn  die  Scale  der  Geschwindigkeit 
ganz  oberhalb  der  Axe  liegt,  immerfort  wächst:  dieses  ge- 
schieht ,  wenn  die  Luft  beständig  durch  die  Röhre  durch* 
fliefst,  und  immer  neue  Luft  an  die  Stelle  der  herausge- 
tretenen kommt,  deren  Zustand  aus  den  Formeln  für  f 
und  M  bestimmt  wird. 


\ 
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Wenn  die  Zeit  f  =?  verflossen  ist,  ai*ot,c=s2AB 

wird,  so  fUlen  die  Punkte  T»  t  mit  sf  s'  zusammen,  welche 
dem  Funkte  S  analog  sind ,  und  es  wird  nun  f  z=  O, 

in  diesem  Augenblicke  kommt  also  das  Theilchen  S  und  die 
ganze  in  der  Rölire  enthaltene  Luftmasse  wieder  in  el)en 
den  Zustand,  in  welchem  sie  sich  anfanglich  befand,  und 
dl^  Luft  hat  jetzt  zw.ei  Oscillationen  vollendet.     I)ie  Zeit 

AB 

.  «iner  OsciOation  ist  also  =;=  i  denn  offenbar  ist  die  Zeit 

c 

für  alle  gleich  grofs ,  weil  immer,  wenn  man*  t,  c=:  %AB^ 

"  oder  ==  /j ^  J5,  oder  :±z6AB  etc.  nimmt ,  ^  ==  O  und  «  =  T 

wird:  folglich  geschehen  in  einer  Secuude  so  viele  Oscilla* 

c        .      . 
tioneni  als  die  Zähl  --;^   angibt,     und    diese   Anzahl    der 

-  .  •• 

.  Schwingungen  bestimmt  den   Ton ,    welchen   diese  Röfa^« 

.gibt.  '     i 

448.  Wenx^  «Iso.  die  X«änge  einer  solchen,  an  beiden 
Cnden  offenen  Röhre  =1  ist,  so  wird  die  in  derselben 
enthaltene  Luft,  wenn  einmal  das  Gleichgewicht'  gestört 
Jst,  eine  oscillirende  Sewegung  annehmen,  und  in  einer 
Secunde  so  viele  Oscillationen  machen,  so  vielmal  die 
.Länge  I  der  Röhre  in  dem  Räume  c^  Mielchen  der  Schall 
in  einer  Secunde  durchläuft ,  enthalten  ist.  Da  nun  c  sich 
auf  Luft  von  eben  der  Art,  wie  die  in  der  Röhre  enthaltene 
be^ßiehet,  und  (wie  oben  erwähnt  ist)  der  Schall  sich 
schneller  fortpflanzt  in  Luft,  deren  specifische  Eiasticität 
gröfser  ist  (das  heifst  iii  Luft,  welche  bei  gleicher  Dicli* 
tigkeit  einen  gröfsern  Druck  ausübt),  so  wird  auch  die 
J)^9ahl  der  Oscillatioiien  in  eiijer.  Secunde  in  derselben 
Röhre  desto  gröfser,  und  der  Ton,  den  die  Röhre  gibt, 
desto  höher  seyn ,  |e  gröfser  die  speciflschc  Eiasticität  der 
darin  enthaltenen  Luft  ist. 

.,  Für  die  atmosphärische  Luft  ist  c  nicht. viel  von  1000 
FuJCa  verschvB^en»   in  einer  Röhre  von  1  Fufs  lan^.  würden 

K  k 
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daher  hier  looo  Schwingungen  in  emer  Seconda  erfolgen  ; 

in  einer  8  Fufs  langen  Röhre  aber  125  Schwingungen',  wel« 

che  Zahl  dem  in  der  Musik  mit  C  beseicbnctea  Tone  ent- 

spricht» 

• 
449.      Wie    also    auch    die   anfängliche^  Störung    des 

Gleichgewichts  heschaffen  seyn  mag,'  so  wird  allemal  eine, 
solche  oscillireude  Bewegung  entstehen«  Indefs  ist  es  mög- 
lich ,  dais  die  Anzahl  der  Schwingungen  doppelt  oder  drei- 
mal, odei^  überhaupt  n  mal  so  grofs  werde,  als  eben  be-^ 
stimmt  ist,  und  n  kanu  hier  |ed<e  gapze.Zahl  bedeuten. 
Diese  Vermehrung  der  Oscillationen  hän&t  von  der  Be- 
achaffeilheit  der  anfanglichen  Schwingung  ab:  denn,  wena 
die  Scalen  EYF^  JOS  eine  solche  Gestalt  hätten,,  da£i 
'sie  den  durch  den  doppelten  Kaum  Ajfj  oder  den  durch 
den. dreifachen  Raum  AS  xL  s/w.  fortgesetzten  Scalep  älu^- 
,.  lieh  wären ,  %o  wird  die  oscillireude  Bewegung  sich  eben 
so  verhaken,  als  wenn  die  Röhre  AS  n-s^i  die  Hälfte  oder 
ein  Dcittheil  u.  s«  w«  der  Lange  hatte;  es  werden  daher 
zweimal  9  dreiinal  u^  s.  w.  so  viel  ächwingnngen  entatehen, 

als  die  vorhin  gefundene  Zahl  -j-^  ==  ^-r-    ausdrückt,     und 

mitfaiü  ist  es  möglich  4  vermittelst  derselben  Röhre  Töne 
hervorzubringen,  wobei  die  Anzahl  der  Schwingungeti 
sich  wie  1,  2,  3,  4  etc.  verhält.  ,Da  aber  diese  höhern -Tötre 
eine  besondre  Beschaffenheit  der  anfänglichen,  Schwingung 
voraussetzen ,  so  nfufs  man  sie  als  untergeordnete  betracli- 
ten,    und   nennt   daher   denjenigen  den  Grund  ton,'  bei 

welchem  die  Anzahl  der  Schwingungen  «^  -r*  in  einen  Sf(- 

s  ... 

cunde   Ist;     bei  den  unterggordnetezi  ist  ai^  xsi  y*   odte 

-,  y  etc. 

450«      Dieses  Resultat   stimmrt '  vortrellich  mit  dem 
überein,  was  bei  den  Flöten  wirklich  Statt -Imdet,  uimL  es 
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■ 

leidet  daher  heinen  Zweifel ,  dafs  die  Töne  der  Flöte  nach 
dieser  Theorie  erklärt  werden  müssen,  —  Beim  Blasen 
der  Flöte  wird  die  Luft  aus  ihrem  Gleichgewichte  |^ebracht» 
und  eft  mu^  daher  eine  solche  osgillirende  Bewegung  ^  und 
mithin  ein  Ton  entstehen ,  so  wie  wir  es  hier  bestimmt 
haben.  Die  Erfahrung  stimmt  auch  hiemit  liberein,  indem 
nicht  hlos  der- Grundton,  welchen  eine  FlÖte  gibt,  «o  gc* 
funden  wird,  wie  die  Theorie  ihn  angibt,"  sondern  man 
auch  jene  untergeordneten  Töne  (die  obere  Octave,  die 
Octave  der  Quinte  etc.)  auf  derselben  Flöte  bei  gehörigem 
Anblasen  erhalten  kann  *)• 

451«  Bei  dem  Blasen  derFlöte^wir|I  die  in  oscillirendd 
Bewegung  gesetzte  Luft  immer  aus  der  Röhre  fortgetrieben, 
und  dadurch  die  Fortpflanzung  des  Schalles  in  der  aufsern 
Luft  erleichtert :  da  dieses  nicht  mehr  Statt  findet,  sobald 
man  zu  blasen  aufhört,  so  liefse  es  sich  daraus  wohl  erkHT-* 
Ten,  warum  alsdann  sogleich  kein  Klang  mehr  gehört  wird. 
Indefs  scheint  doch  das  der  Theorie  nicht  angemessen ,  daJGi 
man  von  den  oscillirenden  Bewegungen,  welche  in  der 
Röhfe  der  Theori^  zu  Folge  noch  lange  fortdauern  sollten, 
nichts  bemerkt,  und  auch  die  vielfachen  Wledeiholungen 
nicht  hört,  wo  Von  im  vorigen  Abschnitte  die  Rede  war. 
Es  läfst  sich  aber  leicht  einsehen,  dafs  aufser  andern  Hiu- 
dernissen^der  Bewegung  hiez'u  vorzüglich  die  Beschaffen- 
heit der  Röhre  mit  beitragen  mag;  denn  wenn  diese  auch 
von  der  festesten ^aterie  ist,  so  wird  sie  doch  den  Schwin- 
gungen  der  Röhre   leicht   etwas    nachgeben,     und    dann 


\ 


■I  ■ 


*) . Vergleichungen  der  Theorie  mit  den  Tonen,  welche  eine  zu  mu- 
alkalischem  Gebrauch  bestimmte  Flöte  gab,  stellte  Lambert  an. 
Seine  Observations  sur  le«  Mtea  in  den  Mdi^-  do  l'acad.  de  Berlin 
echeinen  mir  (so  weit  ich  hierüber  urtheilen  kann)  ein  »ehr  achäta- 
barer  Beitrag  «uWcrvollkornrnnung  dieser  Lehre  äu  »eyn.     , 

Von  nicht  so  grofaert  Werthe  sind  «eine  Bemerkungen  über 
die  Geschwindigkeit  de«  SchaUss  in  den  Mem.  de  l»acad.  da 
Berlin  1768.         "  B. 

Kk  ft  , 
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f 

müsseti  die  Oscillationen  allerdings  aufhöreii ,  obgleich  die 
Theorie ,  welche  hierauf  nicht  Rücksiclit  nimmt ,  eine  «tn* 
endliche  Fortdjauer  der  Oscillationen  angibt.  Man  bemerli;t 
auch,  dafs  die  Abweichung  von  der  Theorie  geringer  ist, 
wenn  die  Röhre  aus  einer  härtern  Materie  beafeht. 

432.  Pr.oblenl  93.  Wenn  die  Röhre  an  einem  Ende 
JA  (Fig*  G7*)  offen,  am  andern  in  BB geschlossen  ist,  und 
die  in  derselben  enthaltene  Luft  auf  irgeild  eine  Welse  in 
Schwingung  gesetst  wird,  die  oscillirende  Bewegung  zii 
bestimmen,  welche  die  Luft  in  der  Röhre  nachiier  an« 
nimmt«  1        ' 

Auflösung*  Man  zeichne  für  den  anfönglicben  Zu« 
Stand  die  Scale  der  Dichtiglteit  AQDy  und  die  Scale  der 
Geschwindigkeit  £  YB  nach  den  schon  oft  angeführten 
Regeln,  so  wird  hier,  weil  die  Röhre  in  AA  offen  ist,  die 
DIchtigkeitsscale  in  A  mit  der  Axe  zusammenfallen;  hin- 
gegen wird  die  Scale  der  Gesthwindigkeiteu  die  Axe  in  B 
treffen,  wo  die  Röhre  geschlossen  ist«  Die  Fortsetzung 
der  Scalen  wird  hier  so  eingerichtet,  dafs  £  t)  ein  Dur ch» 
messer  der  Scale  der  Dichtigkeiten,,  und  A  £  ein  Durchmes- 
ser der  Scalen  der  Geschwindigkeiten  werde :  nimmt  maa 
also  auf  der  Axe  die  Entfernungen  BA^  AB!  \xuiAB\ 
'A' B!'  <lcr  Länge  der  Röhre  AB  gleich,  so  mufs  die  Scale 
der  Di<;htlgkeiten  in  A  die  Axe  so  durchschneiden,  daß 
die  Bogen  AD  und  ^D'  gleich  und  ähnlicji  werden,  aber 
an  verschiedenen  Seiten  der  Axe  liegen  :  eben  dies  gilt  von 
den  Funkten  Ay  A*^  A"\  und  alle  Linien  S  D\  JET  U'  wer* 
den  wieder  Durchmesser,  die  Punkte  Ay  Ay  A'  aber  sind 
Mittelpunkt«  dieser  Bo^en.  Die  Scale  der  Geschwindi^ 
keiten  wird  so  wiederholt,  dafs  JB,  ^,  ^'  Mittelpunkte, 
und  AE^  A  E\  A'  tl'  Durchmesser  ähnlicher  Aeste  werden. 

Es  sey  nun  seit  dem  Augenblicke,  da  das  Gleichge- 
wicht in  der  Röhre  gestört  ward,  die  Zeit  =  t  verflossen^ 
¥o  mufs  man,  um  den  alsdann  Statt  findenden  Zustand 
der  Lufif  zu  bestimmen,    auf  der  Axs  die  £ntfernungen 
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5tr=cÄT=c.«  Aehaien ,  tind  der  Zu&tand  des  Luftthei]- 
chensy  welches  anfangs  in  S  war,  wird  nun  so  bestimmt^ 
da£s  dess.en  Dichtigkeit  jetzt 

^  =  g(i  —  S^+iTN—iTM—itn~ltm), 
die  Gctschwindigkeit  9  p=  ic( —  TN+  TM — tn^^tni) 
nach  der  Richtung  ^J?  &ay,   und  dieses  Tbellcbeii  um  den 
Raum   Ss  =  iTNtm'^iS^TM  +  i^ptm   fcmgerürkt 
aey,  'wo  man  in  dem  letztern  Ausdrucke  die  unterhalb  der 
Ax^  liegenden  Flächen  als  negativ  betrachten  mids. 

Wir  wollen  jetzt  annehmen  y   die  verBossene  Zeh  sej 

^  =3    '  "      y  so  ist  offenbar  die  Lage  der  Punkte  T,  t  der 

Lage  von  S  analog ,  und  es  ist  TM=tm=«Sp  und 
T  N  r:^  tn:=:  S  Xy  daher  wird' nach  Verlauf  dieser  Zeit  des 
Theilchens  S  Dichtigkeit. 9  =  0(1  —  a«S0  und  Geschwin- 
digkeit «  =  —  c.4Sr=:  —  T,  wenn  X  ^^  anfä^i^Uche 
Geschwindigkeit  ist« 

War  also  anfangs  ^ie  Dichtigkeit  Q  ^=  B  +  O  etwas 
grofser,   ala  die  dem  Gleichgewichte  angemessene,    so  ist 

g      Q—B       o 

SQ  =  log.  ~   =  — 2 —  =  -z: ,     daher  jetzt  f  =  £  —  Oy 
B  B  B 

eb^n  so  viel  kleiner   sih  B^     ah  die  anfängliche  Dichtigkeit • 

gröfser  wat,  und  auch  «  ist  der  anfänglichen  Gc8chwi»dig-i 

keit  gleich  und  entgegengesetzt.      Der  Zustand   am    Ende 

dieser  Zeit  ist  also  der  gerade  entgegengesetzte  desjenigen, 

welcher  anfangs  Stalt  faxtd,   und  mau  sieht  hieraus',    daJs 

jetot  eine  Oscillation  vollendet  ist  (oder  auch  3,    oder  5^ 

oder'^,  od«FSM-|-i  Oscillatiouen),  und  dafs  erst  nach  der 

doppelten  Zeit  der  anfängliche  Zustand  wieder  hergestellt 

Q,AB 

wird^  Pie  Zeit  einer  Oscillation  ist  also  =3c  >  oder  ^8 


werden         ,  „   Osqillatiojnen  in  einer  Secunde  vollendet, 
ZAB  ^ 

wodurch  augkich  der  Tou  l^eatimmt  ist,    den  diese  Röhre 
gibt 
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Der  Raum  Ss,  um  welchen  da»  Theilcben  S  fortge» 
rückt  Ut,  wird  9U8  folgendem  bettimmt:   es  ist  jetzt 

i-'AEYS—ABE  +  BSrV  ^ 
.""•''    l  +  ^Er5+^B£— B5  Ff  ■"**    ,     • 
Si^TM^SgDB  +  AüB  —  ASQ, 
■  SQtm  =  ASn±  ADB—S^DB  =  ~SnTMt 

also  ^i  =  5 pTM,    " 

453«  Wenn  also  die  Röhre  an  einem  Ende  geschloisen 
ist,  so  daueit  jede  Schwingung  doppelt  so  lange,  als  bei 
offenen  Köhren,  oder  die  Anzahl  der  Schwingungen  in 
gleicher  Zeit  ist  nur  halb  so  grofs.  Der  Ton,  welchen  die 
an  einem  Ende  geschlossene  Röhre  gibt ,  ist  daher  um  eine 
Octave  tiefer,  als  wenn  dieselbe  Röhre  offen  wäre:  —  wenn 
man  nämlich  den  Grundton  für  heide  Rohren,  oder  den 
tiefsten ,  den  si^  geben  können ,    versteht»   ^ 

V 

Die  Anzahl  der  Schwingungen  steht  hier  wieder  im 
umgekehrten  Verhältnisse  der  Länge ,  und  man  kann  daher 
den  Ton  bestimmen ,  welchen  irgend  eine  *Röhre  geben 
wird,  wenn  der  Ton  für  eine  gewisse  Länge  bekannt 
ist,  -^  Eine  Röhre  yon  4  Fufs  würde  ungefähr  den  Ton 
C  gehen, 

455*  1^9  die  Auflösung  des  Problems  blos  angab ,  dafa 
am  Endif  der  Zeit  =;  —  4er  Zustand  der  Luft   gerade 

der  entgegengesetzte  des  anfänglichen  Zustande»  war,  so 
liefse  sich  schon  hieraus  schliefsen,  dafa  in  dieser  Zelt 
auch  3  oder  5,  oder  jede  ungrade  Anzahl  von  Oscillatlonen 
vollendet  seyn  könnten,  aber  keine  gerade  Anzahl  von 
Oscillationen.  Dieses  läfst  sich  auch  aus  Betrachtung  der 
Scalen  beweisen.  Es  ^st  nämlich  unmöglich,  die  Scalen 
der  anfänglichen  Schwingung  so  einzurichten,  dafs  doppelt 
so  viele  Oscillationen  in  derselben  Zeit  geschähen,  wio^ 
dieses  bei  den  an  beiden  Enden  offenen  Röhren  der  Fall 
war«  Denn  wenn  wir  hier,  mit  Beibehaltung  derselben 
Scalen,  die  Röhre  als  doppelt  $0  lang  betr«chten,  ^s:Ajf^ 


\  • 


HL  Ahschn»  OscitUtüanen'  der  Luft  in  gUifhwiUen  Röhren,     519- 

m 

und*  sie  m  ^  geschlossen  annehmen,  so  pafst  die  Gestalt 
der  Geschwindigkeitsseale  nicht  mehr,  ^denn  diese  müfste 
in  ^' die  Axe  treffen;  und  eben  dieser  Ata ngel  an  Ueber- 
einstimmung  wurde  eintreffen ,  wenn  man  die  Röhre  vier« 
mal,  sechsmal  u«  s.  w,  so  lang  annähme«  Diese  Röhre 
Jtann  also  keine  Tone  angehen,  He  sicl|  sum  Grundtond 
wie  2,  4,  6  oder  2n  verhalten  (das  hcifst^  nicht  die  Octa» 
ven  des  Grundtons,  noch  auch  4ie  doppelte  Octave  der 
l^uinte  etc.^.  P^immt  m^n  hingegen  die  Röhre  dreimal 
länger  ^  4iB  a^i  und  betrachtet  sie  als  i^n  A  offen,  in  ß 
'geschlossen,  so  entspricht  die  Gestalt  der  Scalen  dienen 
Voraussetzungen  aablT  gut,  und  es  erhellt  hieraus ,  dafs  die 
anfängliche  Schwingung  so  beschaffen  seyu  Vönne,  dafs  rlie 
Oscillationszeit  mit  det  für  eine  dreimal  so  k\ir:&c  Röhre 
passenden  übereinstimme.  —  D^nn  in  der  Röhre  AB  ist, 
wenn  die  Scalen  so  bleiben,   ^^ie  sie  gea^eichnet  sind,    eine 

^AB  ,    AB  , 

Oscillation  vollendet,   wenn  t  s=      '        oder  «  =  4  *"^"  **tf 

c  *    c 

da  doch  für  den  Grundton  dieser  Rohre  die  Zeit  der  Qscil*. 

lation  c=;  — —  ist,  —    Eh^n  da^  gilt,  wenn  in  der  Röhre 

5*,  7  oder  2n+i  Wiederholungen  derselben  Scale  vorkom- 
men.    Ein0  solche  Röhre  gibt  also,  aufser  dem  Gruudtone 


■■  ,  "  auch  noch  die  Töne  =  . —  -- ,  — —,    etc.  , 


daa 


m 

ist,  die  Octave  d^r  Quint^^  die  doppelte  Octave  der  Terze 


etc, 


456,  Auch  diese  Folgerungen  werden  von  der  Erfah» 
Tung  aufs  vollkommenste  bestätigt:  denn  maii  findet  den 
Grunclton  der  an  einem  Ende  geschlossenen  Pfeifen  um 
eine  Octave  tiefer,  als  bei  gleich  langen  offenen  Pfeifen, 
und  es  ist  auch  bekannt,  dafs  wenn  sie  auf  eine  gewisse 
Weise  geblasen  .werden,  wohl  die  Töne  hervcugebracht 
werden  können ,  welche  sich  zum  Grundtcuie  wie**  3,  3,  7 
etc.  verhalten,  aber  nie  die  Octaven  dieser  Töne* 
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JBel  diesen  Röbren  fliefst  die  Luft  ein  i  uqd  wird  wlf« 
der  betau$getrLe()eu ,  wob^i  sich  dann  die  oscillirende  Be* 
wegungder  aufsern  Luft  leichter  mitthetlt^  und  sich' fort* 
pflanzt:  durch  diesen  Umstand  unterscheiden  sich  die 
Schwingungen  vqo  den  bei  ofnen  Uöbren  Statt  iindendeoi 
und  es  verßnlßfst  dieses  ohne.iCweifel  ein^  VerschiedenbeU 
des  Klanges, 

Auch  von  der  Materie,  woraus  die  Flöten  yerfertißlj 
sind,  hängt  ihr  Klang  ab,  und  man  bemerkt  diese  Vcr^ 
schiedenhcit  sehr  deutlich.  Aber  dieses  ändert  den  Ton^  , 
nämlich  die  Höhe  oder  Tieffe  des  Tones  nidit,  sondern 
dieser  hängt  blos  von  der  Länge  ab\  -wofev"  nur  die  Weit?© 
der  Röhr^  überall  gleicn  ist. 

457,     Problem  94.     Wean  die  Röhre  zwar  pbermal» 

ühei'all  gleich  weit,   aber  au  beiden  Enden   in  AAj  BS 

(Fig.  88.)  geschloss.en  ist,  und  das  Gleichgewicht  der  Luft 

'  gestört  wird,    die  entstehende  oscillirende  Bewegung  der 

iLiuft  2^u  bestimmen« 

Auflösung.  Man  zeichne  nach  der  bekannten  Re^ 
gel  die  Scalen  der  Dichtigkeit  CQD^  und  der  Geschwin« 
.digkeit  AYBi  und  erinnere  sich,  dafs  die  letztere  hier 
^  PQthwendig  sowohlin  Aj  als  in  B  dieAxe  treffen  mufs,  uncl 
setze  diese  Scalen  über  beide  Enden  der  Röhre  hinaus  so  fort, 
wie  die  Figur  zeigt,  —  Um  nun  den  Zustand  der  Luft, 
welche  sich  anfangs  in  S  befand,  am  Ende  der  Zeit  =  e  zu 
bestimmen ,  nehme  man  «ST=:tSt  =  c.£,  so  wird  jetzt 
desselben  Th eilchens  .Dich tigl^eit 

die  Geschwindigkeit  Ä  =  ^c  (TN—  TM+*tn  +  tm), 
und  das  Theilchen  ist  um  den  Raum  ' 

S<rz=iTNtn  —  iSgT3I+lSgtm 
nach  B  zu  fortgerückt. 

a,AB 

Es  sey  nun  die  Zeit  f  ra;  verflossen,     so    fallen 

c 

die  Funkte  T,  t  in  s,  s\  deren  Lage  der  Lage  des  Punktes  S 


IIL  jfhs<{kiu  OscUl^tionsn  citr  Luft  in  gleichweijten  Rlfhrtn.  ß2 1 
ähnlich  i&t ,  und  es  wird  nun  für  das  Thellchen  Sf 

q  ^gii—sg—isr+is^+isr+isg}  =  p. 

und  der  Kaum  Scz=zo;  die  Luft  befindet  sich  also  in  jedem 
Funkte  wieder  in  eben  dem  Zustande,  welcher  b^i  der 
eraten  Störung   des  Gleichgewichts»  Statt  fand :  •  hingegen 

würde  man  fiir  t  =;:  den    entgegengesetzten    ^ustpnd 

gefunden   haben.     Die  Lul^  hat  also   zwei   Oscillationen 

TpUendet)  \reiin  tzzp  ist,   und  es  geschehen  folglich 

in  einer  Secund«  so  viel  Oscillationen,  als  die  Zahl  -7-= 
anzeigt ,  wodurch  der  hervorgebrachte  Toi^  bestimm^  wird. 

458*  Ware  die  Röhre  doppelt  solang  z^ydj/^  so  könnte 
die  anfangliche  Schwingung  so  beschaffen  seyn,  dafs  sie  durch 
die  Scalen   CDC  und  jiYByjf  ausgedruckt  würde:     in 

^  JB        . 

diesem  Falle  bliebe  die  Zeit  einer  Qscillatiqn  = ,    ob- 

c 

gleich  für  den  Grundton  dieser  doppelt  so  langen  Kohre  die 

2AB       AÄ 

Qscillationszeit  =a  ■  =  — ;■  ist^     Eben  dies  kann  Statt 

c  c 

landen,  wenn  man  di^  Röhre  drei  oder  viermal  so  lang 
nimmt.  — >  Also  können  auch  diese  Röhren  aufser  dem 
Grundtone  bei  gewisser  Beschaffenheit  der  anfänglichen 
Schwingung  diejenigen  Tone  geben,  wobei  die  Schwin- 
gungendoppelt, dreimal,  vlernial  etc^  so  schnell  vollendet 
werden;  und  alles  stimmt  liier  ipit  dem  übercin,  was  wir 
yon  Röhren ,  welche  a^  beiden  Enden  oHen  sind ,  gefunden 
haben^ 

459.  Es  läfst  siph  hier  keine  Vergleichung  mit  der  Er- 
fahrung anstellen,  weil  es  uns  an  Mitteln  fehlt,  in  ganz 
verechlossenen  Röhren  Schwingungen  hervorzubringen,  oder 
wenig6i,tens ,  wenn  dieses  auch  möglich  wäre,  solche 
Schwingungen  sich  d v  äulsern  Luft  nicht .  mittheilen ,   und 


»   • 


/' 
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folglich  auTser  ^er  Rohre  kein  Schall  gehört  werden  konntet 
Denn  darauf,  dafs  vlelleichi  die  Wände  der  Röhre  mit  zittern, 
nehmen  wir  hier  keine  Rücksicht,  weil,  wenn  da«  der  Fall 
W<ü*e,  die  Oscillationen  nicht  mehr  so  ausfallen  würden, 
<wie  die  Rechnung  angibt.  Denn  wenn  die  Wände  der 
B*'>liTe  dei*  Luft  da^  wo  sie  zusammengedrückt  ist,-  nach-- 
geben,  so  wird  das' anliegende  Lufttheilchen  weniger  er- 
schüttelt,  und  die  Bewegung  wird  daher  in  einer  solchen 
l\.öliie  (sie  mag  übrigens  oiFen  oder  geschlossen  seyu),  bald 
auibqren,  statt  dafs  die  Theorie^ eine  tmendliche  Fortdauer 
der  Oscillationen  angibt.  Diese  aus  der  Natur  der  Materie, 
woraus  die  Rohre  verfertigt  ist,  entspringende  Verminde- 
Tun<T  der  Bewegung  ändert  aber  die  Zeit  einer  Oscillatioa  ' 
nicht,  und  die  Höhe  oder  Tiefe  des  Tones  wird  daher,  bei 
ofnen  Röhren ,  der  Theorie  gemäfs  gefunden, 

460.  Obgleich  aber,  wie  diese  Theorie^  seigt»  der 
Ton,  welchen  eine  Röhre  von  bekannter  Länge  angibt, 
v^öllig  bestimmt  i3t ,  so  kann  doch  der  durch  sie  hervorg(i(- 
Waohte  Schall  oder  Klang  sehr  mannigfaltig  seyn,  wenn 
die  Schläge,  welche  anfangs  die  Luft  in  Schwingung 
^set^en,  eine  verschiedene  Beschaffenheit  haben.  Ueber« 
legt  man  die  unendliche  Verschiedenheit^  die  hier  Statt 
finden  kann ,  wenn  bei  den  anfanglichen  Schlägen  oder  Er- 
schütterungen entweder  blos  die  Dichtigkeit  geändert,  oder 
blos  eine  Bewegung  ertheilt  wird,  oder  beides  mit  einander 
verbunden  ist,  so  scheint  es  fast  auffallend,  dafi  der  Klang 
der  Flöte  immer  derselbe  ist  —  nämlich  immer  sich  auf 
bestimmte  .Weise  von  dem  Klange  eines  andern  Instrumenta 
unterscheidet.  Miin  mufs  dieses  wohl  daraus  erklären, 
dafs  bei  dem  Blasen ,  wodurch  man  die  Flötentöne  hervor- 
bringt,  keine  so  unendliche  Mannigfaltigkeit  in  den  Sca- 
len der  Dichtigkeit  und  Geschwindigkeit  kann  bewirkt 
werden,  sondern  diese  Scalen  allemal  eine  gewisse  ahn* 
liehe  Beschaffenheit  haben ,  wodurch  das  Unterscbeideade 
des  Klanges  der  Flöte  bestimmt  wird.  Es  wäre  daher 
möglich,    dafa   der   Klang  bei  einer   ganz    verschlossenen 


i 
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nöhre  ganz  anders  beschaffen  wäre,  als  bei  einer  ofnen, 
obgleich  beide  einerlei  Ton  angeben  müssen,  i^enn  sie 
gleich  lang  sind,  4 


Vierter    Abschnitt. 

V       ■       ' 

f^on  den  kleinen  Schwingungen  der  Luft  in  Rdhreny 
deren  Weite  nicht  überall  gleich  ist. 


i    ' 


4^1«  Problem  gQ.  Wenn  die  Luft  sich  in  einer 
Röhre >  deren  ^Querschnitte  ungleich  sind,  auf  irgend'eine 
Weise  bewegt,  ile$e  Bewegung  auf  analytische  Formeln 
zu  bringen ,  welche  für  jeden  Zeitpunkt  die  Beschaffenheit 
derselben  angeben, 

Auflösung.  Wir  betrachten  den  anfänglichen  Zu- 
stand der  Luft  als  bekannt,  und  setzen  iür  irgend  einen 
Punkt  S  (Fig.  70.)  der  Röhre,  dessen  Entfernung  von  einem 
bestimmten  Anfangspunkte  A  allgemein  yf  5  =  «$  ist,  die 
anfängliche  Dichtigkeit  =  (),  die  Geschwindigkeit  nach 
der  Richtung  AB^  =  T»  und  den  Querschnitt  der  Rohre 
an  dieser  Stelle  =r  fl,  so  sind  die-Gröfseu  O,  T,  Q  gegebene 
Functionen  von  ^,  und  auch  die  Höhe  =  Z  dieses  Punktes 
über  einer  gegebenen  horizontalen  Ebene  ist  durch  S  be- 
kannt :  ^—  diese  Höhe  kommt  in  Betrachtung ,  •  weuu  wir 
auf  den  EinfluXs  der  Schwere  auf  die  Bewegung  Rücksicht 
nehmen, 

r^ach  Verlauf  der  Zeit  =  t  sey  jenes  li'iftthellchen 
nach  s  gekommen,  und  eä  sey  As  =  s^  und  hier  der  Quer- 
schnitt der  Röhre  =  «^  die  Höhe  dieses  Punktes  über  der 
bestimmten  horizontalen  Ebene  =z,  so  sind  z  und  «  be* 
kannte  Functionen  von  5 ,  f  selbst  aber  eine  Function  von 
S  und  ti     In' diesem  Augenblicke  sey  in  j,  oder  für  das 
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Xiüfttheilcfaen,  welche«  anfangs  in  S  war,   die  DicbtigKeit 

*  sc=  ^ ,  die  Geschwindigkeit  ac  «  na«h  der  Richtung  S  B^  der 

pruck  =  p^  M#e]cher  aus  der  Dichtigkeit  so  he^timmt  wird, 

d^fs  p  =  -T-  seji  so  sind  auch  9,  #  hier  Functionen  von  S 

und  t.     Wendet  man  nun  die  allgemeinen  Lehren  ({).  2'>5.) 

hier  an ,    so  fiqde^  man  folgende   Gleichungen  für  die  Be^ 

wegung 

fdil 

7=  pS2  un4 


=  —  &gdz 


dS 
Ai:dp  ^  ^gad<i 

WO  in  der  letzten  d  19^' Zeit  t  als  beständig  betrachtet  wird, 
daher  sie  auch  auf  folgende  Weise  kayu  ausgedrückt  w^r* 


-''[ä^^- 


SiQ  ertte  Qlei^bung  gibt  auch 


fds] 

oder  log.  ^r  s=  log.  .^  +  log.  g  —  log.  •  —  log.   I — | 
daber,  wenn  nun  blos  i^ aU  veränderlich  ansiebt. 


9 


(d, 


[dSi 


^dS  "*■  adS        m  [dSJ  ■"* 


m  ■ 


suhstituirt  man  diesen  Werth  in  die  Gleichung  für  j^   ao^ 
erhält  man  , 


b 


pdS       9dS}  [dSj  .,      bu 

.5T^ 


idsJia 


I) 


+^ 


[d*s-\ 

dFj  =  »' 


eine  Gleichung,  welclie  aufser  s  keine  unbekannte  Function 
enthält,  da  mau  z  und  •  durch  s  ausdrücken. kann,   und  alle 


<». 


IV.  Abs,  Kleine  Sdtwing^  dL  Luft  in  nicht  gUiehufiiten  Röhren.   S2S 

•   » 

übrigen  Gröfsaa  gegebpe  Functionen  von  S  sind.  Weiva 
aus  dieser  Gleichung  bestimmt  ist,  was  ftir  eine  Function  s 
sey,  so  findet  man  leicht  die  übrigen  zur, Bestimmung  der 
Bewegung  nöthigen  Gröfseu ,  da 


(ds 
dt 


£1 


(ds 


dS 


und  p  =  —  ist* 


4(S2»  Aus  dieser  allgemeinen  Glelcbung,  ipirclcbe  all^ 
^Bewegungen  der  Luft,  die  in  einer  Röhren  Statt,  fiudea 
j^öonen^  umfaCst,  müTste  niui  die  Grölse  ^  bestimmt  wer« 
den;  aber  die  Gleichung  ist  viel  zu  verwickelt,  als  da £1^ 
sich  r\9ic\\  unser n  jetzigen  analytischen  Kenntnissen  dieses 
im  Allgemeinen  ausführen  liefse.  Wir  müssen  uns  daher 
auch  hier  begnügen,  blos  die  sehr  kleinen  Bewegungen  zu 
betrachten,  welche,  bei  der  Entstehung  iuud  Fortpflanzung 
des  Schalles  vorkommen,  und  alle  andern  Fälle  vorbei 
lassen«  Ich  will  daher  die  allgemeine  Gleichung  auf  diesen 
bestimmten  Fall ,  wo  nur  unendlich  kleine  Schwingungon 
vor  kommen ,   anwenden« 

-  463.  Problem  pÖ,  "Wenn  die  in  der  ungleich  wei- 
ten Röhre  erregte.  Bewegung  so  beschaffen  ist ,  dafs  di« 
Lfufttheilchen  ihre  Lage  gegen  einander  nur  sehr  wenig 
äudem,  eine  Gleichung  anzugeben,  welche  die  Fortsetzung 
dieser  Beweg  mg  bestimmt* 

Au  f  ö  s  u  n  g.     Alle  Bezeichnungen  bleiben  wie  im  ro* 

xigen  Probl-me,   man  setze  aber  •—-  ssc*,  dafs  also  c  detf 

"Biau  i^ist,  welchen  der  Schall  in  einer  Secunde  durchläuft  *), 
so  ist  die  Gleichung  folgende :  , 


♦)  Wofür  man  nun  c'=s  ^^~^  oder  c  aa  ^ 


i>««(i+y) 


«etse« 

kann  —   je  nachdem  man    der  einen  oder  andern  Hypothese  dea 
Vorsug  jifct.  V  Vcrgl.  J.  43i,  43». 


^  I 


^td         li.  Tüu  IIL  JhA,  Von  der  Bewegung  der  Luft. 


1   fdsY  (^i]        {d*t't 
7^  \ds\    \dF}  *  [dS"} 


(dt} 


ds 


[dS} 


da 


(ds 


(d. 


adS[dSj 

i      dzfdtU 

"  T  •  57  \ds}  ' 


gdS[dS} 

Da  wir  nun  hier  annehmen ,    daCi  die  relative  Bewe- 
gung der  Lufttheilchen  gegen  einander  sehr  klein  sey,    so 

(dv) 
wird ,  ■  wenn  f  =s  S 4*  V   gesetzt   wird,    yrenigstens    \'r~\ 

sehr  klein  gegen  die  Einheit  seyn ,  gesetzt  auch ,  dafs  v  der 
Baum,  um  w«lchen  das  Theilcheu  <S  fortgerückt  ist,  ciiie 
beträchtliche  Gröfse   erlangen  könnte.     £s  wird  jetzt 


'ds\  _  (dv\       fd*s]  _  f^] 


ds\ 


und 


[d!»y^ 
[dS'} 


d5, 
(d*v} 


=  1  + 


(d 


dS 


dS- 


(dv] 
und  wegen  der  vorausgesetzten  Kleinheit  von  I-t-t!   kuus 


man  überall 


[dS^ 


=  1  setzen ,  blos  in  den  Gliedern 


dm  (d$^ 


ds 


dS 


da  ' 

üdS 

ds' 

Ts. 

darf  dieses  nicht  geschehen ,   weil ,   wenn  $  so  sehr  wenig 

.  .  ^«         ^^ 

von  »S  verschieden  Ist,    beinahe  -r—-  =  ;  wird,  und  da- 

uds       Üd6 

her  I  j^   g^^>^  den«  Unterschied  dieser  beiden  Glieder  ein 

j^rheblic^es  Verhältuifs  haben  kann.  Die  Gleichung  für  $ 
läfst  sicK  daher  jetzt  in  folgende  verändern ,  für  deii  Fall, 
flaiV  jedes  Theildten  äufserst  wenig  fortrückt,  oder  v  un« 
endlich  klein  ist: 


1 


(d^v\ 

7? 


/•ja 


d'v 


+  _ 


dÜ 


da   (dv]      hdt      dg 


mds      QdS  '  ßJ6  <i«Sj      ads      ^dS* 
Wo  man  auch,    wenn  s  sehr  wenig  von  S  verschieden  ist, 

dZ  dz  dZ 

V"ö  «tatt  —  setzen  kann,  und  tTs  als  eine  Function  von  S 
ao  as  aS  t 


IF.  Ahs.  Kleine  Schwing. d,  iMft  innichf  gleidiweitfin  Rohen.  '5£7 

SU  betrachten  hat  *)•     Da  ferner   ^  in  — p     überpeLt, 

llao         mds  ^ 

wenn  man  S  "^r  v  statt  S  setzt,  so  ist  auch 
dm  du  V  dQ 


mds       üdS       dS     'ildS' 

d9, 
Man  setse  der  Kürze  wegen       ,  -  =  Ü,  welches  ein« 

Function  der  einzigen  Gröfse  S  ist,  so  wird  ß  =  A^el^^^^ 
und  unsre  Gleichung  geht  in  folgende  über : 

1   pi;]  _  fd^v^  rdül        vdU       hdZ        dp 

c^ [iFj  ■"  [ds*l  ■**  ^ [ds]  ■*"  TT  ■"  JiTI  "*  pds' 

woraus  V  bestimmt  werden  muTs,  und  dann  ferner 

■  '  •{■+(Sj}  <■+"•' {■+[31)} 


=p{._t'.-&j}. 


1  j  ^ 

♦)  Die  Vjjrwcchselutjff ,    dafs  man    —  =      -    aeizt.  ist  aswar  in  di^ 

«ein  Falle  richtig ,  aber  man  -dari'  ni  ht  all^inein  den  Coeffirieiiteb 


Q  .  . 


diesem  Gliede  =  i  setzen;  denn  wäre  z.  B.  die  Röhr« 


rerticat,  so  wäre  =xr  1^    und  man  müfste  folglich,   weil  wie 

tlos  Glieder,    welche  zwei  sehr  kleine  Factoren  enthalten ^    we|;- 

d»/^xN^         d^r      ,      /'dv^^  ^    ^ 

lassen,     -1  —   1     =2:  —  (l+3i—    l)   setzen.  —     Auf 
'     df  \iisj  dt\^     \dSj  J 

d:e  folgenden  Uutcrsu(hungen  hat'  diese  Aenderuhg   weiter  keinen 

Emflufs,    weil  bJos  die  Bewegungen    horizpntalen  Röhren  uiiter- 

fiuuht  wird,    und  die  Gleichungen,    welche   hier  gefunden  werden, 

d% 
bleiben  auch  richtig,    wenn  —  sehr  klein,  oder  die  Röhre  ein^i) 

4thr  kleinen  Winkel  mit  ileia  Horizonte  maqfat^  .      i  .        B.- 


jftß       ^'*  '^  ^^^  ^'^«   ^^'^  ^  Bewegung  der  Luft. 


dS 


die  Geschwiüdlgkeit  a  aher  ist  ss 


464.  Die  ganze  Untersuclumg  solcher  Bewegungen, 
wo  jedes  LuftthcLlclien  seine  Lage  nur  sebr  wenig  ändert, 
beruht  also  auf  der  Integration  jener  für  v  gefundenen  Glei- 
chung,   bei  welcher  man  vorläufig  x bemerken   kann,    dafs 

bdZ        dQ      ^ 

—  —        '  ■  die  Intcgiatlon  nicht  erscliwe- 
Y<itS 


die  Glieder  — 


adS 
Ten  >   da  sie  blos  von  5  abhängen» 

Die  Bedingungen,  unter  welchen  sich  nach  den  bisbe^* 
bekannten  Methoden  das  vollständige  Integral  dieser  Glei- 
chung finden  lafst,  bangen  von  der  BescbaSenheit  der 
Function  U  ab,  welche  durch  S  gegeben  ist:  denn  nur  für 
gewisse  Formen  dieser  Function  lafst  sich  die  Integration 
ausführen. 

465«     Die  Integralrechnung  lehrt ,    dafs  einer  Differen* 

tialgleichung  von  der  allgemeinen  Form* 

1 
I         .... 


d*v 

dt'- 

= 

[dS»J 

+  u 

[dS\ 

TT.    +«T, 


wenn  17  und  T bekannte  Functionen  von  S  sind,  in  allen-den 
Fällen,  wo  man  sie  überhaupt  nach  den  bekannten  Metbo* 
den  zu  integriren  im  Stande  ist,  durch  folgenden  Werth 
von  V  Genüge  geschehe : 

IP  =  L .  / :  (S  ±  et)  +  M.f  :  (S  ±  et)  +  N.  f  :  (S  ±  et) 

+  0.f"':CS±  et) ++,etc. 
wo  die  Anzahl  der  Glieder  von  der  Beschaifenbeit  der  Fun- 
ctionen 17,  T  abhängt,  und  nach  der  schon  oft  gebrauchteu 

d.fiS  d.fiS 

Bezeichnungsart  f':S=i    ,        ,  f":  5=  — -r^  u.  s.  w.  ist. 

■  ^ 

Man  mufs  hier  also  diejjeQigen  Fälle  unterscheiden,  wo 
der  Werth  von  v  sich  durch  das  erste  Glied  dieser  Reihe, 
wo  er  bich  durch  die  zwei  ersten,  durch  die  drei  ersteu 
Glieder  u.  ••  w»  Tellstaadlg   ausdrücken  läfst.     Da  dieses 


IFk  Ahs»  Ktmhe  SjfhuAtg^  d.  Luft  in  nkktgteichw^it^n  RSktetu  589 
blos   von  der  Fimction  U .  im  vorigen  Probleme  abhängt, 

und  di(p8et=s'  war^  soläfst  iich  bestimmen,  wie  12  von 

S  abhängen,  oder  die  Gestalt  der  Kqhrß  beschaffen  seyn 
mufs  f  damit  v  durch  eine  bestimmte  Anzahl  von  Gliedern 
könne  ausgednickt  werden« 

•  -  r 

t^6*  Problem  g7»  Wenn  die  Luft  sich  ik  einer 
Röhre  so  bewegt,  ^ie  im  .vorigen.  Probleme  abgenommen 
ward,  zu  bestimmen,  wie  die  Querschnitte^  der  Rohre  von 
«S  abhängen  müssen ,  damit  v  durch  eixt  einziges  Glied  der 
IntegraUormel  könne  ausgedrückt  werden« 

Auflösung.  Wir  setzten  vorhin  den  unbestiq^mten 
Querschnitt  dßt  Äöhre  O  s;=  -rf  •  «/  UdS^  uud  die$  führte  uns 
auf  folgende  Differentialgleichung  des  zweiten  Grades: 


I 


\dS- 


.     ;dv]  .     fdtn     bdz     do 


[dSj     '    '  [dS)        adS 

Es  soll  jet^  U  $0  angenommen  werden,'  d^fs 

v±=zL.fi  (5  +  eO  +  O 
werde,    und  L,  O  Functionen    von  S  aii)d>^    Aus  dieiem 
Werthe  findet  man : 
M^ol  ^iL  .     d*L^  d*0 

[ds^\^^r'^^^'^i''ds^^^^^^ 

dL  dO 

LdU      .    OdU ■ 

bdZ 
""  ZdS' 
dQ 


dU 
bdZ 

dg 


QdS 
und  diese  Glieder  mtaiqttuKt  müssfitt 


gdS' 


t 

■d»v' 

Idt*] 

as:  L  ./* :  (5  +  f  t)  «eyn. 

L  1 


I  — 

530     ./  U«  Th.  in.  Ahh^  Von  der  Bewtpmg  der  Lufu    . 

i 

Da  non  die  Function  f  uhbesUmait  bltiben  coli«  ao  0^ 
hält  man  folgende  Gleieliungen  ; 


I. 


n. 


«25 


AS 


+  £,ü=o, 

«iL       LAV 


iS 


==0 


d»0       üdO  +  OilJ      hdZ       dö 
^^     dS^^  dS  adS        p43 


üf> 


iie  sweite  dieser  Gleichungen  gibt  integrirt 

dL 

-Tc"  +  UL  =  Consta 

und  wenn  man  diese  mit  der  ersten  Tergleicht>  so  wird 

dL 
'  —  -JV  SÄ  Const,  und  L=:m3  +  fi. 

a«  dQ 

daher  17 sä—    '      ,   ■   =  — — , 

«4S  +  J8       üdS* 

da       —2udS  f» 

folglich  -~  = "  —         ■' 


Q 


»S  +  ß' 


Q  s 


C»S+ß)*' 


und  wenn  die  Querschnitte  durch  diese  Gleichung  ausge- 
druckt werden ,  so  läfit  sich  v  dnrch  ein  eioKiges  Glied 
jener  Reihe  ausdräckeua 


Das  Integral  der  dritten  Gleichung  wird 

dO  hZ 

d^+^^-  — -log.  p^Const.. 


oder,  weil  ü  = 


S-^ß 


f        *  ^ 


«10 


n»OäS        h 


welche,  mitimS  +  ßy  dividirt  und  integrirt,  gibt 


JF^Abs»  KUmeSiAming.€LZMft{niüchtgUkhwe{t0n  Bohren^  ^i 
iJlemal   also»    wenn   die  Giftsuilt  der 'Röhre  lo  beschaffen    - 

ist t  de(s  Q  =      ^,    ^ ,   so  ist  das  vpllständige  Integral 

der  Gleichung,  welche  die  Bewegung  Bestimmt, 

(b  ) 

.     dS    —Z  +  Const.  +  log.  p 

denn  statt  der  Function  j  :  («S  +  c/)  mufs  man  swei  Glieder 

•etvan,  weil  c  positiv  und  negativ  darf  genommen  werden« 

• 

4(^7* '  Diese  Auflösung  umfafst  auch  die  überall  gleich 
weiten  Röhren,  und  wird  auf  diese  angewandt,  wenn  man 
«  =  o  und  /S  =  1  setzt ;  sie  ist  aber  von  viel  weiterm  Um- 
fange,  weil  sie  für  alle  Röhren  pafst,  deren 'Querschnitte 

durch  O  =s    '  ^,  ,  ^^^  ausgedrückt  werden. 

4tf8'     Wenn  hier  v  nach  der  gefundenen  Formel  be* 

stimmt  ist,  so  erhält  man  auch,  da  17=  — l.    ,      ■  ist,  die 

mö  x  ß 

Dichtigkeit  des  Lufttheilchens ,    welches^  um   den  Raum 

SS  V  fortgerückt  ist,  y  =  p  M  +  ^^  ,      —  J^j ,  und  die 

(dv] 
Geschwiadigkeit  ^  =  |t~  >  oder  wenn  man  die  gehörigen 

Werthe  setzt :  -- 

^r=  I— C 2  — log  (>  +  «r  1  CS  +  et)  +  « A  :  (S—  et) 

^  ^-S.(«,S+^}r:C5+cO— (««S+ÄA':(S^cO 

mnd«  =  c(«S+Ä.r:(5+tfO— ^(«^+«A\C^— cf). 

.469«    Nimmt  man  an,   dafs  die  Röhee  rund  ist,-  oder 
alle  ihre  auf  die  Ake  senkrechten  Querschnitte  kreisförmig, 
so  ist  die  hier  bestimmte  Gesteh  hyperbolisch  conoidisch, ' 
sie  entsteht  nämlich  aus  der  Umdrehung  der  gleichseitigen 
Hyjperbel  KCM  (Fi^  89-)  «m.ikre  J^rmtote  JB.      Fär    < 

LI  « 


1 


/ 

I 


55g         II.  Tk.  llL  Ahth.  Van  der  B^mgung  der  Luft. 

diese  Hyperbel  ist  bekanntlich  SM^IStria^i  die  Wett# 


iga' 


IS 


.>2' 


Nenht  maii 


der  Röhre  in  <Sv  wird  also  srzi^.  SM^  =: 

ß  ;  . 

also  die  Entfernung  i^  =  —  und  AS  irn  5^    S0   wird 
mS  +  ß 


ir«*«* 


IS= 


«°^  ^  =  ;  c-i-^:»>  folglich  y^ss  wu^  »*. 
»  («0-1-/8;*       "      •' 

tn  einer  solchen  hyperbolisch  conOidischeii  Röhre  werden 
ixe  sehr  kleihen  'Schwingungen  Ider  Luft  ftlso  durch  die  ge^ 
fundetie,  ziemlich  eita^che  Gleichpng  bestimmt)  Das  Ge^ 
wicht  der  X^uft»  worauf  wir  vorhin  bei  den  cylindrischen 
Röhren  nicht  slthen^  erschwert  die ^ntei-suchimg  nicht.  un4 
bringt  auch  in  den  Resultaten  keine  .Aenderung  .  hetvor^ 
wenn  die  Röhre  uur  einen  seht  kleinen  Winkel  mit  d^m 
Horizonte  macht« 

f 

470.'  Problem  98.  Wenn  die  übrigen  Voraua* 
fetzungen  für  die  Bewegung  der  Luft  dieselben  bleiben» 
zu  bestimme»)  wie>  die  Gestalt  der  Röhre  beschafFen  seyn 
muss,  daniit  der .  vollständige  Integralwerth  von  v  durc& 
^wei  Glieder  ausged^^kt  werde^i, 

AuflÖMing*  jKs'']1)uTs  ulse  bes^mmt  werden ,  wia 
die  Function  Ü  beschaiFen  seyn  müsse,  damit  v  durch  fol- 
gende Form  könne  ausgedrückt  Verden: 

v  =  0+M  .f  :  (S  +  ct)  +  L.  f:  CS  +  et), 

'wenn  Lf  Mt  0  blos  von  der  veränderlichen  G-röfse  S  ab* 
hängen.  Substituirt  man  diesen  Werth  von  c;  in  die  Diüe*' 
rentialgleichung  (Q,  463.),  so  wird:  ^ 


<»  =  < 


►  •     "1. 


OdÜ 

"TT 

bdZ 


MdU  LdU 


♦      •«   • 


Da  hier  die  Fanctioue»^  f\  f "  •  •  •  unbestimmr  blei« 
Ven  sollen  >   so  pr^iält  mao  yi^r  verschiedene  Oletcknngen, 

.  tdM  '■' 

«i*M      »dL      VdM+MdU  . 
II,    -r7r  +  -T;r+' — — ^  +  ÜX.  =  o, 


+  - \- 

dS*    •    dS 


dS 


DI, 


TV. 


d»L        UdL  +  Ldü 


d6» 
d«0 


<2^ 


^^    +17^0+ Od  17— —d^  —  -^  =  0; 

dl  ^ 


die  dritte  dieser  GleÄchungeit  gibt  j-^  +  VL  =s  A^     und 

4   wenn  man  den  faiedurch  bestimmten  Werth  von  17  in  die 
erst^  Gleichung  setzt,   so  ist  MdL  —  £  LdM  s=:  JMdS,  , 

~    ,  dS       .  zdm, 

folglich  L  ==  ^MVjjj.  und  17=-  ^^^^.  ' 

Sübstitaiit  man   di#se  Werthe  in  der   zweiten  Gleichung, ' 

'80  eihält  man  —  TTT  +  ^  yf  +  , ;,       J  _  .^  =  b. 


dS* 


dS        i  iW* 


•1 


I 


534  '^  ^A*  ''^*  Ahih^  Von  ier  Bewegun^f^^  Luft^ 

Es  $ey  y  —  =  R,  also  d5  =  iff*  AR,  so  ist  auch 


JW- 


^*^_^  £^_     ^^ 


■     w«  ■  ■      • 


♦  * 

die  letzte  Gleichung  lafst  sichvdaLer»    wenn  man  mit  dS 
multiplicirt,  «o  ausdrücken: 

dDA 


—  d. 


M 


^r^  +aJM'dR+ijatRdM  SSO, 


welche  Integrabel  wird ,    wenn  man  sie  mit  K  m«ltiplicirt, 
und  dann  gibt  ' 

RdM  I 

weil,  wenn  man ^theilweise  integrirt, 

•'       •  ai*dR'~  M^dR  "J  m*  ^  M^dR'^m 

ist.     Die-  letzte  Gleichung  gibt ' 
RdM-^MdR 

— ^rH~=^^/^*  +  ^'         ' 

daher,  wenn  man  MA  =  x  setzt,     t 

R*dx 

,      AK  dx  dx  Adx 

oder  -rrr*  =5 


R*        **(^x*  +  f^)        Bx^        B{Ax^^Sy 

B         I  ,;   Adx 

daher 


R  =  7+/: 


Es  wird  also  R  durch  jr  bestimmt^  und  hiedurch  sind  dan« 

die  Gröfsen  M,  L,  t/  ebenfalls  bestimmt.     Da  aber  flf =fe  — 

R 

,  ,  jf*dR  dx 

war,  und  a5sÄ  üPcJR  =-—-,  seist  JS  = 


da  2dM 

ferner  UäS  =  —   as  —     ■ 

C        CR* 

und  öcs  -— -  =  — —, 

M*         X* 


iV.Ahsi  Mi^iMjSthm^gyd.  Lm/i  in  nicht  gUichveittnBShren.  ^55 

Wir  wollta  vnt  «lieser  Gleichung  diejenigen  Fälle  ent* 

wickelu ,  wo  Q '  durch  S  algebraisch  beistimmt  wird , '  wel« 

chet    geschieht,     wenn    19  3=  o    ist;     denn    aUdann    ist 

rffl         dx  I         1,+D*»  3-^** 

^  =  — «nd^=.-^-j^,    Ä  =  ^-r^p^^.  daher 

1  +  Dx^  dx 

3f-_ .    Da  nun  d5s= '-7-rt.«o  >•* 

i  '  1 

■: —  S5  -r-,  y<  5  — r  E,     oder  Jf 


Wtd  endlich  &  = 


L  SS 


3  (is+ E)*      • 


<  I 


Die  vierte  Glebhung  gibt  ^etzt  auch  die  FunctIoA  P 

#n  i  d:a  alles,  übrige  bekannt  ist ;  es  wird  nämlich 

dO  h  Q 

,         _  + UO_-Z- log.  ^==0, 

Oid      h  Q  • 

04erdO+-7r  ^-^  ZiS-^  dS  log.  "tt  ?;;;  c^t 

Q^-lüi$    -Z+log. 

Wir  wollen   die  Veständigen   Groben    etwas    ander« 
fuwdi'Hclfien«    damit  für  die  Ab^ciss«  ^S.  det  Qu^schnitt 

weide;  dieses  ändert  .den  Au«dni«k  für  O  nicht,  abexe«wii]d 

iiad  endlich 

»Ä  O  +  JW  ,  r  :  (5  + et)  +  ir  :  (S +e») 

worau»  f  und  «  bestimmt  werdexr. 


/ 


t  " 


1 


53^        IL  Hb.  U/,  Jhtk,  Von  dtr  BmvtgUngiiär  Luft, 

47i.  Di^  Werth«  von  L  tmd  M  können  fdlemnl  noch 
durch  einen  will)(urUcben  beständigen  Factor  multiplicirt 
werden,  den  Inan  aU  mit  in  der 'uiibestimmten  Fnnctioxi 
enthalten  betrachten  kann:  man  mufs  dieses  deswegen  be^ 
merken,  well  ^uwellen  ein  solcher  Factor  nothig  s^yn 
könnte ,  um  die  Werthe  von  v  so  klein  zu  erhalten ,  wiet 
wir  vorausgesetzt  habfn. 

Wäre  zum  Beispiel  y  c=  'v»  upd  y*  =x  it*y* ,   so  wurde 

'ö  =  «*jC*^"^i^)*»  "'^"^  ^*®  Bohre  hätte  eine  conische  oder 
pyi;ainldali6che  Gestalt:  damit  alsdann  M  und  L,  nicht  un« 
endlich  werdexi^  mnfs  m«n  die  gefundenen  Werthe  mit  ^ 

diyidircn.  al.o  m^f-  T^ZfJ^  ^^^  ^=(.5  +  ^). 

setzen ,   und  les  wer'den..  sich  alsdann  die  OscUlationen   vx 

solchen  Röhren  bestimmen  lasien^  ~       ■  ' 

*  "•        '  /*  ' 

472.     Wird  y  =;  o ,    sq  ist  12  =        q  j,  ?)4  »   folglich 

hat  die  Rohre  eine'AOlche  Gestalt,    dafs  die  Quersohnitttt 
sich  umgekehrt  wie  die  Biquadrate  der  Abscissen  verhaltöii^ 

In  diesefai  Falle  ist  M=. —  («5+/5)*iindLÄ— |(«S+/S>, 

3  * 

Allgemein  aber  }^attn  die  im  Pr^bleih^gefundne  Gleichung 
für  Q  (J^'^S'  9<>0.A^^  Röhren  angewandt   werden,    welche 

'  :    d^  X 

durch  dieUmdrehune  einer  durch  die  Gleeichungyss    ,  ■    ■ 

ausgedrückten    hyperbolischen    Linie    entstehen,     Wenn 
.  yrrr  SM  die  Ordinate  i$t,  welche  der  Abscisee  x^^AS 
-zugehört»     Diese  Linie  schneidet  die  Axe  in  A »   und  ha^ 
swei  auf  einander  senkrechte  A^yrntoten  GH^  KL. 

4>^5.  Pas  l^roblem  Kfst  sich  aber  noch  auf  metarere 
Fälle  anwenden,  wo  die  Gestalt  der  Röhre  durch  tranacen* 
deute  Gleichungen  bestimmt  wird.  .Wir  beschränkteii 
nämlich  die  Auflösung  durcl^  die  Voraussetzung ,  dlfs  ditf 
eine  beständige  Gröfse  £|  =:  0  seyi|  ea  sey  jetfct  Stsa^Am^ 

/und  ij  =:  ~-*t  60  gibt  die  Gleichung 


4 


:hmttg.fl0  Luft  inmchi gUich 
dx  m        dx 


dS  = 


Ax^  +  ß         «  im^^x^y 
X  Silin  taug  («  ä  +  /5> , 
woraus  ferner  folgt  ' 

--r-  pz  *  S  +  r  +  Cotang  («5  +  ß) , 


üf  = 


«<S+y+  Cotang  («  5 +  /8)* 
I  +(«  Ä+V) .  tangC»  5+/8) 


X(  ==       '   ■  ■  • — ^ 


<■  I  * 


» 


m ,  Cotaug  («  5+  /SJ 


[  1+  («5 + y;  tang  («*f^)] 


*» 


474,     Die  vier   GUichbngcH,    dib  wir  im  Probleme 
^ndekt,  .  hättea  .sich   rio<ii  .l*icjxter  Itvflösen   laiaen.     Die 

frste  gab  nämlicb  U  ^r-  jJJJ.»  setzt  man  luer  i  =  My, 

90  ist  MU  =—  -JJ-    ^J^i  LU  z=;  '^  ^   ^^    } 
Berthe  in  die  zweite  Gieicbimg  gesetzt,  geben 

d^M  \  r     '.  dM 

—p.   +  üd  .  My  ^^  d,r^  r^  ^ydMrsO, 

oder  —  -nr  +  ft-Mdy  =  o, 


diese 


pie  dritte  Gleichuäg  iftbet  kAun  mim  jjetzt  io  ausdrücken : 


oder  JISra*y  —  ydt^iff  =?=  o7 
M  Y 


538         '^  ^  ^Ä  ^foX^  Von  der  Bop^ung  der  Luft^ 
welcbe  $  vkit  der  rorlgen  vergUcfaen ,  gibt 

dy  =  (y»  +  m*)ii& 

Will  man  aus  dieser  Gleichuug  die  algebraÄlcben  VVet» 
the  bedeiten,  welche  y  etbalten  kann »  so  setze  man  mssoj^ 

y  •'    r       •5  +  /S' 

Die  Gleichung Md*y -^yd*M^o  gibt 

Mdy  — ydilf„~^d5, 

^      -^  .  4 

4.her  -  j  5= -r/4  5(« 5  +  /9f  =i  ~  [(« 5+y8)' -y], 

endlich  0  =  _;^-j^j5_--j,  ^«  vothip. 

475.  Es  gibt  aber  auGBer  den  Fällen ,  wo  Jie  Formelm 
algebraisch  werden,  und,  wo  sie  vom^  Kreise  abfaäagen, 
noch  einen  dritten ,  wo  sie  Exponentinlgröfcen  enthalten. 
Man  kann  nämlich  in  der  Formel  des  letzten  g.,  wo 
dy  =  (y*  "»•»«*) d*S  ward»  m*  negativ  annehi^e^»  oder 
iy  =  (y*  •— m^^dij  setzen,  so  wird  ^  '      . 

^(mS  +  rt  .t=  log.  <——  ;■  V  . 


oder  VAS  m  •   r =—    • 


alsdann  wird 


l— .««(ifiÄTM)  » 


tV.  Ahs.  KUine  Schwhig.d,  Luft  in  nidagUckumtmi  RlAren.  S99 


«nd  Q  SS 


[(m5+*— 0^*C"»^ti»)+m5+A+i]*' 


476.  Froblaxn  99.  Die  Falle  pi  bet timmeii ,  we 
die  Form  det  Rohre  bo  beschafiFen  ist ,  dafs  der  Integral- 
wertk>  von  v  sich  ^urch  drei  Glieder  der  oben  bestimmten 
Keihe  vollständig  ausdrücken  lasse,  v 

V 

Auflösung,  Das  vollständige  Intecral  der  Difle- 
rentialgleicfaung  des  zweiten  Grades ,  welche  die  Bewegung 
im  Allgemeinen  bestimmte,  soll  hier  seyn : 

Da  die  GröIse.O hier  eben  so  bestimmt  wird,  wie  vorhin, 
so  will  ich  blos  *die  CoeflBicienten  der  Functionen  f^'^  J*^ 
etc.  hersetzen ;  man  kann  sie  leicht  in  folgender  Darstel^ 
lung  übersehen/ 


f"':  iS+ct) 

1 

/":(5+c0 

f'i(S+ct)   f:(S+ct) 

+  N 

1     '^^    \ 
+  'dS    , 

d*N  . 
"**  dS* 

ft 

■   »                                                    • 

+  ^' 

adM 

"^  dS*       V 

• 

• 

+  UN 

m        •                           _ 

+  L 

-^^ds 

idL 
+   dS 

^  dS* 

\ 

« 

+  UM 

.      dM 

> 

• 

r 

• 

♦ 
•  •          • 

+  .^55 

du 

<2L 

—  J/ 

—  L 

• 

> 

54o        //.  Th.  in.,Jbth.  Von  der  Kiw^glmg  ier  LUft^  '■-. 
UieraQB  folgt: 

d»  N     '2'dm  '    UdN+NdU 

rf*M      arl.£       VdM  +  MdU 
in.    -r- 1-  H r  +  '    '  ■    ,  ^  +  IfL  =  ö. 

^-   d55^  + 51 '  =  ^-     . 

Man  setze' ilf  =  Nyj  L  3=  Ns,  so  gibt  die  erste  Gleiclfting 
2ciN  ftydN  ^tdN 

und  die  z^veite  l&fst  sich  nun  in  folgende  umformen : 
i*N  ydJS+Ndy  d^  N        iyäN 

dS*^  d6'  dS*  d5     —  ^* 

d*N      aNdy 

Dte  dritte  Gleichuiig  giH 

I4d^y+2dNdy+yd^N^         zdN+Ndz^^    Zyd^N 

»dNdy       »tdN 


oder  m. hTT^-^  + 


o 


o 


dS^  '       dS     "^"^ 

und  die  vierte 

NdV+2dNdg+zd^N      adtdN  +  2td^N 

-        -T^s^ :-•- jj;; ^  =  .. 

oder  IV,  -  i»  r  Nd^z-^  i4^N=  q, 

,    ■         d*N 

Mhln  erhäk  daher  für    -—  ^inen  dreifacheA  Werth 


d*N  »dzdS+d*y       dH 


N 


ttdydSss;- — ^ 


.z 


1 


^  »« 


i^d  datier '2 ^djrd 8  ='d^^+  2dzd5^ 
und  yd^ie  —  zj:^y  zsi  Zzdzdß^ 


I 


V 


y.j^hs*^KlHneSchmnf.d.Lnfi  in  facht  gfeickwAen  Röhren.  54  <    ^ 

D»t  Integral  der  letztern   ist  yäz*^^  zdy:^:^  dS  (z*  +.udQ« 
das  Integral  der  erstem  dy  +  2zd*S  ^=:  dS  (y*  +'5}f 
oder  d7  =  <iS(y*  —  ar+ B), 

dividirt  man  jene  mit  dieser^  so  ist  ^ 

ydz  — zdy     ^  z*  +  ^ 

dy  y^—iiz  +  ß* 

leb  setze  tiszuy^  so  .wird,  aus  dieser  Gleichung 

y^du  u^y^  +  Ji 

oder  y*r?M — 2«y'  du-^r B y^ du:=r:U^ y^ dy^' A dy^ 

woraus  sich  nur  dann  mit  einiger  Leichtigkeit  ferner^ 
ScVilüsse  herleiten  lassen,  Wetin  ^  =  o  und  J5  =  o  ist. 
Alsdann  bat  man  die  homogene  Gleichung 

y*du -^^  auy^ur=  «*  dy^  oder  y*  d ii  2=  J .  u* y. 

Diese  Gleichung  muls  mit  u^y^  dividirt  werden  >    tmi 
integfabel  zu  seyu^  und  gibt  dann 

•— r  +  -T-r  —  -T-  oder  y  =.    ,  ,    , 

3  m'  ji* 
und  2  =  uy  =.  — r-t — r  .     Jetzt  wird  auch 

dy  ydz  —  zdy  y 

JSä    ^     ^       =^- ; ^,  daherS=— -+Consti  ' 

y^ — 9.uy  z*  '  z 

i  /S  * — «  , 

oder  — =s  — 5— — »      m  =  — r*-: —    mithin  ferner 


«' 


oder^    wenn  man  —  =r:  y^  setzt , 


Aus  der  Gleichung  IV.  folgt 

Adu, 

Nd2^zdN=zAdS.z:t:  -rr  , 

V        • 


I 

I 


S^        JX  Vi.  lU.  Aiüu  Von  der  $M0SUHg  der  l^ft. 


9«*ii* 


welche ,   mit  z*  =  rrirTT^  lÜvidirt ,  gibt 

Bdu 
'— 5-C»'+y'tt^)*  und 


N 
z 

N 


z 

£z 


y«    H 


»»y» 


5«*J 


'     und  N  =s—  Cz+  --;■(»«  +  5»' r' «'  —  57*«**)»     . 

•der,  wenn  man  die  Werthe'dei  beatändigen  GröDien  an- 
den  aunttaimt,       ,    . 


N  = 


(•^+/8)'— r» 


Hiedurcli  wird  der  Qnerscbnlttp  bestimmt,  da  8  s: 
i$t,  und  es  wird    . 

0  aber  wir^,'  wie  v«rhin , 
.0  =  -/0d5 


M' 


'  PI 
-Z+log- 


und  wenn  die  hier  bestimmte  Gestalt  des  Röhre  Statt  findet, 

C 

daCi   O  s=s  "jjj ,  so  ist  vollständig 

»=ö  +  N.r:(.S+c»)  +  I*r.r:CJ+ct)+JL.r:(5+cO 
.   +Nä":(5— cO  +  i»fA':(5— ct)+I,A:OS— «0. 

477«  Diese  Auflösung  ist  nicht  Völlig  allgemein ,  Weil 
Tvir  in  der  Gleichtirig  «wischen  y  und  z  zwei  beständige 
Gröfsen  =  Q  gesetzt  haben ;  aber  denuoch  umfalst  sie  weit 
mehrere  Fälle,  als  das  vorige  Problem  in  seiner  gröfsten 
Allgemeinheit  um&Jjite» 

Die   einfachsten  Falles ,    die  hier  vorkommen,    findet 
man»  wenn  man  y  z=zo  setzt«    .  Alsdann  wird/ 
"  ^  '     B 


(«  6\+  ß) 


z  • 


1 

* 


tind  wenn  einer  der.  beständigen  Coefficiemtexi  A  öder  JB» 
aco   ist,    N  =  («S+/3)--a    oder  N  =x:  (^uS  +  ^y.      In' 
]f  nem  Falle  wird  Q  =  C  •  («  5  +  fi)\  in  diesem 

'478-  Unter  den  Fällen,  «da  i;  durch  ein  einsi^ea  Glied 
der  Reihe  ausgedrückt  ward ,  gab  es  auch  ewei  einfachere, 
O  =  C  .  C«*S  +/8)^  und  O  t=  C  (ttS+ßy-  K  Ward  v  durck 
zwei  Glieder  ToUständig  bestimmt,  so  konnte 

tt,=i  C .  C««y  +  /8)*  und  O  =  C  .  («  5  +  ^)-  ♦ 
seyn;  und  hier  fiuden  wir  als  die  einfachsten  Falle'' 

Ö  =  C  .  («.S  +  /S)^  und  a  =  C .  {mS  +  ßy-  « 
Es  läfst  sich  also  voraussehen ,  dafs  wenn  man  weiter  fortv 
gienge«  die  Auflösung  immer  gelingen  würde,  wtjui 

ist,  und  A  kann  jede  gauze  Zahl  bedeuten. 

479.  Aufser  diesen  einfachsteh  Fällen  aber  Ist  die  Auf- 
lösung des  letzten  Problems  in  unsähligen  andern  Fällen 
möglich ,  welche  alle  aus  der  Gleichung 

.    y^du-— All y' du— tt*y* dy+-By*ci«— -<fdy  =5  Ol 
hergeleitet  werden  munen.     Wir  haben  vorhin  diese  Glei- 
chung unter  der  beschränkenden  Voraussetzung  aufgelöst^ 
dafs  ^  =  JB  =3  o  sey ;    die  Auflösung  gelingt  aber',  auch^ 
wenn  man  blos  ^  =  0  setzt,  oder 

ydz  —  xdy       du 

dS  sss  — — — —  sa  ---. 
X*  u* 

Aladann   wird  y^du^^  2uydu'^  u^dy  +  BdussQ^    und 

wenn  man  u*y  =:  x  annimmt, 

x^  du 

•— r- —  d* +*B  J«  =  o, 

t  1         du 

oder  d  ♦  — +  JBdM. -^  + -r  =  0,  ' 

X  jr*        «* 

.  laß. 

welcher  Gleichung  der  Werth  —  aa  — .  4.  -—  Qenüge'thut, 

^  X  U  H^ 


./ 


544      Ä  'T^*  ^''»  ■^**^-  f^^^  <^''  Bewegung  der  Lufu 
indem  diese  gibt 

.    U*  U'  U*  .  «*  tt^  M* 

JMati  muis  also  ß^  ^sz*^  jr  und  «  =  —  z=  —  /3*  nehmen^ 

und  tat    mithin     —    £=:  — -  — T"  "1"  "^  als  einen  speciellen 

Pall,     welcher    jener  Differentialgleichung    Genüge    thut« 
XJm  das  voQstäudige  Integral  ^u  finden,  setze  man 

X  ß^        ^ß  t      , 

OS  u  u*  p 

i  päu       Sl  pdü       du  ' 
90  wird  dp  — • 1-  +  ■—  =.o,  ' 

well  die.  übrigen  Glieder  sich  aufheben«     Diese  Gleichtog^ 
mit  '~~^*  multipllcirt  und  integrirt ,  gibt 

Ä  2 


p.«    ßn  ßn  Q 


M*  2/3  2^   ^ 

oder  p  2=    '  '   ^  '    <'•■''  -^'  — ~  4 
'    ^  2ß  2ß  ^ 

'         1             ß*   ,    ß    >        .  .    ^/^  i 

und  —  =5 r  "I  +  ■    V"  '      !.' 


.& 


+  — 


hieraus  la'fst  sich  y  und  z  durch  u  bestimmen ,    und  'ntti 
findet  dannjelcht  die  Werthe  von  N,  M,  Z«  undfi«     . 

480«  Auch  wenn  der  Werth  von  v  mehrere  Glieder 
enthielte )  würde  lyian  durch  ähnliche  Rechuungsmethbden 
die  Figur  der  Röhre  und  die  Coefficienten  £«,  M,  N  bestim- 
men können,  obgleich  die  Rechnung  immer  verwickelter 
wird.  Man  würde  so  immer  mehrere  Formen  der  Röhfrp 
finden ,  Bei  welchen  die  Bestimmung  der  unendlich  kleinea 


N 
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Schwingungen  der  Luft  nach  diese):  Methode  mö'^lich  ist» 

lind  immer )    wenn  man  annimmt  j    d'afs  der  Werth  Von  i^ 

noch  ein  Glied  der  Reihe  (g.  465.)  miehr  enthalte,   erhält 

man  <eine  unendlich  Mal  gröfsere  Anzahl   von  Fällen^    als 

weno'  dieses  Glied  tiicht  mehr  rotkommen  soll;     Dennoch 

ther  bleiben  unendlich  viele  mögliche  Gestalten  der  Kdhr0 

Ausgeschlqssen  ^   für  welche  sich  die  Schwingungen  (nach 

dieser  Methode  wenigstens)  der  Rechnung  nicht  unterwer*  ' 

fen  lassen.     Wir  bleiben  hier  nur  bei^den  einfachsten  Fällen 

stehen,  und  da  bieten  sich  uns  zuerst^    nächst  den  cyllndri«* 

sehen  1R.öhrenj.  die   hyperboli^iih   conoidischen    dar,*  füi^ 

welche  die  Auflösung  unsers  Hauptproblems  wenig  scbwie- 

Tiger  wird ,    als  bei  den  cyliudrischen  Röhren :    denn  auch 

hier  witd  »  durch   das  erste  Glied  der  Reihe  vollständig 

ausgedrückt.      Unter   denjenigen  Fällen  ^    wo  ^  im  W^rtfae 

von  'V  zwei  Glieder  vorkommen  1 

1^=5  0+Mfi(S±ct)+Lf:(S±€t)^ 

sind  die  conischen  Röhren  die  merkwürdigsten ,    Wo  nafn* 

lieh  0  =  ^5*  wird ;  es  gehören  aber  auch  diejenigen  Röh» 

,  A  ,  *AS^    ' 

renhieher«  für^  welche  ß  == -rr  j^  oder  aber  fi  ==  -^-^ — i— 

ist)  und  unzählige  andre  Formen ^  die  durt:h  transcendentö 
F^unctionen  ausgedrückt  vrerden*  Enthält  der  vollständige 
Werth  von  v  noch  mehrete  Glieder,  «o  wiirden  die  Rech* 
nüngen  schon  äuferst  verwickelt,  und  es  würde  wenig  in- 
teressant seyn^  diese  FäUe  umständlicher  zu  Untezsttcbeot 


M  m 


4 
I 


^4fi      Xf.  T/i.  III.  Jhtk   f^pn  dsr  ßenf^ffuif  imr  Luft. 

Fünfter     Abschnitt. 

Von  den  Sciavingungen   der  Luft  in  Jtyperbolisch''^ 

coiiqidischen  RöJiren* 


481.  Prob.lcm  loo»  Wenn  Ai&  Rohre  die  Geitalt 
dixies  Couoids  hat,  welches  durch  Umdrehung  einea  Bo* 
gens  det  gleichseitlgea  Hyperhel  yi  B  (Fig.  91.^  um  ihre 
Asymtote  i  L  entstanden  ist ,  und  es  wird  in  dieser  Köhre 
die  Luft  in  Schwingung  gesetzt,  die  fernere  Bewegung  det 
Luft  für  jeden  Zeitpunkt  zu'bestimmei;ik 

• 

Auflösu]>g*  Es  sey  I der  Punkte  wo  die  A^jrmtoten 
der  Hyperbel  sich  durchschneiden  ^  utid  wenn  man  IS^i^S 

C 

nimmt,   so  «sey  in  S  der  Querschnitt  der  Röhre  A^  sc  "T^q* 

Ferner  bezeichne  Q  die  in  <S  Statt  findende  'Dichtigkeit^ 
T  die  Geschwindigkeit  nach  der  Richtung  IB  f(^r  den  an* 
ffinglichen  Zustand,  so  wird,  wie  wir  vorhin  ($.  /^ö^)  ge^ 
sehen  haben,  der  Raum  Ss  s^v^  durch  welchen  eben  daa 
Lufttheilchen  am  Ende  der  Zeit  ss  t  fortgerückt  ist,  wenn 
wir  dort  «  :=  1 ,  fi  =  o  setzen ,  und  auf  die  Wirkung  der 
Schwere  keine  Rücksicht  nehmen  | 

»  =  5* /^  iog.  J-  +  Sr  ;  (5  +  cO  +  5A  :  (5  — irt), 

und  €  bedeutet  hier  den  Raum,  durch  welchen  der  Schau 
sich  in  einer  Secunde  fortpflanzt» 

Für  eben  den  Zeitpunkt  wird  desselben  Theilchens 
Dichtigkeit 

Q 

9=  P  [»  ~  log-  ;j+r:(J+cO+A:C»S— «KSr^Ä+ct) 

.  —  JA':(S— er)], 

und  die  Geschwindigkeit 
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-man  wird  daher  für  jeden  Zeitpunkt  den  Znstand  und  die 
Bewegung  de«  flüssigen  Körper«  anzugeben  im  Stande  seyn, 
wenn  V  und  A  bekannte  Functionen  sind» 

Diese  Functionen  müssen  vermittelst  des  anfanglldien 
2ustandcs  bestimmt  werden  ^  und  weil  für  ts^o^  v  =  0^ 
tf  =  0  und  irs=T  werden  mufs^  so  erhält  man  folgendia 
Gleichungen :  . 

dS  Q 


n.  -iog.|-+r: 


s+Ms—sr.s^SA'tSssif, 


wo  indefs  die  beiden  ersten  eigentlich  nur  als  eine  zu  be- 
trachten sindi  wie  aus  der  Entstehung  der  zweiten  ($.468.) 
erhellt, 

■ 

t)er  Kürze  wegen  sey  T  ;  S  +  A  J  5  a=i  ä-  u^d 

.     r :  5  —  A  t  5  2=  y, 

zweite  Qleidiuiig 

Q  dx  ' 

-log  j+a;-5^=o, 


•Q 


und  die  dritte  T  =:  c  5  • 


iL 

dS 


Au*  der  «raten  folgt  «neb 


xsi—Sj^  log  ^f 
und  aus  der  dritteii 


yss^f—T-f  folglich  ist 


ttS 


—  »S/^  los 


l  +  n/ 


räs 


A:S«-i5/ 


dS 


n       1   .rdS 


Mm  t 


54a      ^^'  Tfc*  m^  AhA.  Von  der  Bewegung  der  Lufu 
und   r  :  S.=  -  i/^T  log  g-  -  5^  i^8  ^  +  rrs' 


T 


HIeduTcK  SLiid  diese  Functlotien  völlig  bettiannt ;  Aetin  dA 
für  ieden  Punkt  5  der  Axe  aus  dem  anfänglichen  Zustande 

,     n       Q—B 
die  Gröfsen  T  und  log  -^  =»  — r—  bekannt  sind  ^  so  laisem 

sich  die  Curven  GCc  und  D^d  so  zeichnen^  dafs  die  OrdI*' 
naten  der  ersten  St*  =s:V:Sj  und  dtie  Ordinaten  der  zwei* 
ten  5A=^A':5  werden«  Aber  diese  Curven  erstrecken 
sich  nicht  über  die  £ndpunkte  der  Röhre  j^,  Jb  hinaus »  und 
sie  reichen  daher  tut  vollkommenen  Auflösung  des  Pro- 
blems nicht  hin:  indefs,  so  lange  t  kleine  Werthe  hat,  so 
dafsi  wenn  man  5es=:^Tr!=ic'.  t  nimmt «  die  Punkte  I* 
und  e innerhalb  der  Röhre  fallen,  so  erhalt  man  mit  Hülfe 
dieser  Scalen,   da  TiS^iCASV  und  £i:S  =  Dj4S^  i»^ 

t;  =  SV  ^  log|-  + SUCTM+^Dtn), 

^  =- p  [1  —  log  ^  +  ^  CTM  +  -<»«H  — <S(TÄr +  «iO> 

Wenn  aber  t  so  gtofs  wird  >  dafs  T,  t  aufserhalb  t  der 
Röhre  fallen  >  so  ist  eine  Fortsetzun|^  der  Scalen  noth* 
wendig. 

482.  Sutt  der  im  vorigen  $«  gehrauchten  Scalen  kann 
man  besser  sich  zweier  andrer  bedienen.  Es  stelle  wieder 
^£(Fig.  9&.)  dieselbe  Röhre  vor,   und  für  den  Punkt  3 

sey  13=5,  und  der  QuerScjinitt  Q  :=  —  ;     man    zeichne 

o 

jetzt  über  der  Axe  IL  die  Curven  EQe^  ^^fy  ao.dais  der 
erstem  Ordinaten 

t^dS  Q         t   \       Q        r^9 


T 

der  zweiten  Ordinaten 'S F='-*-r;  werden,    so  erhält  01911 

CO. 

f.S^i  —  iSQ  +  iSrvini  A':S=— 15^— iSr,  und 

I 

Hieraus  folgt,  wenn^  man  «57=  St  =^c  ,t  nimmt, 
fiir  das  anfangs  in  5  befindliche  Th^il^hen  S  nach  Yerlauf 
der  Zeit  =z  t  die  Dichtigkeit 

die  Geachwinaigkeit  «=  i«5(—  TJ^+  TN.+  tm  +  ««), 
und  der  Raum,  um  welfbcn  die&e»Theilcfaen  fortgerückt  ist, 

p^S»if^  log  J-  -^45C^ETftr-r-^FTN+><Etm+^Ft«}, 
weil  ab.er  fürl  s^  o  nothWendig  v  =  q  wird,    >o  ist 

5»  /"öT  ^e  ■^^S.AESQt  »nd.d«he» 

48^*  Pitfse  Fovmeln  enthalten  zwar  mehrere  Gliederi^ 
ids  die  imFroU.eme»  sind  aber  gleichwoU  zum  Gebrauch^ 
1>ei  der  fernem  Rechnung  passender,  weil  darin  die  von  der 
axifangiliphen  DicKtigK'^it  und,  di^  yqh  der  Geschwindigkeit 
fbhangendeix  Glieder  abgesoipder^  vorkommen«  Piesea  ist 
wegen  der  Fortsetzung  d,er  Scalen,  worauf  doch  bei  deii 
ftmem  Untersuchungen  alles  ankommt,  sehr  wichtig. 
Man  hß^^  c^^^i*  ^^  Ausdriicke^hequemer  machen ,  so  daik 
von  dem  Endpui^kte  A  der  Rölire  ni;cbts.  d,arin  4|bhängt, 
penn  dai  aus  dem  Vorigen  folgt,  dals. 

f — ^  loe  —  =3 ^ 

1^^  1^4  ^^olgc^dei;  CpABtruction 

a^ist  log  ^i=t5.5^— -4^Sp^ 


1 


1 


\ 


S5Q        IJL  Th.  711.  Jbth.  Von  der  Btwgiutg  dgr  Infi. 
und  wenn  man  dielte  in  die  Formeln  Mtsti 

-i- =s  I  + 1 5  (Titf  +  tm  ^  a Sp)  —  I S  (TN— m) 

4.  »(;50tin  —  «pTÄ)  +  iTNtlH 
«  5=5  ic5(tm,— TM+ TN+tn), 
»  =  iS(5pt«i— 5prnf+TNti»), 

WO  die  Abftcitse  IS  :^S  vom  Durchsclmitupunkt^  der 
AsymtotQii  an  gerechnet  wird«  « . 

484«    Ehe  wir  weiter  fortgehen,    ist  es  nothwendlg, 

über  die  Construction  der  Scalen  £  O e  1  FTf  noch  einige 

nähere  Betrachtungen  anzustellen«     Diese  müssen  aus  dem 

Zustande»    in  welcnem  sich  bei  der  anfänglichen  Störung 

des  Gleichgewichts  die  Luft  befand ,    hergeleitet  werden» 

nämlich  aus  der  Dichtigkeit  ss  O  und  der  Geschwindigkeit 

z=  T,   welche  in  irgend  einem  Punkte  S  Statt  fand.     Die 

Construction  der  Scale  FYf  hat  nun  gar  keine  Schwierig« 

T 
keit,'  da  man  S^  ta;:  -^  nimmti    die  Scale  £pe  hinge« 

gen  erfordert  wegen  der  Ii^t^gralForroeli  die  in  dem  Wertbe 
der  Ordinate  vorkommt,  einige  Erläuterung«- 

D9  für  jeden  Funkt  5^(Fig,  93,)  die  Dichtigkeit  sk  9 

gegeben  ist,  so  zeichne  man  zuerst  eine  Ldnie  CVt  se  dafli 

i  Q 

der  Ahscisse  ^5 sz  S  die  Ordinate  SV  saa  —  log  -^  «uv 

gehört,  wobei  man  irgend  eine  gerade  Linie  als  Einheit 
annimmt:  alsdann  aber  construire  niah  £p  so,  dafs  ihr6 
Ordinate  SQ^=zS^SV'^ACSK  wird ,  und  hiemach 
werden  sich  für  die  ganze  Röhre  die  Ordinaten  der  Scale 
bestimmen  lassen.  Da  fetner  auch  der  Flächenraum  ^ESQ 
in  den  Formeln  vorkommt,  so  kann  man  statt  dessen,  wefl 

AESQz=if4s.sg:=^s.sQ^fs.d:sg^a.sg 

•  —J'dS.S.SF—fS^.d.Sr^fSdS.SK 
miw:4KSp=s:S.SQ~S^.SriBU  anchaetcen. 
JESQsmS.ACSF. 
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'  465'  Man  kann  die  Formeln  auch  ganz  durch  die 
li^nie  Cy  (Flg.  91.}  ausdrücken  >  so  diU»  EO  gar  nicht 
darin  vorkommt,  und  nun  o^it  mebreretn  Rechte  C/^di0 
Scale  der  Dichtigkeiten  xiennen, 

E^sey  also  C^^  O^^g«  94 J  diefl<e  Scale  der  Dichtigkeit 
•en,     wo  zu  jeder  Ab*d88e   /*S  =s  «S    die  Ordinate    SQ 

\  Q 

*>  TT  *og  ^  gehört,  für  die  Scale  FYf  aber  icy  wieder 

T       • 

Man  mufs  alao  nun  statt  6  O  in  den  vorigen  Formela 

'     aetaen  5.  5p  +  JCSO,    und  sta.tt  der  Fläche  (Fig,  93,) 

ji  ES  g   jetzt '  (Fig.    94.>  S  .  ACS  g,     auch   ist  ^etzt 

log  ^  =  5*  .  SO.     Die   Gleichungen  ß-  483.   gehen  also 

letzt,    wenn  man  am  Ende  der  Zeit  t>   ST=St:s:sc,t 

nimmt,  die  Dichtigkeit 

^=:p[t  — tS*.*Sp— |SUCTiW+^C«m> 

+  iTNtn—iSCI^N—tn:+iS^(rM+tmy 

weil  nämlich  auch  TM  jetzt  =?=  S.  TM+A  C  TM,  und  fla» 
dortige  S  Q  TM  hier  =  5.  S  p  TM  ist.     Di'e&er  Ausdruck   * 
für  f  ist  auch 

g  =  ^[i+|S»CTM+fm-^25())— |5,(TN— «rt)  +  |rNml 
die  Geschwindigkeit  aber  wird 
/  ^——icS^(TM—im)^ic^S.  T3Itm^ic.S(TN+ttt). 

Endlich  wird  der  Kaum ,  durch  den  dajS  Lufttlievlchen  fort*« 
gerückt  i^t» 

V  =  iS^  (S ptm  ~  S gT M)  +  i&'  TNin^ 
tmd  für  die  hiebet  zum  Grunde  liegenden  Scalen  sind  die 

Ordinaten  .Sp=  —   log  ^,  Sr  =  ^  für   {ede    AW 

scisse:=s^.    Diese  Formeln  werden  wir,  als  die  Vequ^^nV« 
sten ,  im.  Verfolge  der  •Untersuchung  gebrauehen* 


55«      W.  Tfc,  ilh  4hth.  FruiL  d^r  Bewegung  der  Luft. 

■ 

4Ö6,  FrobUi^  101^  Wenn  ile  Rphre  tich  lo  A 
^ncligt^  und  A  der  gegen  den  Mittelpunkt  der  Hyperbel  ge-» 
kehrt^  Endpunkt  der  Röhre  ^st,  die  Fortsetzimg  de^  ia^ 
letzten  $^.  angegebenen  Scalen  über  ji  hinaus  zu  bestimmeiit 
sowohl  in  dem  Fallet  da  die  Röhre  in  A  oS^en^  ^Is  V^tnvk 
sie  id^  gesohlaS(Sei\  ist^ 

Auflö^suug.  Die  Entfernung  des  Endpunkts  A 
(Fig.  95.)  der  Rc^rc  vom  Mittelpunkt«  der  Hyperbel  sey 
lA^^aj  und  es  sey  die  Röhre  zuerst  an  diesem  Ende 
pffen.  In  diesem  Falle  wird  die  Fortsetzung  dadurch  \9r. 
stimmt  y  däfs  hier  immer  die  Dichtigkeit  der  natürlichen 
Dichtigkeit  der  Luft  gleich  seyn  muf^^  ^Iso  Q.  ;=:  £«  tmA 
folglich  tvift  die  Scale  der  Dichtigkeiten  in  diesem  Punkt« 
4ie  As^e.     A.3I  sey  die  Scs^le  der  Dic^tigkeiteu,   deren  Ox\ 

1  p 

4inaten=  -^  log  -^j  un4  FN  die  Scale 'der  Qeschw^^ 


digkeiten,^  der^U.  Ordinalen 


.S 


sjusd.     Da  rnjin  au^ch  in 


der  Folge  der   Zeit  immer  in  A  die  Dichtigkeit  f  s  A 
bleibt,    so  muCi  die  Fortsetzung  der  Scalen   so  geüommen 
;werden ,    dab ,    wenn  ti\an  für  irgend  einen  Zeitrauip  =  | 
die  Entfernungen  AT z=:  At  s=:  c  ,  t  nimmst ,    der  durch  difc 
Formel  des  vorigen  Q.  a^usgedrückte  Werth  von  9,    wenu 
^an   sie  auf  den  Funkt  A    anwendet,   immei:  x=:  0=3  JE| 
werde:  es  müssen  daher,  weil  hier  SO  =  p  ist,  die  Scaleii 
nach  Am  und  Fa  so  fortgesetzt  werden,^   d^fs  wenn  S  ^  ß 
ist,  Ä*,CTM+tm)— $(Ti\r— </i)+TN£n=:a  sey^  und 
dieses  mufs  so  geschehen ,   dafs  die  Fortsetzung  der  eii^en 
Scale  nicht  von  der  Fortsetzung  der  andcärn  abhänge^     Die^ 
ses  wird  in  Rücksicht  der  Dichtigkeitsseale  sehr  leicht  ert 
reicht  ^   wenn  man  e  79  =s  —  TM  ni^mt ,    oder  di^  g<ui&e 
@cale  AM  nach  der  entgegengesetzten  Richtung  en  der'^anT 
dem  Seite    der  Axe  zeichnet.     Un^   iiber  euch  di^e  Fort* 
fetzung  der  Scale  der  Geschwindigkeiten  zu  finden^    sey 
^7  =  ^4s=a;,  TJX  =  y  und  tf^  =  z,     Qa  nux^ 


yjye«_a(rN— ti»> 


\ 

I 

/ 
V.Ahs.  S(hvmg*JmlMßuikyferhoUsc\-tm!U>i^hMRähr0tu  gfi^ 

«•ynmuCiy   ao  wird 

daher  ydx  +  t,dx  —  ady  +  t^dz  =a  O, 
iiad,  wenn  man  mit  e^    mulliplicirt  nndintegusl,  * 

XX  X  X  ' 

^z,<    ssfie^^^ady-^ydx^ss^^.ay^^tfe^.ydx^ 

X  X 

^ho  ?C3y  — !- —  •«    ^  f  €^  ydx^ 

und  das  Integral  mufs  so  genommen  werden  ^  ifiH^  0S  m^%  x 

^  zugleich  rerschwindet.  ,    ' 

Wir  wollen  nun  *Bur  9^raehtung  des  sweiten  Falles 
übergehen,  da  dte  I).öhre  in  A  geschlossen  ist:  alsdaan 
snufs  hier  immer  «  =3  o  (Fig.  96,^  »eyn,  \ind  da  auch  an» 
flings  in  diesem  Punkte  T  s:  o  ist,  so  geht  die  Scale  der 
(jescbwindigj(ellen  durcl^i  ^i  V^^^  ^^e  Bes.ch^ffenheit  der 
Pichtigheitsscale  aber  wird  nichts  bestimmt. 

Die' Vergleichung  der  Gleichung  für«  zeigt»  dals 
TN  +  tÄ  s=:o.\md  —  a^(Titf— srn)-rr  a.  TMtm  =0 
eeyn  mufs.  Die  Scale  der  Geschwindigk^teu  wird  also  an 
der  entgegengesetzten  Seite  der  Axe  so  fortgesetzt,  dafs 
gleich^  Ab^cissen  ^<  =^7  ^T  gleiche  Qrdinaten  zugehÖren. 
Für  die  Di^l^tigkeiuscale  i^beir  nenne  man  >^  T  =  4'  =?^  't 
^{'iM  =^9  tm  s^:;^  so  Dfiufs 

ay — «z+/y  da;+/«d^  =s  P  s^n»  als^    ^ 

<«<^y  -^^dz  +  ydx  +  zdx  =  o  und 

dahef  iß%  |ui^  die  Fortsetzung  dieser  Scale 

2    2-     ^- 
Z=:y  +  -^«*/€    ^•yi^.         ^ 

487.  Im  ersten  Falle  ^  wenn  die  Röhre  in  A  offen  ist, 
hat  also  die  Fortsetwing  der  Geachwindigkeita».cale  die  Ei- 
genschaft,  defs  AFtn+AFTN,=a(TN—tn)  (Fig.  95O 


• 


« 


554        tt  Tt  lll  Jktk.  Von  ier  Bpvggungier  Luft^ 

iat|    und  man  hat  also,    nachdem  tn  gefunden  'wordeilt 

Auf  äluiliche  Weite  hat  man^  wenn  die. Rohre  in  A 
(Fig.  pd.)  geschlossen  ist,  für  die  Scale  der  JOichtigKeiteiit 
nachdem  t  m  bestimmt  ist ,   die  Fläche 

ACtm  =  IJ  ♦  (em-P«  TiW)  -^ACtM, 

48$.  Ist  im  ersten  Falle  die  Störung  des  Gleichgeii 
vichts  so  beschaffen,  dafa  dabei  keine  Geschwindigkeit 
6tatt  findet,  so  fällt  /owohl  die  Scale  Fit  selbst,  als  ihre 
Portsefzung  mit  der  Axe  zusammen« 

Im  zweiten  Falle«  Wenn  die  Bohre  in  A  geschlossen 

iit,    findet  eben  das  für  die  Scale  der  Dichtigkeit  Statt, 

wenn  bei  der  anfänglichen  Erschütterung  die  Dichtigkeit 

iingeSndert  blieb. 

•  •         •  

Ist  aber  dieses  nicht  der  Fall,   sondern  haben    Q  —  J3 

im  letzten  und  T  im  ersten  Falle  Werthe ,  die  von  Null  ver- 

achieden  sind,  so  ist  die  Fortse^ung  der  einen  Scale  immer 

gar   sehr  von   dieser  Sc^le    selbst  veischieden ,    und  ihre 

Construction  läfat  ^ich  nur  mit  Hülfe  von  Quadraturen  auv 

fuhren. 

48j>.     Problem  102.     Wenn  die  R((Kre  sich  in  B  en^ 
digt,  die  Fortset2iung  der  Scalen  über  JB  hinaus  ku  bestim* 
meti,   sowohl  für  den  Fall,  da  die  Röhre  hier  offen.,  als  da 
•ie  geschlossen  iat,   wenn  B  den  vom  Mittelpunkt  der  Hj«  • 
perbel  abwärts  gekehrten  Endpunkt  bezeichnet. 

An  f  1  ö  aun  g.  Es  sey  die  Entfernung-  IBraah  (Fig.  97.) 
▼om  Mittelpunkte  der  Hyperbel  angerechnet,  und  iwersf 
die  Röhre  in  B  offen,  also  hier  immer 'die  Dichtigkeit  der 
natürlichen  Dichtigkeit  gleich  ::&B,  so  qiuls  die  Scale  der 
Dichtigkeit  mB  durchs  gehen:  die  Scale  der  Geschwin« 
^^gktit  thet  sey  nf^ 

.    Man  nehme  von  B  nach  beiden  Seiten  die  Abscissea 
i£'=Ä  2J  r  5=  «  =  c  ,  t;   wenn  t  die  seit  dem  Anfange  t«c- 


\ 
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flotsene  Zeit  'liedentet.     Da  nttn  nach  $.  405.  die  Dichtig* 
lieitinf, 

yÄpti+ii*(TM+rm)  — 4iCTN— tn)  +  5TNt«JI 
hty  und  diese  immer  r=:  O  =  i3  teyn  mufs,  sg  wird 
TM=s  — tm^  folglich  auch  hier  die  Scale  delr  Dichtig- 
keiten an  der  entgegengesetzten  Seite  so  fortgesetzt ,  dafs 
die  Bogen  Bm^  SM  einatid^r  gleich  und  ähnliöh  sind.  Für 
die  Fortsetzung  der  Scale  df  r  Geschwindigkeiten  hingegan 
hat  man,  wenn  tn  =z=:  y,  TN  ^=2  s^gesetzt  wird, 
fydx  +/zdjif  ssx  Iz —  *y»'  wnd  daher 


b 


.hxzzzfe    ^  (hdy^ydx)sse    ^  .by+  Skfe    ^^yix 

*  '  X  •  X 

_  Ä~€    ^  by  +a/*    *  bdy 

X       ^x  .     *        _  * 

undz=y +  — a*  fe    *  .ydxss—  y  +  fta*  J  ^    ^  ^Y* 

In  dem  zweiten  Falle,  da  die  Röhre  in  S  (Fig,  93.) 
Verschlossen  ist ,  wird'  die  Scale  der  Geschwindigkeiten  n  ]$ 
$0  durch  B  gehen,  dafs  hi^r  immer  « tss  o  ist ,  also 

o=—b^(rM-^tm)  —  b.TMtm  +  b(TN+tn). 

Die  Scale  der  Geschwindigkeiten  wird  also  so  fortgesetst) 
dafs  TN  3=  —  eirist,  tuid  der  Bogen  AN<lem  JBn  gleich 
und  ahnlich ,  aher  an  der  entgegengesetzten  Seite  der  Axe 
gezeichnet  wird. 

Für  die  Fortsetzung  der  Scale  cm  der  Dichtigkeit  aher 
ist,  wenn  man  die  Abscisse  Bt  ssBTssx^   die  bekannt« 
Orctinate  tm^szyf  die  t^nbekannte  TMzs:  %  nennt, 
/yda? +  /zdjip  +  i yt— y)  =s  o  und 

/  XX  ^**       * 

490.  Auch  hier  braucht  man ,  .  wenn  für  die  in  S 
riefle  Röhre  die  Ordinaten  TN  der  fortgi^setzten  Seal« 
der  Gescbwindigkait  Verechnat  sind,  die  Fläoba  BjTN 
(flg.  97.)  nicht  besonders  zu  suchen ,  da 

iP/T^  »  XB (TN— fi»)  —  B/«m  ist. 


i 
( 


I 
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5Atf        ItTk,  UL  Akh.  Von  Aar  Bmvegung tUa^  tufi^ 

Eben  to»  wenn  die  Röhre  in  JB  (Fig.  96«)  versehlosceiB. 
Ist,  wird  die  von  der  fortgetetslen  Dichcigkeiuscale  be«» 
gränzte  Hächfe  Bc  TM=s  IB.  (em— r  TM)  -r-  B^eni,  w# 
nan  also  Uqs  Tilf  zu  besümmen  braucht, 

I 

49%.  Wenn  die  Entfernung IB  =  J,  in  Terglcicbung 
mit  den  {Vaumen  .6  T=? -ßt  =?  ^9    sehr  grofs  ist,    so  da£i 

X 

«        =s  I  iWirdj  edcr,  wpnn  inan  den  Bruch  rr    als  nnyer* 
änderUph  betraehten  Kann,'  so  wird 


2e  /«     '^  ay  S3  2y 


und  die  FoTtsetzmigen  ier  Scalen  werden  in  beiden  Fällen^ 
so  wie  bei  cylindrischen  Röhren. 

4^Ä.     Fro.blem    X03,     Wenn  die  hyperbolisch  -  cq- 

noidische  Rohre  an  dem  Ende  A  (Fig.  99.)  offen  ist,   und 

es  wird  irgendwo  hu  einem  Meinen  Räume  G  H  innerhalb 

'der  Röhre  das  Gleichgewicht  der  Luft  gestört»  die  Fort<r 

pflansung  dieser  in  6  H  erregten  Schwingung  %u  bestymnen« 

Auflösung*  Man  zeichne  über  deni^enigen . Theile 
GH  der  Axe,  wo  das  Gleichgewicht  gestört  ist,  die  Scale 
der  Dichtigkeiten  GMIiy  und  die  Scale  der  Geschwind 
digkeiten   G  N  H^     so ,     dafs    die    Ordinaten    der    Mstea 

Tilf==-rj-  log  -^j  undderzyreitenTlV= — ^  &iud,^  wenn 

fiir  den  Pnnkt  T  die  Abscrsse  J  T  =  <S  ,^  vom  Mittelpunkte  i 
der  Hyperbel  gerechnet,  bezeichnet,  und  hier  die  anfiing^ 
liehe  Richtigkeit  :s  O,  die  Oescbwindigkeit  nach  der 
Richtung  ^^  SS  T  war,  und  B  die  natürliche.  Dichtigkeit 
der  ][juft,  c  den  Rai^m  bedeutet,  wielcheA  ißr  SchaU  in 
e^ner  cylindrischen  Röhre  in  einer  Secund^  durchläuft.. 

*H  Nach  den  im  rorletzten  Pfableme  angeführten  Regelia 
i^üisen  nun  die  Scalen  über  ^  hinau«  fortgesetzt  weiden« 
Zuerst  y  da  beide  Scalen  iron^  bis  G  mit  d«r  Asc^  zusam* 
meufallen ,    juirfs  man  auch  nach  der  aadesn  .Seite  von  .Jt 


den  "Rünm  A  g  Tis  A  G  nehmen ,  und  auch  hier  die  Scalen 
als  mit'  der  Axe  zusammenfallend  hetraditen»  Alsdann  aber 
jaiuE»)  well  ^e  Röhre  in.  ji  offen  istj  über  dem  Raum*. 
ghtsz  GH  der  Axe  die  Dichtigkeitsscale  der  GMH  gleich 
und  ähnlich  an  der  entgegengesetzten  Seite  der  Axe  ge^ 
.  Keichnet  werden;  Sit  die  Geschwindigkeitsacale  müfatA 
man  die  Fortseteung  nach  den  vorigen  Regeln  buchen ;  aber 
weil  zu  AT  ^st  X  nur  für  die  äufierst  wenig  verschiedenen 
We'rthe^t  welche  zwischen  xt:±AG  und  x^ssi  AH  falten^ 
ieeell^  Ordinaten  der   dpachwindigkeittscale  gehören  ^    ap 

kann  man  -'—  als  unveränderlich  ansehen,    und   (jj*  48& 

491»)  t>:=^y  oder  tn  s=  TN  setzen,  oder  die  Scale  gnh 
der  GNH  gleicih  und  ähnlich  zeichneti,  und  an  ehen  det 
Seite  der  A^e.  Hiemlt  würde  die  gante  Fortsetaupg  voll* 
endet  seyn,  wenn  die  Röhre  alch^hach  der  andern  Seite 
von  H  ins  Unendliche  erstreckte ;  ist  aber  dieses  nicht  det 
Fall,  sondern  endigt  sie  sich  irgendwo  in  £,  so  mufs  miau 
a^^tch  jeiiseiti  B  die  Scalen  fortsetzen^  und  alsdann  auch 
dieselhen  noch  weiter  über  A  hinaus  fortführen ,  auf  ahn« 
liehe  Weise,  wie  dies  *bei  den  cylindrischen  Röhren  ge<* 
zeigt  ist«  Hier  aber  ist  es  blos  mein  Zweck ,  die  Schwin* 
flung  SU  untersuchen ,  welche  in  der  Oefhung  A  dntsteht^ 
und  sich  von  da  ^in  der  freien  Luft  weiter  fortpflanzt :_  die 
Wiederholungen  des  Schalles  5  welche  nachher  entstehen/ 
'will  ich  als  blofse  Resonanzen  hier  nicht  weiter  hetrachten^ 
da  davon  schon  im  Vorigen  die  Rede  gewesen  ist» 

» 

Die  Luft  wird  also  in  A  ^ö  lange  tn  iKuhe  bleiben, 

AG 

\m  t  is^  •>-«—  istf    tftnd  dann  wurd  eine  Schwingung  eu^ 

c 

atehen ,  wie  sie  den  beiden  zusammentreffenden  Schlageii 
gemäfa  ist«  Man  nehme  nach  beiden  Seiten  von  A  die  £nt* 
fernungen  ATzsl  Atzsi  c.t^  und,  weil  des  Punktes  A 
Entfernung  von  If  vom  Mittelpunkte  der  Hyperbel  und  An- 
fiukgspv^te  in  Oti^mix  ss; «  iin,  ••  Wfl  in  den  Glei; 


(    1 


ehiuigen  ^485-  5-  5«  «und  50  =  o,  daher  wird  biet 
Ml  Ende  der  Zeit  sä  t  die  Dichtigkeit 
,=iB[i+$«*(Tilf— m)— ia(TN-*tn)— ar^ÄÖTN], 
oder,  weil  die  Fläche  (zTN  d*  »ehr  kleita  kann  wegge- 
kaien  werden  ^  9  =;=  £|  wie  die  Natur  der  Sache  erforderr^- 
tüx  die  Geschwindigkisit  aber  hat  man  ^ 

,=5— la*c(TiW+«m)+ia-c.(TN+trt)^  oder 

,=c=a*.c.TM+a.c.TN  =  — ~   '"^6  J  +  J  "^^ 

der  Haum  endlich,  um  weloh'en  das  Lmfttheilchen  fortge» 
rückt:  ist ,  »  P=  —  <**  •  ß  TM  +  a.G  TNy  und  dieser  wird 
immer  sehr  klein  seyn.  ^ 

493.  Die  Zeit,  in  welcher  die' Schwingung  sich  bis 
411-4  fortpflanzt,  ist  also  eben  so  grofs,  wie  in  cylindri- 
«cheii  Röhren ,  und  man  darf  schliefsen ,  dafs  überhaupt  die 
Qestalt  der  Röhre,  ai^f  die  Schnelligkeit,  mit  welcher  sich 
die  Schwingungen  fortpflanzen»  keinen  BUnfluCi  habe ,  ob* 
^eich  aich  dieses .  nicht  atreng^  für  alle  Röhren .  beweisen 
läfit.  . 

A94.  Ferner  erhellet,  dafs  alles,  was  oben  über  die 
Wiederholung  desselben  Schalles ,  oder  über  die  verschie- 
denen auf  einander  folgenden  Schlage  gesagt  ist,  auch  hier 
crelte,  da  für  Schwingungen,  die  sich  durch  einen  sehr 
kleinen  Raum  erstrecken,  eben  die  Fortsetzungen  der  Sca» 
len  gefunden  werden,  wie  dort:  es  findc$  folglich  auch 
hier  eine  Resonanz  Stttt,  wie  vorhin. 

495.  Ich  habe  äiespa  Problem  vorzüglich  deswegen 
hier  angeführt,  um  es  auf  die  Sprachröhre  anzuwenden, 
deren  Figur  einer' seichen,  hyperbolifii^hep  Röhre  ziemlich 
ahnlich  ist.  Es  sey  also  kab  (Fig.  100.)  eine  zwisch^  den 
Asymtoten  IBund  IK  gezeichnete  gleicbseittge  Hyperbel^ 
nnd  ein  Theil  dcrselbeii,  der  Bogen  ab,  bflde  durch  sein« 
Umdrehung  um  die  AxeAB  die  Röhre,  welche  als  Sprach* 
röhr  gebraucht  wird.  Wenn  nun  hier  bei  Bb  eiy  Sehall. 
erregt  wird,  oder  eine  Sömtaie  hi»«*«»»*^  ae^  wird  dednrds 


f'.Ahs*  Schwing» d.L;uftinhyimhoIü(hi0o$midüA€nI^         gSf^^ 

9iuiiLcb«t  an  B  AU  .Dicbtigk«it  ts:  Q .  groder^  all  die  .nattür* 
liehe  Dichtigkeit)  und  es  wird  der  Luft  eine  Geftchwindig« 
keit  =  T  «ach  der  Richtung  SA  mitgetheilt ,  welche  der  in 
der  AuflöauDg  des  Frohlems  angenommenen  Richtung  ent^ 
gegengesetJ^t  ist. 

Nun  fsey  die  Entfernung  J^  ssr  a,  IS  ss=  J,  so  wird/ 
wenn  der  Schall  in /i  a  ahkommt ,  dprt  der  LfUft  eine  Ge* 
schwindigkeit  ertheilt,  welche 

ist ,  nach  Her  Richtung  A  L 

Da  hier  IA^=^a  hetrachtltch  Meiner  a)s  h  ist,  so  wuYd# 
diese  Geschwindigkeit  erhehlich  viel  kleiner  seyn,  als  IT^ 
wenn  sie  nicht  durch  das  zweite  Glied  vergröfsert  würde^. 
welches  wegen  des  grofsen  Coefficienteu  c  erhehlich  wird. 
Wenn  nun  dieses  letzte  Glied  auch  nur  den  jYerth  von  ii 
um  so  viel  rergrÖlsert,  dad  a  ungefähr  =  T  wird,  so  wjrd 
der  Schall  gleichwohl  sehr  verstärkt  werden^  weil  die*  Oef« 
nung  Aay  worin  die  ehen  so  schnelle  Schwingung  verhrai« 
tet  ist,  so  viel  grÖfser  ist^  und  die  Wirkung  wird  daher 
ehen  so  verstärkt,  als  ofo  so  viele  Stimmen  zugleich  er* 
achallteui    so  vielmal  die  GroCie  yon  Sb  'inAa  enthalte« 

ist.    \ 

» 

Wenn  die  Stimme  Bh  ohne  Sprachrohr  in  die  freie 
Luft  erschallte,  so  würde  sie,  nach  alle;i  Seiten  fortge^ 
pflanzt ,  in  der  Entfernung  S  A  schon  merKlich  geschwächt 
aeyn :  jetzt  aber ,  da  sie  in  dem  ganzen  Räume  A  a  eine 
viel  stärkere  Schwingung  bewirkt  ^  als  ohne  das  Rohr  ge- 
schehen wäre,  so  mnfs  offenbar  auch  der  erregte  Schal) 
weit  starker  seyn«  Zugleich  aber  kann  man  hierau»  wohl 
achliefseu,  dafs  die  Gestalt  der  Röhre  i  wenn  sie  nur  eini-* 
germafsen  dieser  ähnlich  ist,  nicht  yiel  EinfiuÜs  auf  diese 
Verstärkung  habe* 

.i...  49<^*    Auch  die  Tone  der  Trompete^  des  Waldhorns, 
«ftdtfihjgdÄches  XnatruAeole»  achteeti  aWs  dtasen  I<ieiivea  er- 


f  « 
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klärt  werden  zu  müesev»  Diese  weichen  darin  Ton  dett 
!Flöten  ab,  dafs  bei  ihnen  schob  durch  die  Oefnung  ein 
^on  eingeblasen  wird ,  entweder  aus  dem  Munde  des  Bla^ 
Menden  |  oder  ^  indem  an  diesem  Ende  ein  elastischer  Kor* 
per  in  schwingende  Bewegung  gesetzt  wird,  statt. dafs  bei 
den  Flöten  durch  Einbtasen  iieuer  Luft  die  ganze  in  den« 
selben  enthaltene  LüiEtmasse  in  Bewegung  gesetzt  Vird, 
und  so  eine  oscillirende  Sawegung  entsteht^  welche  dett 
Ton  bestimmt.  Bei  den  Trompeten  und  ähnlichen  Instru- 
menten findet  also  eine  solche ,  an  einer  bestimmten  Stelle 
erregte  Schwingung  Statt,  Wie  die  hier  betrachteten,  und 
diese  pflanzt  sich  durch  die  ganze  Länge  der  Röhre  fort. 
Die  Höhe  tii^d  Tiefe  des  Tones  hängt  also  hier  vorzüglich 
von  den  auf  einander  folgenden  Schlägen  oder  Schwingun* 
gen  Itb,  die  an  der  Oefnung  hervorgebracht  werden,  und 
deswegen  sind  die  Töne  bei  diesen  Instrumenten  von  den 
Flötentönen  sehr  versc|iieden*  -^'  Indefs  hängt  der  Ton 
auch  hier  fcum  Theil  von  der  Länge  und  Figur  der  Röhre 
'ab,  und  diese  Umstände  vereinigen  sich  mit  jenen;:  daher 
kann  auch  nicht  jeder  Ton  auf  diesem  Instrumente  hervor* 
gebrächt  werden,  sondern  nur  gewisse  Töne^  die  ungefähr 
x^ch  dem  Yerhältpisse.der  Zahlenreihe  i,  2,  3,  4  u.  s.  w* 
bestimmt  werden«  Dieses  fand»  wie  wir  gesehen  haben^ 
auch  bei  den  Flöten  Statt,  und  so  scheint  es^  dels  die 
Töne  des  Homs  und  der  Trompete  ebenfalls  zum  Theil  von 
Schwiiigungen  der  in  der  Röhre  enthaltenen  Luftmasse 
herrühren«  Ganz  vollständige  Aufschlüsse  dürfen  wir  hiet 
von  der  tioch  nicht  genug  vollendeten  Theorie  wohl  nicht 
erwarten  *). 

4p7*     Problem  104*     Wenn  in  einer  hyjrerbolischto 
Aöhire  AabB  (Fig.  ^o^Ot   welche  an  beiden  Enden  offen 


m* 


^  Nach  Chladtti  hangdn  atich  bei  diesen  tnttramenten  die  Töua 

bauptaäclilich  von  der  Länge  der  schwiagendea  Loftaäüle  ab. 

Indeli    gibt    ^inoi   dirfii^ireii4li  Röhre   bei  gleicher  Li'ng'e   etwas 
Mhttt  Teae^  aU  tUt  tjliiMbitchf.    Ghltdai's  Akustik,  §,  71^7^ 


I 
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ist,  das  Gleichgewicht  der  Luft  auf  eine  solche  Weise  ge- 
stört wird,  dafs  blos  die. Dichtigkeit  eine  Aenderung  leidet, 
diher  im  anfänglichen  Zustande  den  Ltifttheilchen  k^inte  Ge* 
schwindigkeit  mitgetheilt  ist,  die  oscillirende  Bewegung 
zu  bestimmeh ,  w'elciie  die  Liuft  in  der  RÖhre  nachher  an* 
nixnmti 

Auflösung,  i  sey  der  Mittelpunkt  der  Hyperbel, 
aus  deren  Umdrehunjg  die  Röhre  entsteht:  die  Entfernung 
eines  <  unbestimmten  Punktes  S  der  Röhre  von  dem&i^lbeä 
IS  sey  =  5,  uimI  die  anfangliche  Dichtigkeit  sey  hier 
s  Qy  statt  dafs  die  natürliche  Ilfichtigkeit  =x  B  ist; 

1  p 

Wenn  man  hier  die  Ordinate  SO  ä=  -tj-  ^og-^  niinmt, 

80  liegt  Q  in  der  Scale  der  Dichtigkeiten  AQB-^  und  diese 
luufs  in  beiden  Endpunkten  der  Röhre  A^  By  da  dieselbe 
offen  ist,  die  Axe  schneiden.  J3ie  iFortsetzung  dieser  Scale 
findet  man  leicht,  da  man  sie  blos  wechseis  weise  oberhalb 
und  unterhalb  der  Axe  zu  wiederholen  braucht^  und  zwar 
SD,  dafs  die  Punkte  yjT,  -Ö,  >/,  B*,  A' ^[^  welche  uin  Ent* 
fernungen  rt^AB  auseinander  liegen,  Mittelpunkte  der  voii 
ihnen  ausgehenden  gleicheü  Bogen  werden.  Die  Scale  dei: 
Geschwindigkeiten  fällt  hier  gans  mit  der  Ave  zusammen. 

UiU  nun  den  Zustaiid  desjenigen  Lufttheilchens^  wbl-, 
ches  sich  anfangs  in  S  befand,  am  Endq*  der  Zeit  ==  t  zu 
besÜmnien,  nehmen  wir  nach  beiden  Seiten  von  S  die  £nt- 
fernungen  ST  z=  Sts=:  c.  t,  wo  f  den^Raum  bedeutet,  den 
d6r  Schall  in  einer  Secunde  durchläult^   Öo  wird  (0.  4Ö5.) 

I;     Die  Dichtigkeit 

IT;     i)le  Geschwindigkeit 

Itt.     t)er  Raum,  um  welchen  dasThfcilclien  fortgerückt  ist, 

ss:=zis^(sgt7h  —  sgrAr). 


5Ä1       IL  fh.  m  4ith.   Von, der  Bewegung  ier  Luft, 

Nimmt  man  tmn  ST±^Stz=z  ^Aß^  Welches  gescIie* 

Len  m\i£ift  wenn  die  Zeit  t  =5  —  trerüosseu  ist^   so  wird 

c 

TM  i:=^tm=i  Spy  und  daher  die  Dichtigkeit  ^  =  O,    did. 

Geschwindigkeit  «  =  o,   der  Raum  Ss  s=io^   indem  dann' 

Sgtm^SpT3Ii=zohu 

498.     I3ie  Luft  in  det  Köhre  hat  also  \rährend  det 

Zeit  SÄ  —  Äwei  Oscilldtionen  vollendet^    und  es  ge* 
c  •  ° 

schehen  in  einet  .Seeunde 'v;r  Oscillationen*    . 

A'B 

V 

In  diesem  bestimmten  {"alle  also  ^  wenn  keine  anfing« 
liehe  Geschwindigkeit  Statt  findet,  geschehen  die  Oscilla« 
tionen  eben  so  schnell  >  als  in  einer  cyliudrlschen '  Röhre^ 
und  die  hy{>erbolische  Würde  mit  dieser  einerlei  ^on  an* 
gehen.  ,  ^ 

499/  Ünsre  Rechnung  2eigt|  dals  die  Liuft  wieder  ixl 
ihren  anfänglichen  Zustand  zurückgekommen  ist«  also  zwei 

Oscillationen  Vollendet  hat^  nachdem  t=s  ■         geworden 

bt;  aber  hieralis  folgt  noch  nichts  dals  am  £nde  der  halben 

AB      \ 
(Zeit  tiSL  eine  Oseillation  Vollendet  sey«  sondern  die* 

ses  würde  nut  dann  der  Fall  Seyn^  Wenn  die  Scale  AQB 
aus  zwei  ähnlichen  Theilen  bestände^  oder  einen  Durch* 
messer  hätte ^  welcher  in  der  Mitte  der  Linie  AB  auf  diese 
senkrecht  wäre.  Ist  dieses  nicht  der  Fall ,  so  werden  die 
Oscillationen  so  auf  einander  folgen ,  dafs  die  Zeiträume 
abwechselnd  grofs  und  klein  sind^  'wobei. kein  so  reiner 
Ton  entstehen  kann  ^  als  Wenn  sie  alle  isocbronisch  wären* 
Dieses  ist  vielleicht  ein  Hauptgrund,  weswegen  cylindri- 
sche  Rohren  reinere  Tone  geben*,  als  convergirende  oder 
divehrgirende  Röhren*  Noch  meht  aber  entfernt  sich  die 
Natur  der  Schwingungen  voö  den  bei  cylindrischtn  Höhren 


V.Aks.  Schinng.d.  Laftinhypiriolisch'ConoiJischenRSkren,  565' 

gefundenen,  wenn  man  hü  der  anfänglichen  Schwingung 
auch  eine  Geschwindigkeit  annimmt:  indefs,  wi6  auch  die 
Scale  dieser  Geschwindigkeiten  beschaffen  seyn*  mag,  so 
erhellt  aus  i*  485«^  dafs  die  folgenden  Oscillationen  so  aus 
beiden  Scalen  bestimmt ^ werben ^  dafs  man  sie  als  aus, der 
Wirkung  heider  Umstände,  ftir  sich  genommen^  zusammen* 
gesetzt  betrachten  kanui  Wir  wollen  daner  jetzt  «anheh» 
mcn ,  bei  der  anfänglichen  Schwingung  bleibe  die  Dichtig- 
keit ungeänderi,  und  untersuchen,  wie  .die  blos  aus  der 
Scale  der  Geschwindigkeiten  bestimmten  Schwingungen 
ausfallen:  alsdann  wird  man  aus  der  Verbindung  beider 
Wirkungen  herleiten  können ,  wie  die  Schwingungen  sich 
verhalten,   wenn  beide  Scalen  zugleich  in  Betrachttmg  ge* 

zogen  werden» 

* 
500.    iProBlem    io5«     Wenn   bei  der   anfanglithen 

Stöiling  des  Gleichgewichts  die  Dichtigkeit  überall  ungean-« 

dert  bleibt,   und.  blos  eine  Bewegung  mitgetheilt  worden 

ist ,   die  folgenden  Oscillationen  in  einer  an  beiden  Bnden  ^ 

ofnen  hyperbolischen  Röhre  AaBh  (Figi  102.)  zu^bestim* 

meui 

Auflösung.'     Es  sey  FYG  die  gegebne  Scale  der 

Geschwindigkeiten ,     welche    aus    der    anfanglichen  ,  Ge« 

*  ^  T  , 

schwindigkeit  T  so  bestimmt  wird,    dals  5Ks=:  •^— -r    ist, 

\  •  •  *^  .    - 

wenn  5  =  25  den  Abstand  desjenigen  Punktes  5  vom 
Mittelpunkte  /  der  Hyperbel  bezeichnet  ^  wo  anfangs  die 
Geschwindigkeit  nach  der  Richtung  ABzsst  war.  Diese 
Scale  müfs  nun  nach  den  Regeln  des  436«  und  489*  S«  über 
die  Endpunkte  der  Röhre  hinaus  fortgesetzt  werden«  •— 
Es  sey  IA^=zay  lBz=zl^  und  für  die  zu  bestinunehde 
Fortsetzung  über  A  hinaus  die  Abscisse  AS  ^AS  ^ssx^ 
also  x=  S -^  a,i  und  die  gegebne  Ordinatci  SYssy^  so 
wird  ^iQ  gesuchte  Ordinate  S  Y*  ^ssz^ 

Nn  s 


» 


564         U'  ^-  ^^^  4^^  ^^^  ^  SewegHitg  aar  Ljufu 


\        * 


wo  das  Integral  so  mufs. genommen  werden,   da£i'  es  mik- 
'x  =±  o  verschwindet.     Weil  Yiun  *  ==  *S  "»^^  ä,    so  wird 

und  die  Fläiche  A FS  r  =^(S r—Sr')~A FS  Y.  • 

Auf  ähuUdhe  Weise  wird  in  B  die  Portsetzung  gefuti^ 
den.  Es  sey  jetet  J36"  =  B,S=jr  =  J^S,  und  Wibdttfc 
^Sl^'aci^,    SO  wird  die  Ordinate  in  S"^ 

und  die   Flaclie  iS(;<S''r'==iC«S''l"''— S'n— JÖG^JTi 

Utemit  sind  aber  die  Fortsetzungen  der  Scalen  erst  bis 
an'jB'^und  :A'  gfeftmtleti,  wenn  man  AR  =  BJ'  i=nAB 
nimtnt:-  um'  sie  weiter  förtztifüliren ,  kehren  wit  iu  denk 
PtirikWyl'iurück,   'und  setzen 

AS''^'AS't=ik  =  ^h  —  a—S\ 
ater  Ä* T"  =  y,  jo  wifd  die  in  5"*  zu  etrichtend^e  Ordihat^J 

^"r"s=y—^  «"""/«" yd*,  oder 

■  .  a        -^ 

9as  i$t,  wenn  man  für  ST  Y"  «einett  Werth  «ctzi;:     • 

ab        ''  .  '' 

das.  letzte  Olied  Ist  aber,    wenn  man  theüweise  intüe^irt, 

4-  —r -r  r^s 


r 


V-t^ht.  Schwmg^dil.uß{nhyperhoüsck-con0idischetKliiSkreit^  gfis, 


folglich 


Kehren  whr   abermals'  zu   dem  En'dpnukt  J?  arurticltr,^ 
Vnd  setzen  iJ5^=-B5'=;r=i  — 2«  +  <9  und  SV  s=:y^' 
|o  wird  die  in  S^y  zh  errichtende  Ordinate 

,    ^riv_,j,  +  :i/  y^"*  yd^^ 
fdcr  durch  die  Substitution  des  für  5*1^  gefundenen  Werthe«  ' 

Eben  so  könnte  man  "die;  fjsrnern  Iforts^tzungen  bestimmen. 

Wir  wollen  jetel  zh  bestimmen  s^uchen ,    in  welchem 
Zustande  das  Xiffttheilchen  >  -  welcl>es  anfangs  in  «S  w^r, 


ff  .>  r 


sidh  beendet,  wenn  die  Zeit  t  =       ■  '■  ■  verflossen  ist:   als- 

€ 

dann  ist  c.  is^s^A B=:  ^ S"-  vinAss: S S^^j  iaher  müssen  wir 
iu  d^  aögenwnen  G^tx;lning  fi.  486-    T  N  sii;  S^Y.  Y}^  t^ni . 
t/it=  S" Y'"  setzen,  folglicb  die  Dichtigkeit 

'     die  Geschwin4igkeitir  =3c.  (5^^  j-iv+5:"r"), 
der  IIa vm,  5  /  =  i;  =1;:^  i  5 .  S"'  r"  S^v  j^iv 
Die  Fläche  S''r"&^Y^  läfst  sich  durch   die  Orä^nat«. 
ausdrücken^  weil- 

n.'  s"y"s^'r''^ac*s"r'— .S"T'% 


j 


^66         IL  Th.  IIL  Ahth.  yoH  Aar  Bewegung  <Zer  Luft, 
au4  welchen ,  wenn  man  sie  verbindet ,  folgt : 

daher  die  Fläche  ^ 

sr'r-s^rr^=z(b^ay(sr—sr-^S'ry 

oAeXf   wenn  man  die  Werthe  der  Coordiuaten  substitulit 
und  Sy^=J  setzt ,    ^ie«e  Fläche 

.  +^^^  fe^  .yäS'^e^fe    *ydSf,     ■ 

WO  man  die  Integrale  so  nehmet^  nuifs,  dafs  die,  welche  a 
enthalten,  verschwinden ,  wenn  iS' =  a  ist^  diejenigen- 
aber,  welche  i  enthalten ,  verschwinden,  wenn  5  =  &  i»t. 
Diese  Fläche,  mit  ^  5 -multipllcart ,  |:ibt  den  Raum  «Si,  um 
welchen  das  Lufttheilchen  fortgerückt  ist.  Um  aber  o  und  « 
zu  bestimmen,  mnfs  man-  noch  folgende  Ausdrücke  zu 
Hülfe  nehmen :  '     ' 

und 

-'-^e^fe'''ydS-.-^e   '^fXydS+je^ /e'^ydsY 

50 i.     Diese  Untersuchung  zeigt,  dafs  der  Zustand  der 

Luft  am  Ende  der  Zeit  =3. —   sehr  weit  von  deman- 

e  ' 

fanglichen  verachieden    seyn   könne,     wenn    anfangs   den 

liufttheilchen  eine  Geschwindigkeit  mitgetheiU  warf  indeta 

wird  dieser  Unterschied  d^sta  kleiner,-  je  kleiner  d«r  Bruch 


KJh,s^  Schwing^d.I^ftinh^rhQUsch*€on^idischenRöhretu   i6j      | 

•— -r-r— *  wird,    und  je  mein:  die  Scale,  der  Geschwindig- 

keiten  FJTG  sich  der  Axe  nähert,   oder  je  Idein^r  die  9n* 
|angl\phe  Gescbwindigt^eit  ist. 

502,     Man  kann  also  hier,  wo  eine  anfangliche  Ge^ 

•chwindigkeit  Statt  findet  >  nicht  annehmen ,   dafs  9<^  C^nde 

2-4  jB,  •  ... 

Jer  Zeit  =5 »  zwei  Oscillationen  vollendet  sind ,    und 

•  noch  wepijgdr  wird  sich  eine^ndre  hestimmte  ^ei%  angeben 
lassen,  wenn  dieses  der  Fall  sey^  und  W6gen  dieser  Unre- 
gelmäisigkeit  der  Oscillationen  wird  auch  der  Ton,  ^welchen 
eine  solche  Röhr^  apgibt,  rauh  und  ^ur  Harmonie  untaug- 
lich seyn^ 

503^  Hyperbolische  Kdhren  haben  alsQ»  wenn  oiaa 
fie  als  musicajtisfhe  In^tnim^te  gehrau^en  \irollte,  den 
groiaen  Fehler,  dafi^  siekein^reii»e,  wohlklingeude  Tona« 
geben,  weil  sich  die  Bewegung  nicht  in  bestimmte  OscUK« 
^onen  av^ösen  lalst,  und  dieser  Fehler  ist  de^to  uierK-> 
Uch^-9  ifi  starl^er  .ein  solche^  Instrument  geblasen  wird» 
weil  djLe  Oscillationen  sich  danu  am  wenigsten  unteratheii 
den  lassen :  bei  einem  sanften  AnUaa<fn  köunteu  sie  wohl 
noch  eineu  erträglicheu  l^on  geb^n« 

Ißsläfst  siqh  auch  yrohl  einsehen,,  da(s  uicbt  die  hyper- 
l^olischeti  mUiTeu'  allein  diesen  Fehler  haben ,  sonderu  dafs 
er  bei  al]en  Rohren  desto  mehr  Statt  finden  VYerde,  je  mehr 
sie  sich  von  der  cylindrls.chen  Fnrni  entfernen:  diesem,  ist 
also  der  Grund,  warum  man  sich  bei  Orgeln  blos  der  cy- 
Iindris.chen  Pfeifen ,.  .welche  «llcia  z^uin^  inu^aUsclieu  Qe- 
b?:auch  tauglich  sind ,  bedient^ 

Wallte  via«  die  hypierhoHsGhjg  Ilöfare  an  eiumn  Ende. 
TersjchUefsen,    so  y^ür^eu  die  Tq'^.  uc^cht  i[>%uber  \vttrd^,L'> 
weil  alftddnn  keine  der  beiden  Scalen,,    wenn,  man  siQ  für 
sich' betriH:l»tet«    regu)ä)pe  OscUlatione^  gäbd;  «-^   £^  lÄ 
daher  nicht  der,  Mühe  wertb  1^  Riesen  Fall  utoQtandlich  «u 
unt^psuebcxi.   '  .  — ' 

»  I      I    im  ' 


I 


*      5^8         '^*  ^*  ^^'  ^'^  ^^'^  ^^  JBeirii^ung'  in-  Lufu 


I  » 


8ech3t«r     Ab  s  <)  h  n  i  1 1* 

f^ön  4?^  /deinen  Schwingungen  der  Luft  in.  conif 

sehen  Röhren* 


504.  F  t  o.b  1  e  o^  ioj5.  W^nn  in  ^wr  cAnisct^en  Hönzi^ 
i^ias  Gleichgewicht  auf  irgend  eine  Weise  (unendlich  wenig) 
^stört  wird ,  die  Scalen  anzugeben ,  welche  ipan  bei  der 
Bestimmung  d^s  Zustandea  der  Luft  für  jeden  folgenden 
Zeitpunkt  braucht.  ' 

Auflösung^  Es  Sjey  ^. C^tg.  10.^.^  des  Kegels  Spi^z^j^ 
j^B  seine  As^e,  und  für  einen  unbestimmten  Punktes  der 
Axe'  sey  die  Entfernung  'vou  jer  Spitze  jiS  ^=^  S*  Wir  be* 
kalten  die  vorigen  Bezeichnungen-  bei,  dafs  B  die  beim 
Gleiphgewichte  Statt  findende  Dichtigkeit,  Q  aber  dieje*, 
j^ige  Dichtigkeit  bezeichnet,  welche  im  Anfange  der  Be* 
wegung  das  Lufttheilch^n  in  S  hat,  und  T  die  Geschwin« 
^igl^eit  eben  desselben  nach  der  lUchtung  A  B  für  den  an*-, 
iangUrh^p'  Zustand-  bedeutet.        - 

Da  nun  in  S  der  Querschnitt  der  Rohre  Üzssn^S^  Ist. 
40  müssen  wir,   um  Q.  471.    hiemit   zu  vergleichen,    dort 

1  X 

' «— n  "nr*  und  La  BB  — ^-« 

wird.  Die  Form'eln  des  471.  $.  geben  daher,  wenn  man 
a^ui  die 'Wirkung  dex:  Schwere  nicht  Rücksicht  nimmty 

tpd  man  fihdet  för  den  Zustand  des  anfangs  in  S  befind-^, 
liehen  Lufttheikhens ,  am  Ekid^  der  Zeit  ^t,  den  Rauni 
j^Xf  um  welchen  dasselbe  fortgerückt  ist, 

•     *    I 


it  s=i  1  uii4  /*  7*  o,  aet«e^|  "".wodwjck  M 


VL  /ihsckth  Kleine  Schwing,  der  Luft  tu  conkchen  lüfhren^     ^6^ 

"    [Av]      .    • 
Die  Geschwindigkeit  ^  =    —    wird  dahe^. 


c 


» 

iür  die  Dickuglceit  =9  war /Q.  465.  4ie  allgemeine  Gleichung 

i 

+  log  §  -  •jA":(5-cO  +  ^A':C-J'-^t)~^A:C^-rtX 

4^         .       ff-        . 


\Yendet  man  diese  Gleichungen  auf  dep  anj^anglicheA . 
Zustand  aiv,  «(f  W^rd  für  t  ?=  o 

?=  Jr/SM«  log  f-  -  -J  Cf:  S+A':  5J+  ^rCf-  <Sf  A:^ 

«  =  — -J  Or :  S~ A" :  Ä>+ ^  (T :  S— A' :  5), 
« «nd  wdl  aUdana  vssro,   ^ssiQ,  sssX  seyn  mufi ,    a» 


^yo        IL  Th,  IIL  4^ih^  Van  äer  JPew^gung  der  Luft, 

frlialten  wir  9ur  P^timmuiig  der  beiden  Functionen  dU 
Gleichungen ; 

J.     .    ^   fS*dS  log  ^—SCC:  J+ A';  S) + r:5+A;S = o» 

5  .  log  §  —  r :  5  ^  A">  J s=  Di 


n, 


•        * 


in.  -  -  - 


WO  die  zweite  bloi  das  Differential,  der  ersten  Ist«     Der 
Kürze  wegen  sey  r';S+A':S  =  y  vnd  T^iS — A':  5=.r, 

•o.gibt        IL    -    <•    r     dj«Ä  5d5log  ^, 


ni.  •»  -  ■ 

folglich  y  s55/Sd5.1og  ^  upd  -j-  »  ---frdS^ 

s       '  ■     ^ 

oder  z  e= -n^  — /TdiSj     es  mufs  also 

c 

r;S='4/3aJ  log  ^  -  £/Td5, 
A':SxB|/545log  ^  +  — /Td5       • 


werden ,  und  fernet 

r":S=zis\og^ frds.— 

*     ■   ^  B        ac-'  «c 


5.T 


£x± 


5,T 


fte 


A";5s=i5  log  ^  +  — /Td^  + 
endlich  durch  Integration 

r-.s  =  i^/545iog|-  ^  ifs*ds  ^06 1-  -  ^  y  T<5 


z 


■<$* 
A:  S=45/Sd5.1og^ -^  1/5M5  log  |- +  — /Td^ 

fs^rds. 


9 

I 


1^ 


<  ■ 


VL  ^hschn»  KUineSefyvmg*  der  Luft  in  conischen  Röhren*     57  < 

Man  construiro  nun  über  der  Axe  die  Linien   JtQJJ^ 
rx^A  jiYFyrMo  dab  man  die  Ordiaaten  der  ersten 

59  =  5  log  2., 

I  I 

der  zweiten  S  Vsss  —  frdS  +  —  S  .  T 

c  -'  c 

fiimmt  f  80  bestlnunen  4^e8e  Curven  die  Natur  der  Functio? 

n^n  r,  A  80 ,   daffli 

r" :  5=i  »S Q^i  SY  und  A" :  5==:|  S p+4  Sriwird,  dahii; 

r;Sz=:\ASQ  —iASY  ymi.£^'.S=iASg'¥iASr^ 

und  endlich , .  wenn  ma^  fdS  ^  ASQ  durch  S  .  (^50  aii'4 

deutet,     rz^sTrlSC^Sp)  — 42(^5  0 

'   '  und  A:*S='|2:(-4.y0— ;J2(-4*SF), 

Mit  äiüfe  jener  Scalen  lafst  sich  |iun  der  Zustand  der 
Luft  ii)  der  Röhre  nach  Verlauf  jeder  gegebenen  Zelt  ===  t 
bestimmen.     Man  nelim.e  nämlich  von  S  an  di»  Entf^rnun*  . 
gen  HST=<Se  =  <r.  t,  so  ^rhält  man  für  das  Lufttheilchexr, 
Welches  anfangs  in  S  war, 

^  =  p[i— ^  +  ^(TiIf--,TN+tm+tii)], 

«=  ^  (tm+tn---ri^TN)+^(ATM~;JTIi-Atm~Atn)y 

eadlicb 

v=Ssss~fS*dS\og^  -  -^(ATOt—ATI^+Atm+Atn) 

wo  in  den\  letzten  Ausdjrucke 

ist.  ^Man  kann  diese  Autdnick«  ttach  so  darstellen: 
' ,  =  ()  [i  +  ^  (TM4:  t  m  -  ft.9  ^  -^^  (TN  ^t«)],  -      " 


572         II  7%.  li£  J^th.  Von  der  Bewegung  der  Lufi.  . 

505.     Betrach.tet  tti^n  die  Entfernung  AS   als  unend^»^ 

$ch,  so  yi^ird  die  conische  Röhre  ein  Cylioj^Iery   und  man^ 

'\SQ  p  SV       t 

liohaj^  ftwi^  -^e^   «3  log  -^ ,  mufs  aber  -~  s^  —   *<t>eQ^ 

(weil  namlicb  fTdS,  Mein  gegen  S^T  wlrd^»  w^nx^  die 
Scale  der  Geschwindigkeiten  sich  nur  über  einen  Raum  er*, 
^trecliti^  welcher  gegen  das  unendliche  ji  unbedeutei^d  ist). 

Ferner  ist  —AS^=:fdS\og^' ui^d     ^^   ■' sa:  o ,   aber 

■ 

und-  aUdann  stimmen  diese  Formeln  mit  den  für  cylindxi-' 
$cbs  Röhren  gefundenen  überejyn. 

50S  &}.     MaQ.  kauM,  diesem  nqxHi  li^lebter  '  übersehen«    - 
Wenn  man  den*  Atif^ngspunkt  der  Abscisson    verlegt.      £a 
ley  S  =  a  -{r  :t  y  so  kann  man  statt  d«r  Function  F:  ^9  Ä ;  $ 
setzen  FiJr,  A:jr'9    indem  bei  diesen  noch  gana. unbestinim* 
ten  *FSi|>ctl0nen  auf  d^n  Anfangspunkt  tler  Absdssen  nichts 
•nkommt.     £U«- vodwn:  g.«li^dt>«b  'Wertlte  üJxT':S.  uod, 
•    ä['-:S  geben  jetzt 

IC /x J«  _  i^^ r. 


r:*t=:  !(«+*)  lag 


/? 


sc 


'     . 


i^t  JhsduL  Klmrie  ^hwing.  der  Lsuft  in  comisduf^  Ksh-en.    {$75 

Setzt   man   hier  a=:7v»^    so   darf  man  alle  GUedext* 
Vrelche  Kein  ä  entUalteui  weglassen ,   und  ei  wird 


£_ 


aT 


,  P        aX 

Ä";*-=ialo«|-  +  — . 

f 

iSeicimet  d^xi  aho  die  Scalen  jetzt  io  ^  dafi  £Sk  AShsiä^^^ 

SO  =s  leg  ^  und  SJ's-t-  Werde,  so  stimmißn  diese  Sca- 
JS  c 

ten  mit  ^en  im.Q.  402.  gebrauchten  ganz  überein^    und  man 

hat,  wenn  in  Fig«  72.  ^  der  Anfangspunkt  der  Abscisse  ist) 

v'.x^aiis'g—is'r)^ 

r'xix-^^cA)  =  flC4  TM— i  tN)i 

A":(jr — et)  s=aQtm+|en)i     ^ 

r':(;r  +  c.t>;=4a  (^CTitf— JE  tjV)i 

lolgiich ,   wenn  man  nun  die  in  ,0.  504.  gefundnto  W^rth^l 

durch  diese  Scalen  ausdrückt; 

9  =  p(i  — 5p+TM+tm— TN+««)* 

,'     ^  \.      ^      .  . '    .   .    • 

weil   ~  ==  ■■  .'     ==  i  gesetzt  wird ,  .  * 

weil  T^^.r':  (*  +  ^0  =  -^.(^CTirf  — ifETN) 
weg^rt  des  imehdlich  großen  Divisdrtf  verschwindet,   und 

eben  das  für  7-7^ TT  .*  A' :  C*  —  et)   gilt*      Eiidlith.  ferhält 
.man  für  v,  wdU 

-/5*^SJog|-=^-/a*4*logJ-=/J.;log|-, 

und  die  Glieder,  welche  5^  im  Neuner  enthalten,  iter-| 
a(:hwlnden«  weil  in  ihrem  Zähler  nur  die  erste  Potenz 
von  a  yqrkommt, 


I 


t 


574      ■  ^  ^-  '^^  ''**•  '^^'^  ^*^  Bewegung  der  Luft. 

und  diese  Formeln  sind  ganz  einerlei  mit  den  in  0.  402.  für 
GyliAdrische  Röhren  gefundenen.  * 

506.  Die  Canstruction  der  Scale  fiir  die  Dichtigkeiten 
ApD  (Fig.  105.)  hat  keine  Schwierigkeit;  aber  die  ^w^ite 
Scale  AYP  wird  nicht  so  leicht  aus  der  anfänglichen  Ge- 
schwindigkeit T  bestimmt ,  weil  sie  eine  tntegralformel  ent- 
,häH,  Um  sie  txx  construiren  ^  zeichne  inan  Vorher  eine 
Curve  AvC^  deren  Ordinaten  Sv  die  Geschwindigkeit  T 
in  deoi  Funkte  5  selbst  darstellen  ^   und  nehme  dann  der 

1    .  t 

Curve  A  YF  Ordinaten  5  K  ä  — .  AS.  Sv^^ASvi    als- 

c  .  c 

dann  .lassen  sich  dre  Flächenräuine  dieser  CurVe  auch  durch 

i  ^ 

ASy  ^=i  "^^  AS >  ASv  ausdrücken.    ..Bringt  man  nun  jene 

natürliche  Scale  der  Geschwindigkeiten  AvÜin.  die  Rech« 
auüc,  soist  TN=ä  — .^T.TL+-^.^TX.r 


t  1 

tu  =5  —  At.tl+  ^Atl^ 


c 


ATN:=2—AT.ATLundAtnzsz^At.Ati, 

c  c      - 


daher  wird  die  Gecchvrindigkeit 

«  =  ^(t  m— TM)  +  ~  —  t  m  rjf 

weO  nämlich 

\iATL+Att) ^^(^AT.ATL+At.Atl 

Diese  Formel  zeigt  tiun  sogleich,  dafs  wenn  anfangs 
in  dem  ganzen  Kaüme  Tt  die  Dichtigkeit  =  B  üüd  die 
Geschwindigkeit  s=  o  war  1  aueh  tm  £nde  der  Zeit  t^  a=:# 
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"virlrd«  Die  vorige  Formel  telgtB  diei  tuclit  §0'  deutlich; 
denn  wenn  anfangs  irgendwo,  innerhalb  des  Raumes  At  eine 
Bewegung  Statt  gefunden  hätte»  so  ivurde  die  Linie  AvC 
eine  Fläche  einscbliefsen »  und  wegen  dieset  Fläche  erhielte 
die  CuTV«  AFY  tmch  fut  den  ganzen  übir]geti*Theil  t  Tder 
Abscissenlinte'Ordinatenf  die  >•  o  wären »  wenn  auch  AvC 
dort  mit  der  Axe  zusammenfiele  i  es  schiene  <daher  kweifel* 
Haft  zu  bleiben  ^  ob  die  Glieder 

in  diesem  Falle  t=:o  Würden«  Welthei  hingegen  deutlicji 
erhellt 5  Weim  man  die  Scale  ^vC  in  die  Rechnung  ein* 
führt.  '     •      '  . 

507.  Auch  da«  Glied  £ (-<i5r)»  Welcies  tsfäS.JSY 
istf  läfst  sich. nun  duroh  die  natüjrlicfae  Dichtigkeitsscal« 
^ VC  ausdrucken  j  es  isttiämlich* 

c 

Uet  =a  —  AS.ßS.ASv^fiSfiSASVf 

j  '■ 

i»httt(.Atti)s^  ^  iAt^CATL)^tt(ATL)'^, 

miätCAtn)i=si*-tAttCAtl^'^ti(Atl)^. 

Die  Werthe  von  -^^  m  und  v  Werdezi  also  jeti^t  durch  die 
Scale  der  Dichtigkeit  AQD  und  die  Scale  der  Geschwiu« 
digkeit^i'C  auf  folgende  Weise  ausgedruckt! 

^  At.tt-{-tlTL)% 
+  ^(JT.TL+At.tl)^^^.tlTt., 


t 


§j6      IL  Hk  llt  Ahth.  Vm  der  Beymguag  ier  hufu 

Welcbl:  Forihelii  cum  &el>raüchü  bequemer  Und; 

5o8.  PT üblem  107;  Wenn  in  einer  coniscfaen  Röhni 
A^h  (Fig.  io40t  weiche  sich  ins  Unendliche  erstreckt, 
irgendwo  in  dem  kletuen  Haume  G  H  eitie  Schwingung  et^ 
regt  wird,  die'Fortpflaneung  derselben  in  der  Röhre  nach 
J6  ^  iu  iu  bestimmen; 

^  Aurflösung;  >  Da  die  Schwingung  sich  blos  auf  deii 
Raum  GH  erstreckt  1  so  mufs  in  den  beiden  Endpunkten 
dieses  Raumes  die  Dichtigkeit  so  gibfs^  wie  IfeiniOleicb* 
gewichte,  und  die 'Geschwindigkeit  *=  o  seyn.  Es  sej 
also  GiH ^ie  Scale,  der  Geschwindigkeiten ,  deren  Ordina* 
ten  tl  die  ih  t  Statt  findende  anfangliche  Geschwindigkeit 
nach  der  Richtung  tH  darstellen,   Also  tls=:7i  fernl&rsej 

6m  H  die  Scale  der  Dichtigkeiten^  der(sn  Ordinate 

p 

im  =zAt.  log  -^ 

ist,  wenn  Q  i'^B  das  Yerhältnifs  der  iii  t  wirklich  anfangs 
Statt  findenden  zu  der  aem  Gleichgewichte  entsprechenden 
Dichtigkeit  ausdrückt. 

Man  betrachte  nun  einen*  bestimmten  Punkt  5  der 
Rohr^i  und  wenii  AS^S^.  so  wihl,  wfeil  beide  Scalen 
aufserbalb  des  Raumes  OH  mit  der  Axe  zusammenfallen, 
die  Luft  in  S  so  lange  im  GleichgeWiclltk  bleiben  j   bis  dici 

Zeit  sä  -^^   Secunden  verflossen  ist^    seit  in    GH  die 

^  c 

4     *  ,  ,  .  SG 

Stshwmgung  erregt  worden,   und  wenn  die  Zeit  =  — 

^  •»  c 

Secunden   geworden  ist ;    so   ivird  die  Schwingung  .  in    ^ 

GH 

Torfib ergegangen  ieynt   ihre  ganzp  Dauer  ist  also  =  •"— ■ 
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5t. 

Seconde*    [Ef,  jer  nun  t  =  — »   4o  .^ird ,  weil  es  für .  di^ 

/  c 

ni^cE  der  atidprn  Seite   zu  neboiende  Absci^se  ST±=:St 

keine  Ordinaten  gibt ,'  der  Zustand  des  anfangs  in  S  befind- 

liehen  LufttheUcbens  durcb  folgende  Gleicbungea  bestimmt: 

Y.        tm        jit.tl       Htl] 
die  Dicbtigkeit  ,  =  B    1  +  —  +  .j;^  -  —   ,  T^eildia 

aniFangliche  Dichtigkeit' in  S  =  JBwar,  die  Gescbwindig- 
e.tm       c.Htm   .   AtM       St. Htl 


keit  Jt 


ft5 


2  5' 


slS 


HS' 


y 


MaÄ  kann  tier  die  Räcjien  Htm,  Htl  weglassen,  weil 
der  Äaujn  G  H  als  äufaerst  klein  beuacbtet  wird ,  alsdann 

labt  sich ,   da  ti  =  T  nnd  tm  =  At  .log—  ss  Jt .  -^— 
i$t    q  und  m  ftuf  folgende  Weise  ausdrücken : 


,,^B   {1     + 


12 


—  E\ 


At.  T 


2c 


t  .  TT 


±^ 


Jt 


oder  log -g  -  j^^^ 


log|  +  -^l. 


8.^5 


B 


Ai.t      At  .c  f       2. 


'^ 


500.  Wenn  der'  Raum  G  H  nictt  ganz  Wein  ist ,  $o 
darf  ian  die  Flächen  Htl,  Htm  nicht  bei  Seite  «etsen, 
und  dietet  dertö  weniger,  *  Je  näher  G  it  der  Spitze  des 
Kegels  liegt,  weil  dann  die  Fläche  Htl' in  Vcrgleichung 
*  gegen  At.tl  nicht  als  unbedeutend  darf  weggelassen  weri 
deiö.    In  diesem  Falle*  ist  ToUständig 


,        7 
J«8  J 


At 
i7s{ 


H^  +  T 


Htl 


und 


e  .At 


«  SS 


g      T" 

^^S-S'  +  T 


.AS*[ 


ie,AS 

St         i 
.  Hei  , 


wo  —  =  t  der  seit  dem  Anfang«  yerflofsnwi  Zrit 'gleich  i»t 

c 

O  o 
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1     i  y 


SCI 
5io,    Wenn  die  vexBc»sene  Zeit  gröfsjcr  ist,    al*  -*-»*•  % 

•o  fallt  d^r  Punkt  t  jenstits  6  gegen  ^  zu,    wo   ftnAngt 

Q  \ 

log  •^-  as  o  und  T  =  o  war^  aber  glcAohwoUl  virdj 

9-  -    •.  arca  .  GIH        , 

und  «=  '     ^  ■  .ftirea  Gmfl— »t.  «rea  </i/0>1 

also  ist  das  GleicLgewicht  n'och  nicht  wieder  faetgestellt«  •— 
XJnd  dieses  Resultat  ist  desto  Inerkwürdiger ,  weil  diese 
Abweichung  Voin  OTeich gewichte  forteudauem  «<nieint, 
likiüd  gar  nicht  aumört|  wie  grofs  Auch  e  angenomoieii 
Werde. 

Diese  irrige  JPolg^rung  Vührt  aber  wo}il  .daher,  weU 
wir  auf  die  Fortsetzung  der  Scale  ülber  die  Spitze  A  htn*^ua 
xücht  Rücksicht  genommen  haben:  wir  wollen ,. daher  di« 
Untersuchung   jetzt    vollstän'd.iger    anstellen,    und*  suchen» 

wie  die  Fortsetzungen  der  Scalen  beschaiFen  seyn  müssen. 

« 

*  <  51  i.  Problem  loß.  Wenn  die  conische  Röhr« 
nicht  bis. an  die  Spitz«  I  (fjg.  lod.)  voUständig  ist,  apn* 
dern  sich  in  i4a  endigt,  und  hier  entweder  offen  oder  ver-. 
schlössen  ist,  die  Formeln  zur  Bestioimui^g  der  Bewegung 
der  darin  enthaltc^nen  Luft  für  beide  Fälle  aus  dem  gegebp 
neu  anfängliche!;  Zustande  herzuleiten« 

• 

A  u  f  1  o  8  u  n  g.  Die  Entfernung  des  Endpunktes  A  von 
der  Spitze  1  des  Kegels  sey  lA  s=  a,'  .und  man  bezeichne 
die  Entfernung  des  unbestimmteii  PuYiktes  S  von  ^a  mit  /, . 
so  dafs  AS^=^  s  und  i«S  =  o  4"  ^  sey.  -  Die  Dichtigkeit^  der 
Luft,  welche  beim  Gleichgewichte  Statt  findet,  8ey  =  ^ 
die  Dichtigkeit,  welche  das  Lufttheilchen  S  anfangs  hatte, 
=  0^  die  Geschwindigkeit  desselben  nach  der  Richtung 
Sl{  =  T.  Eben  dasslslbe  Lufttheilchen  habe  am  Ende  der 
Zeit  SS  c  die  DilShtigkeit  s=  9  und  die  Geschwindigkeit 
:s«  erlangt,*  und  sey  tulk  den  Raum  Ssssv  fortgehickt* 
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Da  nun  in  S  die.W«ite  der  Röhre  O  s  n*(ä+f)^  ist/  so 
wird        p  =i3  ■  ,  uz^d  die  vorigen  Formeln  geben ; 

I  .         p       » 

•  =  7-i-s/«'*(«  +  0*  log  ^ — 7— ru^f  «0 

,=  (>[.-.  log  £+-l>.r:C,+cO+^^A";C*-.0], 

c 

I  t 

Die  Anwendung  dieser  Fornieln  auf  den  anfänglichen  . 
Zustdud  führt  uns  zu  folgenden  Gleichungen ,   aus  welchem 
die  Functionen  F.  ^  müssen  hestimmt  werden : 

•  =/(«+Ö»dilog  2.  _.  (a+s)(r':s+:A'.f)  +  r:/  f  A;*^ 
(a  -Vi)  log ^  =;r :  t  +  Ä":f ,  und 

« 

c  c 

Die'Ietzte'^gibt 

*  ' ,    /*  '• 

'    ■      ■     oderc(r:*— A':0=s:  — (rt  +  /)/T«f/  ? 

Verbipdc^  man  hiemit  die  zweite  Gleichung  ' 

'       •    r":i  =  l(a+Olo6X'-'-^ — "^ '-* 


;  A-.'* ?=  iCa+0  log  ^  rh.  .'■  !   ■■^-' . 


y  - 


50Q       II«  tfi.  IIL  Ahtk.   Vqh  der  Bewegung  der  Luft. 

« 
Um  diese  FunctiMien  bequem  duttadrucken »   seiclmc 

man   zwei  Scalen »    so   dafs  die  Ofdinaten  SO  der  ersteig 

o 

'CQct   ^p==(«+0?og  "d»    ^»*   Ordinaten   der  cweitea 

Jörd,  SF=>- werden,  to  ist 

♦  •         c  •  .  .  ^ 

Und  r'w  =s:  |^C5p  —  i^D JiT, 

Vermöge  der  vorhin  angegebenen  Gleichungen  kann 
man  jetzt  dieDtchtlgkeit  ssf  und  dieGesth^rindigkeitss«» 
Welche  das  anfangs  in  S  befindliche  Luftüieilcben  im  Ende 
der  Zeit  =  (  h^tr  mit  Hülfe  dieser  Scalett  angeben  i  wenn 
man  «S  T  =  <S  t  =z  c.  t  nimmt,  indem  alsdann  wird 

M  =  — 4r;  Qtm+tn^TM+TN)  +  r—^  UC  TM 

und  auch   der. Kaum  Si,.  iim^ welchen  das  Lufttheilchen 
fortgerückt  ist ,  liefse  sigh*  leicht  bestimmen. 

Um  nun  zu  bestimmen «  wie  die  Scalen,  müssen  fortge- 
^  setzt  werden ,  nehme  ich  den  Punkt  S  als  mit  A  zusammeB* 
fallend  an ,  dafs  glso  x  =  o  -wird.  Nimmt  man  nun  die  Ab« 
sci.ssen  AT'  zsz  Ä{  '=1  c  ^  ty  und  denkt  sich  auch  in  {  Or» 
dinaten  tm^  e'n  errkhtet  9  welche  noch  erst  bestimmt  \feT» 
den  müssen «  ,  so  erhält  man  Formeln  für  f  und  « y  wenn 
diese  Gröfsen  sich  jetzt  auf  das  anfangs  in  A  befindlich« 
Theilchen  beziehen :  man  mufs  aber  in  diesen  Formeln  die 
Flächenräume,  lyelche  au  Ar  linken  Seite  v^on  A  liegen, 
als  liegativ.  betrachten,  weil  wir  vorhin  die  von  hier  an« 
zur  rechten  Seite  liegenden  positiv  aonalunen.  £f  wird 
daher  -^ 


fia 


Sa 


FLAhschiu  KUine  Schwinge  der  Luft  in  canUchen  Röhretu     gQi 

Hier  finden  nun  zwei  verschiedene  Fälle  Statt ,  wo 
i m'.y  T' M*  auf  verscbledene  Weifte  bestimmt  werden, 
nämlich^  je  nachdem  die  Röhre* in  A^  oSßXK  oder  verichlos« 
sen  ist, 

I^  Die  Rühre  sey  in  ^<i  offen,  'Sa  wird  hier  die  Dich» 
tigkeit  unveiranderlich  ^  =  O  ^fcr  J3  seyn ,  es  ist  dahez*  für 
dei^  anfänglichen  Zustand  ^C  ^?o,  und  für  die  Fortsetzung 
der  Scalen  mufs  nothwendig  T'Af' +  ('m' =5;  a  und  T'N' 
s=Vn  seyn.  Seide  Scalen  werden  «^Isq  völlig  eben  so  fort« 
geführt,  wie  es  hei  cylindriacben  Röhren  der  t'all  war, 
namUch  die  Scale  der  Dichtigkeit  ^n  der  entgegengesetzten 
Seite  der  Axe,  die  Sc^le  der  Geschwindigkeiten  ab^r  an 
eben  ders.elbeii  Seite  der  Axe  {(J.  4<t70* 

JI,  Die  Röhre  sey  In  Aa  vcrschlosson,  so  wird  hier 
T  =  o,  und  auch  in  der  Fol^e  der  Zeit  allemal  «  s=  o.  Es 
mufft  daher 

a^t'm'—TM'y+ACTM''^ACem=z  o 
>  und  aU'n  +  T  K)J-4l>  T  N'^-ADt'n'  =  q     ' 
»eyn.     Die  erste  Gleichung  hesrimmt  die  Forlaetzung  der 
Dichtlgkeitsscale.      Ei  sey   für  dieselbe  AT==zAt'zzzxy 
r'M4.2s=  y  und  t'm  ^=^  z^  so  gibt  jene  Gleichung 

«^  —  ay +/(y +  2)'^,.«^  =  o, 
qrler  acl^  +  *<ijif  —  «dy  •+•  y^Ä*  =;s?  Ot 

deren  Integral  ist  .  ^ 

X  ap  .    X  '         .    X 

az  ♦a*=/«*CÄJy-^yJÄ)  =  e*.  ay  ^^  2fe^ydx 

IX  ,  X 

53  —  tf*  ,ay+2fl/e** dy, 

XX  '  ' 

dahersss  t'Vssy— — e    ^  }  eÜ"  yäx^ 
X  däersss  — y  +  2tf    '*/«*Jy* 


58«         II  Th.  IIL  Jlth,  Von  der  Bewegung  der  l^uft^ 
Für  die  Scale  der  Geschwindiglceiten  mufs 

seyn,  also ,  lyeün  man  hi^r  -/4  T'  =  ^f'  =  *  und  T  N'.ssy» 
t'n'5?=  s  ist,  ^ 

oder  ««^z-f-zdx  +  ady — yäx  ^=i  Q^ 

»  '      '  X  X 

daher  az'.e*^  =c  — «y.c**  -{'  ife'* ydx 

♦  fL      •       £. 

Tsxay^e^ — ^afe^  dy^ 

oder  ;c  =s  —  y+"^#    ^  f  €^  ydxzsty  —  2e    **  f't^  dy^ 

* 
wo  für  beifie  Falle  die  Integrale«  so  bestimmt  werden  mus* 

»en,  dafs  für  ^  =  o ,  :(  =  y  werde«     . 

■ 

512.      Da  die  Scalen,   wenn  die  Röhre  bei  y^a  offen 
ist ,    eben  so  fortgesetzt  werden  müssen ,  wie  bei  cylindri* 
scben  Röhren,    und  eben  dieses  Gesetz  auch  Statt  fände, 
wenn  die  Rohre  sich  in  Bb  wieder  endigte,'  und  auch  da 
öfFeu  wäre,   so  folgt  von  selbst,    dafs  die  Oscillationen  der 
Luft  in  einer  conischen,    au  beiden  Enden  ofFeneh  Röbre 
ganz  mit  denen  übereinkommen,    Wekhe  wir  bei  cylindti» 
sehen  Röhren  fanden.      Mithin  gilt  alles,    was  vorhin  von 
den  Tönen  offener  Flöten  gesagt  Ist,  auch  noch  ,   wenn  die.' 
Röhre  nicht  cylindrisch,    sondern  conisch  ist:    doch  darf 
man-  sie  nicht  allzusehr  divergirend  annehmen,  weil  sonst 
liicht  alle   in  einerlei  Querschnitte  liegende  Lufttheilchen 
auf  eined^  Weise  möchten  bewegt  werden ,    so  Wie  wir 
^hler  annehmen« 

i  • 

5*3«  Obgleich  aber. die  Töne  einer  copischen  Röhre> 
wel)n  sie  an  beiden  Enden  <)^en  isty  mit  den  Tönen  der 
cylindrischen  Röbren  übereinkommen,  so  gilt  dies  dodh 
keinesweges ,  wenn  die  couische  Röhre  an  einem  Ende 
verschlossen  ist.  Im  letztern  Falle  nämlich  werden  die 
Fortsetzungen  *  der  Scalen  den  Scalen  selbst  ganz  unähnlich^ 
und  es  können  Keine  regelmäfsigen  Oscillationen  entstehen. 
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daher  auch  der  I^exvorgebrach^  Schall  rauh,  ui^d  zur  Har« 
monie  unbrauchbar  seyn  wird. 

514*'  Dieses  Prob*lem  witd»  auf  cylindrische  RÖhr6n 
angewandt  >^  weon  map  ai  =  /V.  set^«  Alsdann  erhält  man 
auch  9  wenn  die  Röhre  in  ^  verschlossen  ist^  für  djie  fort»* 
•etaingder  Scalen  t*m\=s  TM  und  t'n  ==  —.T'N\  weil 
'  die  nicht  mit  a '  snyj^üflipixtfixi  Glf^d^r  in,  V^rgleic^ung  xai%  a 
Terfchwindein« 

( 

615.  ProtblenL  109,  Wenn  an  dfer  Spitze  >^'  (Fig.^ 
105.)  des  Kegels  eine  kleii^e  Schwingung  hervorg^brachf; 
wird  f  die  Fortpflaczüng  derselbeli  lUi  der  coirbcfaeh'Röhre, 
mit  Hülfe  der  gehörig. fort^e^^t^tj^,  Sc^l^Qi^  yoll.^ta||d^g  sn 
l)0stimniQn«  '     . 

Au flö suA.gr  Um  die  Auflösung  d!es  Torlgen  Ftö^ 
bleins  hier  anzuwenden ,  nuifs  man  inerst^  weil*  der  Kegel- 
te, ax^  die  Spitze  volUtandig,  ist,  4  =  o  (etz$;n^  zweiten«, 
aber,  da  die  Röhre  In  ^  notti wendig  geschlossen  ist,  dia 
Formeln  des  dortigen  zweiten  Falles  anwenden.  Bezeicb-H 
ziet   also  hier  AMD  die  Scale,  der  Dichtigkeiten.j  [derea» 

Ordinate  Tilf^J  log^  ist^  un^  jNpN'  die  Sfale  4er 
Geschwindigkeit ^  dturan  Ordinate  TN  =z  ■*  \        Ut^ 

■  ■  € 

90  wird^,  wenn  die  anfängliche  Schwingung,  sich  bloa  durchs 
den  Raum  AD  erstreckt,,  die  Sc^le  dei:  Dichtigkeiten  }en- 
aei^^  D  v^i%  der  Ax/e  eu&ammenfaJlpn ,     die   Scale  ,der  Go- 
achwindigkeitan  aber  jenseits  D  qii^  deic  Axa.  parallel  wer- 

•den,  weil  4»*  QÜed /*  -^7    hier    eiuexi  ^unveränderlichea^ 

Werth  erhalt»  Ui^  di^O  Scalen,  ^n  dqr  ai^dern  Seite  youA 
fottzusetzen.,  kehren  wlf.zu  den  Glc^ichungen  S*  5m*  ^.*zu• 
|xkk,  und  nennen  hjier.^Ts?  ^t  =  o;,  und  für  die  Sca^e 
rfer  Üichtt^eit  TM'Ä=  y,,  fm  =  «;  f^r  die  Scale  der  Ge- 
ai^wlndi^eit  IfJVsp]^',  ti|.=:z'l  -Die  dortigen  Cileiqbu;!:^ 
gen  sind  also  für  dia  Scale  dex  Di^htigki^it^n..  1  ^ 


«<iz— r  ady  +  zdjif  +  y  Jap  =.0, 
für  die  Scale  det  GescliwiDdigkeiten  '^ 

adz  +  ady  +  ^ dx  -—  y'dx  =  o. 

Da  aber  hier  aso,  so  geben  diese  GleichungeaoflEenbar  . 
«.= , —  y  und  x'  =  y  ;  die  Scale  der  Dichtigkeiten  wird 
daher  an  der  entgegengesetzten  Seit^  der  Axe,  die  Scale 
der  Geschwindigkeiten  aber  an  derselben  Seite  der  Axe  so 
fortgesetzt  ^  .dafs  zu  gleichen  positiven  and  negativeti »  tmi 
A  an  gerechneten  ^^bscissen ,  gleiche  Ordinateu  gehören.  -*~ 
Die  Fortsetzungen  fallen  also  hie^  eben  so  aus,  als  wenn 
die  Röhre  in  A  offen  wäre.    «  v 

Wir  wollen  jetzt  untersucheil ,  watm  sichdie  Schwin- 
gung bis  zu  irgend' einem  Punkt  5  fortgepflanzt ^iist ,  und 
wi^  die  Bewegung  hier  beschaffen  seyn  wird.  Es  sey 
jtS^sssj    und  seit  dem  Anfange  der  Bewegung  Aey  die 

^  .  SD 

Zeit  =  t  verflossen ,  welche  kleiner  als  -^ —  ist,'   und  man 

'        e         '  , 

nehme  ST'a  St' e=c.t,  so  wird  desjenigen  Lufttl^eil* 
ohens,  welches  sich  anfangs  in  S  befand,  Dichtigkeit  und 
Geschwindigkeit  durch  die  in  T',  i  gezognen  Ordinaten 
jrusgedrückt.  Im  vorigen  Probleme  fanden  wir  (in  Beftie*' 
hung  auf  Fig.  io6.)  allgemein ,  wenn'das  dortige  a  ss  o  ge^ 
•etat  wird: 


L 


-    9  =  ()[i  +  — t;TJ»f+em— ft5p+s>i— TN), 


IL-    .    «  =  — (tm— Tilf +  en+rN)  +— rC^CTM 

— /f  Crm  — -rfD  TN  — -^Dtn> 

Es  war  aber  hier  im  Punkte  S  anfangs  Q^^By  also  5(^=0, 

j^Fig.  105.),   und  auch  T'ilf  sae'm' s=  09   so  langet'  dies- 

seiu  J)  fällt;    endlich  T'N'  —  s'n',    daher  wird  offenbar 

SD 
9  S3  ^csB,  ao  Jange  t  •<  — —  ist,    die  Geschwindigkeit^ 

aber  wird,  weil  hier  .^'CTüf  =s  ^  Ctm  in  Fig»  to6..  einer* 
lei  mit  A  MD  (Fig.  105»)  ist  /. 


VL  Ahschn.  Kleine  Schwing,  der  Luft  in  coniichen  Rökrem     505  ' 

c  '  \s  . 


3 


oder  »  «a  -j-  (e'n  .  JS-^ANSS). 


«  Um  djoteo  Ausdruck  richtig  su  venteheo ,  müssen  wir 
•US  der  Hktat  der  Scale  die  Flache  ANS  S  su  bestimmen 

••ciien :  es  war  aber  TN  sc»        ■       ■   .,  wenn  ich^  Tsss- 

c 

nenne,  folgKch  die  flache 

und  in  D,  wo  T  =s  o  wird,  erhilt  die  Ordinate  DF^ssl^n 

1 

ab:  55*  Jen  Wer^h  ^  "^ftds^  wenn  dieses  Integral  bis 

an  D F.  genommen  wird,   mithin   ist  ANFDzs  DF*  AD 

unAANS'S-^DF .  (^D  +  D5)  =  «'n. .  AS.     Der  für  « 

gefundene  Ausdruck  ist  a]&d':^o,  so  lange  5  t'  •<  SD  bleibt, 

\ind  folglich  bleibt  das  Lufttheilchen  $  völlig  im  Gleicbge« 

.  SD  . 

Wichte ,   so  lange  ^«  Zeit  f  ^  —  ist.     Wird  aber  t  grö- 

c 

SD 
fser,  als  — .,    ao  nehme  man  5T«B:€.t,    und  es  wird' 

nun ,  weil  im  der  rechten  Seite  von  5  die  Ordinaten  der 
Dichtigkeitsscale  =s  o,  die  der  Geschwindigkeitsseale 
=5:  T'N'ssSfi' werden,  «  '     - 

•  •  * 

'     ^    ^  =  J8[i  +  —(TM+ TN— »'«*)], 
«  a  j 

«  =  ■^(TM+  rN+  t'n)  +  -^fDAfr-^rN— (i+rt/n'], 

» 

od^r  a  =r  ^  (TM  +  TN)  +  -^  (Dlf T—  ^TN—  ST.  tV). 

^  Sd 

Endlich  werdedie  verflosjiene  Zeit  gröiser,  als  -^,  so  wer- 

len  beide  Ordinaten  derÜidhtigkeitsscale  =0,  beide  Ordi* 
nsten  der Gc^ehwindigkeit^cale  werden  gleich  zsdfssDFi 


i 


/ 


/, 


V 


(JQtf        IL  TK  m  jßtlu  Fort  dmf  Beiffipmg  ier  X^/t 

« 

also  gibt  die  Gleichung  I.  ^eder  ^  s=  p  =:  B^  in  der  GTei* 

chung  ir.    aber   ist  AÖTM  =±J^MD  ss  ACtm  :s:*j£mdy 

denn  jimd  ist- positiF,   da  die  an  der  linken  Seite  von  A 

liegenden  Flächen  i»  '-wenn  are  sich,  oberhalb  ier  A^e  befiiv* 

den,  negntiv  sind,  femer  A nfdas — ANFD=: — AD.DF%' 

die  Fläche  aber,  welche  in  der  Fermel  +  ADtn  hief»,  niufa 

jetzt  —  ADtn  bezeichnet  werden t   weil  iie  an  der  auddto 

S  T' 
Seite  von  A  liegt,  und  es^ist,  wenn  tcx  ■  '■"^: 


c 


I 

c.DF      ic.s.DF 


oder  »  sr 


gw 


J  2  5* 


das  Gleichgewicht  der  Luft  ist  also  in  5  hergestellt,  sobald 

Sd  ■ 

t  >  ~-  ist,  und  die  Schwingung  dauert  in  S^  nur  «o  lange, 

als  der  Schall  Z^it  ;braucht,,  nni  sicK  durch  den  Ra]uun  dD 
fortaup&anzen. 

516.  Die  Schvirierigkeit,  au£  welche  wir '  vorhin  gc- 
riethen ,  dafs  das  Gleichgewicht  noch  nicht  hergestellt  zu 
teyn  schien,,  obgleich .dje  Schwingung  schon  vojrüher  ge* 
gangen  war,  fallt  also  völlig  weg  ,^  wenn  man*  auf  die  Fort- 
setzung der  Scalen  Rücksicht  nimttit,  und  die  Resultate 
sind  jetzt  denen  ganz  ähnlich,  ly^lohe  wir  fandea,  da  die 
Röhre  aM  cylindrisch  angenommen  ward.  Die  Zeil  näinlick, 
welche  verfliefst,^  bia  die  Schwingung  in  5  ^nkoi^imt,  ist  hier 
eben  so  grofs  wie  dort ,  und  die  hier  für  f  und  m  gefundenen 
Wertbe^  unterscheide^  sich  von.d^n  dortigen  blos  dadurch, 

dafs    "    p      und  jr  hier  desto  kleiner  werden,    je  gröfser 

die  Entfernung  ASz=ss  ist,  statt  dafs  ia  cylipdrischen 
Röhren  diese  Gröfsen  immer  einerlei  Werth  für  jede  Entfer- 
nung belvielten.  Wenn  also  die  Schwingung  'sk>h'  in  einer 
GopUcliea  Röhie  fortpflanzt,    so  wird  sie  in  gröTsern  £nt7 

femungeu  immer  schwächer,    und  di^  dem  Lxtfttheilchen 

9 


n.Ah3tlkn. 


4crLuft  itt  «omtdten  Kshrin,    gfff 


I      s 


ertheilte  Geschwindigkeit  nimttit  ungefähr  in  eben  dem  Yer* 
'  hältnisse  ab^  wie  die  Entfernung  wichst,  denn  daA  mit  «^ 
dlyidirte, Glied  kann  man ,  sobald  s  nur  nicht  gane  Klein  ist^ 
9^eg)assea.  Nimmt  man  also  an,  dafs  der  Eindruck 'eiuiM 
Schalles  auf  .ui(lsr<^. Gehörorgane  .dem  Qnadrate  der  Ge* 
achwiudigkeit  «  proportional  sey ,  so  würde  für  eine  coni« 
sehe  Köhre  die  Stärke  des  gehörten  SchaUes  sich  umgik 
kehrt  I  wie  das  Quadrat  derl^ntfernung  verhalten. 

fl 

,  517,  Dieee  Untersuchungen  lassen  sich  auch  auf  die 
Fortpflanzung  des  Schalle»  in  freier'  lAift  anwetiden.  Denn 
wenn  ^n  /i  'ein  «Schall  erregt  wird  ^  so  kpnn  man  sich  die 
umgebende  Luft^  als  in  unendlich  viele.  Kegel  getheilt, 
denken,  deren  Spitzen  in  A  zusammentreffen,  und  di^ 
Schwingung  wird  sich  in  dieseli  Kegeln  so  fortpflanzen, 
wie  wir  es  eben  bestimmt  baben.  Die  Geschwindigkeit 
des  Schalles  ist  also  in  der  fireien  Luft  eben  ^o  grofs ,  als  iu 
cylindrischen  Röhren ;  aber  die  Stärke  de«  Schalles  nimmt 
Wegen  der  Erweiterung  der  Röhre  ab,  |e  weiter  man  sich 
Yon  A  entfernt,  weil  die  fortgepflanzten  Schwingungen 
oder  Schläge  immer  schvirächer  werden ,  je  weiter  sie  in  der 
f  oni%6hen  Röhre  fortrücken«  ^ 


X 


\ 


H  ' 


j88        it  2k.  III.  Ahtk  y^n  Jkr  BoMgimg  der  Lufu 

Siebenter    Abschnitt, 

Darstellung  von  La  gr  an^  e'  s   Untersuchungen 
'   über  die  Natur  und  Fortpfianxjung  des  Schalles f 

oder:  ' 

Methode ^    diese  Untersuchungen  so  anzustellen ^    dafs  dabei' aas 
Gesetz  der  S^ägkeit  für  den  anfdne;fy:hen  Zustand  fddit 
.  *         ,  vorausgesetzt,  wird. 


lOi—   Wli 


51 8«  Obgleich  i'it  Besultate  der  bisharigen  Unter« 
Buchung  in  Rucksicht  ihf er  .  fftst  überall  voIlWininenen 
Ueberelnstimrtiung  miti  der  Erfahrung  wenig  mehr  zu  wün- 
tchen  übrig  lassen,  und  die  Richtigkeit  der  Tbeorie  hie» 
durch  fast  gegen  jeden  Zweifel  gesichert  ist,  so  sobetot  ihr 
doch  voi|  einer  Seite  noch  etwas  su- fehlen,  und  eine  voll» 
kommnere  Begründung  derselben  nothwendig  zu  werden« 
£s  ist  nämlich  bei  diesen  Untersuchungen  durchaus  nöthig, 
solclie  Functionen  in  did  Rechnung  ^einzuführen,  deren 
Abhängigkeit  von  den  übrigen  veränderlichen  Gröfsen  4u:h - 
gar«  nichl  durch  ein  bestimmtes  Gesetz  ausdrücken  läfst, 
und  welche  daher  nicht  in  das  Gehißt  der  DiHierential-  und 
Integralrechnung  zu  gehören  scheinen ,  und  «die  Aufnahm.e 
dieser  Functionen  bedaii'f  daher  einer  vollstänfdigern  Recht*  > 
fertigung,  welche  wir  j^tzt  versuchen  wollen. 

5x9.  Um  diesen  Zweck  zu  erreichen,^  müssen  wir  ^e  . 
Grund  formein  für  die  Bewegung  der  Theilchen  eines  eMse^ 
sehen  flüssigen  Körpers  so  bestimmen,  dafs  dabei  kein  allge* 
meines  (^setz  vorausgesetzt  wird.  "V^enn  nämlich  dieLiinie 
JBC  (Fig.  107.)  eine  Reihe  elastischetKör(>erchen  vorstellt^ 
die  man  also  sil$  ein  elastisches  Fluidum  bildend  betrachten 
kann, «und  es  in  während  der  ganzen  Beweguaf  ein  Theil- 
chen, welches  anfangs  in  F  war,  bis  an  ^fortgerückt,  so 
dürfen  wir  nicht  annehmen,  dafs  .der  Weg  F^  durch  ein 
für  alle  Lufttheilchen  passendes  Gesetz   bloüiflimt  werde« 


Vn.  Abschtu  LngraHg9*s  Danteü,  d,  fortpß.  <L  SduJles.     5Q9 

und  eben  detw'egen  können  wir  auch  nicht,  wie  die'Re* 
geln  iet  DiiFereutIah*eclinung  es  sönvt  erlauben  ,  den  Weg 
6'x»  welchen  das  zunächst  liegelide^Th eilchen  6'  in  eben 
der  Zeit  zurückgelegt  hat,  sn  Fß  ^^^  d,Ff  nennen;  denn 
da.  es  für  Fif  keine  allgemeine  Gleichung  gibt,  so  findet 
aiftch  keine' Besti^nmung  des  Differentials  Statt.  Indefs  iat 
die  Bew,egung  des  Punktes  F  darum  keines weges  'ganz  un» 
anhängig  von  der  Bewegfing  der  zunächst  liegenden;  ieun 
wenn  man  sich  drei  gleiche  Luifttheilchen  EF,  F(/,  iJ  l 
denkt,  die  bei  ihrer  anfanglichen  Lage  in '/HF (7 2  gleiche 
Elastici^ät  hatten f  aber,  durch  irgend  einen  Antrieb  in  Be- 
wegung gesetzt >   fortrücken,   und  i(ich  jetzt  in  c^,  ^>,  yi 

hF 
'befinden,    so  inrird   ihre  elastische  Kraft  jetzt  durch  - — -, 

EP     EF  ,  \  . 

— ^    — r  ausgedrückt  ^  wenn  die  Elasticität  der  Dichtig- 

keit  proportional  Ist,  und  anfangs  ^£F=:  F6^=  Gl  war, 
wenn  also  jet^t  yiV^'  niicht  naeht  gleich' sind,  so  leidet  das 
Theilchen  f  <p  nicht  von  beiden  Seiten  einerlei  Druck ,  und 
die  Beschleunigung  wird  hiedurch  for*  dieses  Theilchen  auf 
bestimmte  Weise  angegeben.  Wie  dieses  geschehe,  will 
ich  )m  folgenden  Probleme  untersuchen :  ich  werde  dabei 
die  Sache  so  betrachten  ^  als  ob  auf  der  Linie  B  C  in  glei* 
chen  Entfernungen , die  Theilchen  F,  E,  G  lägen,  dere« 
jedes  mit  einer  abstola^^nden  Kraft,  welche  der  Entfernung 
no^gekehrt  proportional  ist,  auf  das  zunächst  liegende 
winke,  denn '  diese  Voraussetzung  kommt  mit  einet'  der 
Dichtigkeit  proportionalen  Elasticität  der  Luftthei}chen 
ganji  übereib. 

5&0.  Problem  )io.  Auf  der  Linie  BC  {liegt  in 
gleichen  Entferntingea '  eine'  gegebene  Anzahl  von  Körper«* 
eben  £,  F,s6\  'letc..,  welche  alle  eine  gleiche  Masse  haben,  ' 
und  jedes  derselbe^  wirkt  auf  die  ihm  zunächst  liegenden  . 
mit  einer  zurücksfofsenden  Krafi,  welche  dein  Abstände 
Umgekehrt  proportional  ist.  Von  diesen  Körpern  wjerden 
einige  auf  iigend  eine  Weise  nach  der  lUchtung  der  Linie 


I 

590     •    II  TL  IIL  Ahdu  Von  ier  Belegung  der  Luft. 


SC  in  Bewegung  gesetzt;  mvn^  »uoht  asu  bestlf^men »  iwie 
im  Fortgänge  der  Bewegiuig  die  Beschleunigung  irgend 
.eines  dieser  Körper  F  bestimait  wird ,  wenn  aufser  den  «b* 
'stofsen den  Kräften  dieser  Körperchen  keine  beschleunigende 
JKrafte  wirken ,  und  die  beiden  äu£serst^n  jener  Körper  ttn^ 
beweglich  fest  gehalten  werden«  * 

Auflösung.  £9  F,  (?,  J  stellen  einige  dieser  Körper 
In  ihrer  Ijftge  während  3es  Gleich gevvlchts'yor,. und  da  oa» 
xnals  ihre  Abstände  gleich  waren,  so  ist  EF=ä  F6!=r. 
Die  abstofsende  Kraft ,'  welche  in  dieser  Entfernung  jeder 
Körper  auf  den  nächsten  ausübt,  sey  r=  p^  wenn  man  die 
Kraft  der  Schwere  =  z  setzt;  die  Masse  eines  jeden  dieser 
Körperchen  sey,  =  AI.  Wir  nehmen  nun  an,  dafs,  nach- 
dem das  Gleichgewicht  gestört  worden ,  die  Zett  =  t  ver* 
flössen  sey,  und  dafs  während  dieser  Zeit  die  Körper  £, 
Fj  (rnach  ff,  9,  y  fortgerückt  sind,    so   ist  jetzt  die  Rpafty 

mit  vrelcher  §  auf  0  wirkt ,    =  -^- ,   und  die  Kraft .    mit 

99 


,  .  .    .  'P*r 

welcher  y  auf«  wirkt,    =  — — ; 

mit  einer  Kraft  :=z.p.r'  — 

lUchtung  fc  angetrieben,    und  wenh  seine  in  <p  erlangte 
Geschwindigkeit  =v  war,  so  wird', ^ wenn  ^  die  gewöhn* 


der  Punkt  ip  wird  daher 
«m;Beifegung.  nach  der 


i 


Pies« 


dv  P-^ 

liehe  Bedeutung  hat,    —  ss  «g*.  -r-p- 

Gleichung  läfst  sich  noch  bequemer  darstellen.  Maa  be* 
zeichne  den  Raum,  '  durch  welchen  diese  Körper  von  der 
dem  Gleichgewichte  entsprechenden  Stelle  fortgerückt  sin^^ 
durch  Eff  =  *y,  F^=  *y^  (?/  =7  ?y,  wo  die  oberhalb 
neben  y  gesetztetZahl  blos  dazu  dient,  anzuzeigen,  auf  wel« 
eben  der  yerschiisdenen  Punkte  dieGröfsen  'y,  ^y  u.t.  w.  sich 
beziehen,  so.  ist  €^  =  *y+rr— 'y,  ^y='jy  +  r — *^,  und, 
weil.^y  zugleich  den  Rauni  autdoickt,    welchen  ^  in  der 


Zeit  t  durchläuft,  so  ist  auch  v  ^: 


■  ,       und  —  =  -T— 
dt  dt  dt: 


a  9 


\ 


VU.  Ahsdut^  tngrung^s  Darsfdl.  ä.  Fortpfi.)!.  ^1mH4S.     59^ 
und  die  Gleichung  tur  —  gibt 

dt*      '  M  tv+'"  — 'y      »y+r— »yj 


-M    (*y— 'y+OCy— ^y-t^»^)* 

oder,  wöAn  man  annimmt,  dafs  die  durchlaufenen  Raum» 
'/>  ^y-»  ^7  ^^endlich  klein  sind,  und  ihre  Unterschied« 
gegen  r  nicht  in  Betrachtung  kommen , 

dt^  ^    M    [  r  }'•        ' 

und  80  ist  die  Beschleunigung'  des  zweiten  Punktes  dorck 
■y,  *y,  'y  bestimmt.  *  i.     . 

Man  wurde    offenbar    auf  eben  die  Weise    für   deqi 
dritten  Pipkt  finden  * 


^*V       ^§P 


4y_a.3^  +  iy^ 


wexm  ^  den  Raum  beaeichnet» .  welchen  1  zurückgelegt 
bat«  und  für  jeden  n^^  Funkt 

Diese  Gleichung  gilt  für  alle  Funkte:  weil  wir  aber 
voraussetzen  f  dals  die  beiden  äufserftten.  Körper  unbe weg« 
lieh  festgehalten  werden,  so  aetze  ich  jetzt  die  Anzahl  aller 
auf  der  Linie  BC  liegenden  Körper  =  m,  und- nehme  an, 
dafi^  -der  erste  und  letzte  oder  m^'  derselben  unbeweglich 
aey ,  oder  dafs  '^y  =  o  und  ^y  zs^  o  werde  i  weil  nämlich 
jiacb  der,ange^onvneuen  jSezeichnungsart^dieae  Gtöfsren  den 
Weg  ausdrücken,  welchen  der  erste  und  m'^  Körper  zu-' 
xückgelegt.haty,  fol^ch  wird  die  B^wegi^ng  aller  Funkte 
durch  folgende  Gleifhungen  beati^imt: 
dVy^    .  agp 


r 


^S        IL  Th.  IH,  JUk.  Von  i^'Uexttpmg.  ißt  tmfu 
.   ,  etc.        etc.  ^        " 


rft>  Mr 


(C»-?>  —  «  ^^^?^y  +  ^••■^3)y), 


■  » 

521.  Diese 'GleicTiungen  lind  allemal  riclitig,  weutt 
iiicb.clie  anfängliche  .Störung  des  Gleicbgewichts  gar  nicht 
dem  Gesetse  der  Stetigkeit  unterworfen  ist,  indem  wir 
^  nicht  angenommen  haben,  dafs  die  Gröfsen  »^^  'x>  "X  *^* 
Function  dca  Orts ,  wo  dersweite,  dritte,  m*' Körper  sich 
im  Zustande  des  Gleichgewichts'  befand,  sollen  angesehen 
werden.  ^  Aber  ia  Rücksicht  der  Zeit  ist  jede  dieser  Gröfsen 
dem  Gesetze  der.  Stetigkeit  unterworfen ,  denn  wir  setzen 
voraus,  dafs,  nachdem  die  Bewegung  einmal  cnge£angea 
bat,  die  Geschwindigkeit'  jedes  Punktes  keine  plötzliche 
Aenderung  leide«  -:  , .    . 

"Die  Anzahl  der  Gleichungen,  welche  angeben,  wie 
die  Bewegung  eines  Punktes  von  der  Bewegung  der  übrigen 
abhangt,  i^t  eben  so  grofs,  als  die  Anzahl  der  beweglichen 
Punkte  selbst ;  wenn  man  also  diese  Gleichungen  int^griren 
könnte,  to  erhielte  man  zur  Bestimmutig  der  Gröfsen 
*jr,  'y  -  -  -  (w— »^y,  deren  Anzahl  =s  m  —  s  ist, 
m  -^  ft  Gleichungen ,  welche  zur  Bestimmung  dieser  Gröfsen 
hinreichen  würden. 

5^.  Um  die  Gleichungen  denen  ganz  ihnlicfa  su 
machen,  welche  Lagrange  findet,  will  ich  den  ersten 
iinbevireglichen  Putikt  mit  ö  bezeichnen ,  dafs  also  ^  =ss  o 
ist ,  und  die  Anzahl  der  beweglichen  Funkte  c=  m  •«•  i, 
dann  erhält  man  m  —  i  Gleichungen ,  die  alle ,  blot  die 
erste   und   letzte  ausgenommen,    von  einerlei  Form  sind. 
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etc.  (BtCi  '      ♦      ■ 


di^  Mr 


(Cm-^i)y  «^  2  (»^-na^y  4.  C«-3)y5i 


<P.(W»-Oy  2p.D 

Und  hier  und  im  Folgendien  zeigt  die  an  der  linken  iSeifi^ 
von  fy  oberwärt*  stehende  Zahl  an,  auf  den  wievielten 
Punkt  dieäe  GrÖfse  sich  bezieht.  -^—  '  Eine  ahnliche  Be- 
seichnung  werde  ich  in  der  Folge  gebrauchen,  wenn  andre 
Gröfsen  vorkommen ,  welche ,  in  Eezichung  auf  die.  vcr* 
ftchiedenen  Punkte ,  ähnliche  Bedeutungen  haben. 

525.     Problem  in.     Es  sind  m— i  Differentialglei- 
chungen von  der  im  vorigen  g.  angegebenen  Form  gegebön^ 
man  soll  daraus  Integralgleichungen  für  die  Gröfsen   '^,  *yj^ 
^y     -     •     ,    m-^iy  finden,  deren  Anzahl  =m^-i  ist. 

Auflösung;     Ich  setze  den  -beständigen  Co'efficienten 

rr— "  =  c,  und  nennen   um  die  Gleichungen  des  vorigen ^^ 

au  int^griren, 

rf. '>=*Mdfc,  d.^yr=:^udt^  d.  V  =7=  *"*?«  "ü.  0.  W;   " 

Es  verwandeln  sich  «Iso,  weil  dt  beständig  ist^  die  ^tL  iri* 
tegrirenden  Gleichupgen  in  folgende: 

ii.*«  =  c(3j)(  — 2*jy+'y)de, 
d^^u=ic(^y-^2,'^y^^y)dt^ 
etc«         etc. 

d.C»'-i)M  =  c( — »("»-Oy  4.  f»»-J)y)df. 

'Hier  bedimten  'u,  ^u,  ^u  ;  .  ;  die  Geschwindigkeiten  der- 
jenigen 'Körper^  welche  di«  Räume  ^yi  ^y^  ^y  i  ^  •  durch- 
laufen. 


594       il<  Th»  IIL  JltK    Von  der  Bewegung  Her  'Luft.     ' 
Jede  dieser  Gleichungen  |  nämlich  sowohl  die 

als  die  folgenden ,  multij^llcire  nian  mil  unb^'stiUimten  he<«^ 
.ständigen  Coefficlenten^  welche  fü^  die  erste  Reihe  von 
Gleichungen  durch  *Nj  *N,  ^N  •  .  .  .  für  die  letziere 
durch  'M,  *ilf,  'ifcf  *  .  ...  ausgedrückt  werden  mögen« 
U^ter  diesen  uhhestimmten  Coefficienten^  deren  ^\n2ahl 
s=  2(m — 1}  ist,  ist  es  erlaubt,  einen  ±=1  x  zu  setzen,  es 
aey  daher  '^f  =:  1 :  dieses  anzunehmen  ist  gewifs  erlaubt, 
weil  man,  wenn  'Üf  nicht  diesen  Werth  hätte ,  statt  jenet 
•Coefficienten  gewlTs  setzen  dürfte 

^55'•  ^  '   •  •    T^'  w   *  *  • 

und  dadurch  ein  Glied  Ton  «eitiem  Coefiicienten  befreien 
könnte.  • 

Diese  so  veränderten  Gleichungen 

etc* 

«Md  »tt  =  C  *i»f  d!t(*y— ft  *y), 

etc. 

addire  man  sämmtlich ,  so  wird 

»Md.  ^u  +  «Nd.  'y  +  ^Md.^u  +  *Nd.  *y  +  ^3Id.  'u 

+  »Nd.'y  +  +  +  <''*"^»^i)fd.  C»»-Ou  +  Ci»-ojyrf.(m-iy 

=  'N*/idt  +  c(*M— 2»iW)»y(ft+ ÄN*adt  •'      , 

+  f(»M— a*M+"M)^yd«+ SN^udt 

+  ^(4M_2«M+»ilf)3ycir  +  +  +  + 

wo  man  ^M  ss:i  setzen  kaun. 

In  dieser  Gleichung  ist  es  allemal  möglich,  die  Coeffi- 
cienten  so  anzunehmen,  dafs  das  Differential  des  nach 
dem  Gleichheitszeichen  stehenden  Theils  ein  genaues  Mul- 
tiplum  de»  Tor  dem  Gleichheitszeichen  stehenden  werde. 
Wenn  also  R  leine  beständige  Gröfse  bezeichnet,  so  darf 
man,  wenn  man  die  einzelnen  Glieder  vergleicht, 
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«N=Ä'ikr,  *N=R*ilf,  »N  =  H'M«.  8.W.,  ferner 
Ä«Ns£=c»M^2c'M,  R*N=c('M— 2*ilf+'M)u.8.w/ 
ftetzen,  und  die  Anzahl  dieser  Gleichungen  istso  grofs,  als 
die  Anzahl  der  ünhestimmtea  Coefficienfen.  Setzt  xpan  hier 
in  d^r  letzten  Aeihe  von  Gleichungen  die  durch  die  erste 
Reihe  von  Gleichungen  bestiiuinten  Werthö  von  'N,  *N  .  * 

lo  wird 

A*  »ilf  =  c(^Jf  —  2  »M), 

B*  *ilf  =  c{3M  —  2  *iJ/ +  «^O. 


daher  *iW  = 


—  +2}  «M, 


H'  +  a^ 

Und  Wenn  mAii  '  ==  K  setzt  * 

c 

*Ai=r  JK-.'^/i 

^M  =  ICilf  —  *M  u.  Si  w. 
öder  für  jeden  ^ten  Coeflicienten 

ITO  mait  für  /ü  alle  Zahlen  Von  ö  bis  m  — ^  t  setzen  kann. 

Diese  Goefficienten  bilden-  also  eine  aurückkehrende 
tleilie,  wo  jedes  Glied  durch  die  zwei  zunacbst  vorherge- 
henden bestimmt  wird.  Der  Natur  dieser  Reihen  "zu  Folge 
ist^  wenn  A^  B  beständige  Gröfsen  sind,  und  a,  h  die 
Wurzeln  der  Gleichung  z*  —  Xz  +  i;=o  siHd, 

Die  Wundd  o,  h  fiiidet  man 

und  die  l)estätidieen  Gröfsen  A*  ß  werden  aus  den  bekanu- 
ten  Wetthtn  von  ^M  und  *JVJ  bestimmt. 
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Setzt  man  nämlich  /»  =  o ,  Äo  huifs ,  weil  dieser  Coet^ 
ficicnt  gar  nicht  vorkommt,  ,^M  =  o,  daher  o  =  -4  +  Ä 
seyn«     ^31  hingegen  ist  =c  i  gesetzt^  also  1  ^xjäa'^*  ßb^ 

'  i 

woraus  /^  =  —  B   und  J(a  —  h")  =r  1 ,    oder  /d  ==  1 

folgt  j    der   allgemeine  Werth   des  Goefficienten  ^M  wki 

^  }f- 

daher  ^hl  = 1" 

a  —  b 

Endlich  äher  mufs,  w^il  dfer  Coefiicient  ^M  nichfc 
mehr  vörkoihmt,    der  Werth  von  ^M  verschwinden,  wenü 

Qtn  ,_^  ^7»    , 

man  f$=s:m  setzt ,   das  ist ,   es  mufs  — — -j —    =   o     seyn^ 

und  diese  Gleichung  hestinimt  das  noch  unhekannte  R  odelr. 

K,   wodurch  alsdann   alle,  Coefficienten  '^M,  '^N  bestimmt 
sind« 


VtpL  aus  der  Gleichung 


rt"*  —  Jw* 

i 

a —  b 


==  x>  die  Gröüse  HC 


zu  bestimmen^  .mufs  man  sicU  erinnern  *),  dafs 

am — tn»  =  (a  —  J)  /  |a*-^2ai  Cos  — 
^  l  '  m 


+  » 


^  4^ 

rt»  — ftai  Cos h  i^ 

m 


./    n»-^2«i.Co»— +  4* 


M 


f  8*  ^ 

ist,  wenn  man  die  Anzahl  dieser  Factorcn  =^m  nimmt,  dals 


also  der  letzte  =  y/^ 


a^  —  Zab  Cos 


2  (m  —  i )  IT 


m 


+  J= 


M'ird ,  und  «r  bedeutet  hier  den  halben  Umfang  des  Kreises, 


dessen  IVadiuA  =  1  ist»-     Der  Forderung 


IUI  fc 


a—b 


=okana 


*)  Eülers  Einleitung  in  d.  Anal.  d.  Unendl.  B.   x.   Cap.  9.  oder 
K4'itn«rf  Analys.  des  Unendlichen,  $.^  SgS.    • 


I        \ 
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also  Genüge  geschehen,  wenn  irgend  einer  dieser  Faclor^n 
crac'o  ist.  Man  nehm^au,  ilafs  y  eine  zwisdien  o  und  m 
fallende  ganze  Zahl  sey,  und  daf» der  Factor 


/ 


2  y  sr 

a*  —  2 ab.  Cos h  b^\   =0 

m    ,      '   } 


.1 


>verde,  30  ist,  weil  a*  +  i*  =  K*  -r-  2  und  n&  ;;=  i , 

2yrr          ^                                                    2  y* 
«^-rfiat.  Cos h  i*  =K*— k2—  ß  Cos  


m 


m 


iF^ekhes  =s  o  seyn.  soll ,  daher 

K*  =  2     1+  Cos 


2y«1 


m 


%. 


oderK*=4  iC^s  -^(  , 

y*r 

X  =  2  .  Cqs  — ,    . 

?tt  •  '• 

wo  mau  auf  das  ^ppehe  Zeichen  hei  der  Wurzel  nicht  zu 
iehen  braucht-,  weil,  Wentf  y  grafser  aU'  ^m  wird,  die  vo% 
rigen  Werthe  mit  umgekehiteifl  'Zeichen^  Wieder  kommen,^ 
für  9  aber  kann  man  alle  ganzen  Zahlen  vou  o  b»  m, — ^ 
fetzen. 

Durch  K  Wird  R  b/ekannt,   weil h  2,  =  ¥\ 


pder 


R«  =  -.^*fsm^|\ 


löltt  


K=±2./— <,Sin' 


t»' 


Zrn 


■ 

^mft  den?  Werth^  von  K  folgt  auch 
a=Co;5 hV^^OCos—    — !.>  =Cos— +  /^i-x.Sin  — , 

•      J==Cos  — -/S   Cos— f  —  i}  =Cos— — /— i.Sm'-^, 


598         ^'-  T*-  '^^»  '^**»  '^^^  ^^  Bewegnng  der  Luft^ 
und  ferner 

— — \f  -=- 1  .Sin — ! 


>  _ 


"211= 


Cos— +  /— i.Sip  — 


Cos 


m 


m 


j 


■»-1 


2  .  V -^  I  .  Sin  — 


pder,  weil  der  Sinu^  des  vielfachen  Winkcl$ 


Sin—  = 
m 


V  ie 


Tfft 


Cos Vyf — i.Sin  — 

'  in  m 


ist*),    &a  wird  ^Mrsz 


Sin 


vir       ^  .   »»rV 

Cos ^v  — i.Sm— } 

■  ..     U  I'  1 


m 


Sin  -^ 

Jetzt  also  sind  die  Coefficieotcn ,  welch©  wit  den  Dif-i 
{^rfntialgleichungen  gahen,,  bestimmt,  und  wir  Können  zu^ 
Integratio.n  der  aus.  4er  Summe  aller  bestehenden  Gleichung 
fortgehen,,  in  welcher  ich  statt  'N,  *N  .  ,  ,  .  ,  ihre 
W^rtbe  setze ,  und 
^M^u  +  ^M*M  +  ^M^u  +  +  +  (w-i-OM ,  («•^Oii 

nenne.  Duich  diese  Substitution  geht  die  gan^e  Gleichung 
in  <|z  =  ftirfe  über,  worauf  z  ^rz  F .  e^^  ^o^gt»  -und  F  ist 
eine  beständige  Grpfse^  welche  dem  Werthe  gleich  ist, 
den  z  erhält  für  c  =  o,  Restituir^  iqh  i)1sq  für  ^  s^iset^ 
Werth ,  so  ist 
'iW  »u  +  ^il/*u  +  3^1/3^  4. 4,  +  («-ri)MCi»*--Ou 

oder,  wenn  man  mit  ^^'.c2e  muUiplicirt,  und  ^J4dt  =  c?'y, 
•jicit  =  d.^y  u.  Ä.  w.  setzt, 


*)  Kästners  Anti^  d.  UnendL  $.  357. 


«ScAoUei. 


Und  hieraus  folgt         .  %  ' 

yr^Iches  die  gesuclite  Integralglaicbung  ij^t ,  ^n  «l^r  nur  noch 
d^e  beständigen  ^rö£sen  bestimint  werden  mv^ss^n. 

Man  bezeic^ine  mit  T^  *r,^r  ,  ,  -  •  die  Werthe, 
welche  'm,  *«,  'u  .  .  •  .  hatten y  als  t  =  o  war,  ebenso 
wetde  aus  'y,  ^y^  ^y  .  ,  .  ^  «JT,  ^r,  »|^  .  .  .  .  wenn 
i=o  genojnnieu  wird,  und  der  Kurse  weg<?n  sey  die 
SuDimeder  Glieder 

SO  gibt  die  erste  Integralgleichung,  wenn  t  ==  oiist,  F=  ^>+HP. 

F 
■clie  zweite  P  r=  —  +  G,^  odc^. 

^PJl_F        PR  — P 
Die  letzte  Integralgleichung  wird  also. 

RP+P 

1.    ^JB*  _  P    -r— : — I  +  0    r^— • 


& 


+  ^- 


Sin  !2*>/^c  .  Sin  —1 

■  I»  I  — — ^- — — i^»^»— »fc 


a^c.  Sin 


am 


wenn   mai>  4ie  Exponentialgröfsen  durcb  Kreisbogen  aus- 
drückt, und  für  R  den  obgn  gefundenen.  Wcrtl\  setzt, 

504.  Diese  einfache  Gleichung  reicht  i^ur  Bestim- 
mung der  Gröfsen  »j^,  *y,  V*  •  •  ••  ^  ^*"\  ^«"^  ^*  "®  ^^ 
unbestimmte  Zahl  y.  enthält,  für-  welche  maa  alle  ganze 
Zahlen  von  o  bis  m  —  i  setzen  kann ,  so  stellt  diese  Glei- 
chung eigentlich  >n  —  i   verschiedene   Gleichungen   vor, 


X 


I 

I 


tfoe      '  II.  Tk.  I'lh  J^Mü  Von  fier  Bewegung  Jten  Lufi^ 

welclie  man  erhält,  wenn \ man  nach  und  nach  für  f  alla 
verschiedenen  Werthp  setat,  welche  diese  Zahl^erhalt^a 
kann. 

Diese  Gröfsen  P  und  Q  erhalten  ehenfalls ,  wenn  mi^n 
nach  und  nach  für  »  '  seine  verschiedenen  Werthe  setst, 
771  —  1  verschiödeoe  Werthe,  weil  in  4en  Coefficienten 
^-^7  ^M  •  •  .  .  die  2!a^l  y. vorkommt:  hezeichnet  man  also 

^it  '^,  ^P  .  •  .  ^  *'P  .  ,  .  .  <lie^  Werthe  ^  welche  P  erhäl^, 
l^eun  man  i,  21^,  s.  ^,  für  f  setzt,    sq  ist  allgemein,    weni^ 

^an  den  allen  Gliedern  genieiaschaftlichen  Nenner  Sin  -— 

■     «^ 


o 


y  it* 


%=.  <r.  sin-H-  ^r  .Sin  t!l  +  ,jr^siJ^ 

'  TO  •  m  m 

4?  +  ++c?*^or.Sin -4—, 

m  ^ 

V==  'V  Sin  — +*r.S^n—  +  'rSin 


w»  '  m  in 

f 


-»"  +  -»"  +  (w-OrSiti-        '^- 


m 


und  die  allgemeine  Gkichung  ai^  En^e.  d^s  vorig^  JJ,  wird 
'     fuch 


''*     '  fiy*  g,,r  (m — i)j 

"»       -  m         "^  m  m 


'j'-^Sin  — +  ^j;,;Sm-^  +  \y.  Sin— ++('»--O^.Sin 


«"P.  Qm 


/  "^        *P  ^^'^ 


2 1 V  c .  Sin  — ^ 
'fim 


+ 


yir 


2,tyfc  .  Sin 

2  771 

•  *  • 

vir 


2  ^fc ..  Sin 

2771 

525.  Nennt  man  den  nach  dem  Gleichheitszeichen  stehenden 

•  ■  ■  .  •       . 

Theil  =  5,    so  erhält  man  folgende  Gleichungen,    wenn 
inan  für  t  nach  xmd  nach  seine  verschiedenen  "VVerth^  setzt, 

V..Sin^+»XSin^+By.Sin^ 

+  ++  (»-V .  Sin  ^*"""'^*  =  »5, 


yiL  Aischt.  iMgr^ngA  I>arsu1i.  4.  Fortpß,.  ^SAalUs.     6^% 


ly  .  Sin \r.  *y  .  Sin  —  "X  'y  .  Sin  — 


m 


m 


m 


rf  +  +  («»-Ojr.  5iu      \    ^         .     =  *^ 


^«^ 


etc* 


etc. 


^y  Sin  *— +  *y  Sin  — — ^ 

+  +  +  ('^-.0>  Sin  ■       . —:z=^  C«^06E, 

m 

und  die  Anzahl   dieser   Qleichungen   ist  =  m  —  x.     Die 
Werthe  von  S  aber  sind 


!5='P.Cos 


ftr 


y'c .  Sin 


8m 


Q.Sm 


fit^cSin 


^1 

2m  1 


."      S  J'c .  SI 


in 


«.Ss=*P.C08 


jatv  «  Sin  — 


»(>.SIn 


■P«^ 


atiAc.Sin  — I 
:2mj 


^tc: 


eleu 


^?»-OS==(«-i)P.Cos  [at/'c.  Sin 


2\^c.Sin. 


.    (m-^i)« 


2  IT 


*n* 


2iA 


("»-onsin 


(> 


it\/  c  .  Sm  ■ 


fi  m 


1 


£  /  c  ,  Sin  ■ 

^U9  jenen  m  -r-  i  Gleichungen    müssen   die    Werth^   detr 
«pröfsen  'y,  *y,   'y  .  .  ,  .  C"»— i)y  bestimmt  werden. 

A  a 

_  *  1  ^^  ^  ^       _  ^  ^ 

526.  In  Rücksicht  der  Gröfsen  P,  O,  5  mufs  ica 
poch  bemerken,  da£s  die  Bedeutung  der  Zahlen,  'ijromit 
sie  bezeichnet  sind,  eine  andre  ist,  als  bei  den  'Gröfsea 
y,  M,  'Yy  f^,  '  "Bei  Aen  letztem  gibt  die  an  den  Buchstaben 
9berwärt8  gesetzte  ZAl  an,  auf  den  wieviieken  det  bewe^ 
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ten  Funkte  Ale  Gröfso  sich  beziehe,  l>el  jene^  aber  eelgt 
sie  an ,  daf$'  man  unter  den  m  — r- 1  verschiedenen  Werthen, 

welche  *P  haben  kann.  Irgend  einen  bestimmten  nehme, 
und  'P,  ^Qi  ^S  etc.  bezieht  sich  also  nicht  auf  einen 
einzelnen  der  bewegten  Körper.  — ^  .  Diesem  erhellt  aucl\ 
au&  der  vorigen  IVechnung  schon  VQfi  selbst^ 

527*  DieW^rtbevon  P,  p^  vnd  folglich  von  ^S 
Werden  aus  dem  anfanglichen  Zustande  bestimmt,  und  e^ 
bedeutet  hier  T,  *r,.  'T  .  .  .  .  Cr«-i)r  die  Entfenmng. 
uin  welche  der  erste,  zweite,  dritte  ....  (m — i])te  Korr 
'  per  bei  der  ai^fänglichen  Störung  des  Gleichgewichts  von  der 
Stelle  weggerückt  ist,  wo  er  sich  während  des  Gleichge« 
wicht*  befand;  hingegen  *F,  *F,  ^JT  •  *  .  •  ^"»-^«^^be* 
deuten  die  Geschwindigkeiten ,  "welche  anfangs  dem  ersten, 
zweiten ,    dritten,  .  ^  •  t  *  ("« —  »)ten   {(örpe^    ^itgetheilt 


waren. 


Die  einfachera-,  in  diesen  Gleichungen  entbi^ltenen 
Fälle^würden  also  die  seyn,  wo  entweder  iedem  Kürpcnr 
anfangs  blos  eine  Geschwindigkeit  ertheilt  wi^d ,  und  keine 
anfangliche  Verrückung  aus  der  zum.  Gleichg;^ewichte  erfor- 
derlichen Lage  Statt  fand  —  alsdanq  sind  iille  ^"=0»  oder 
"WO  die  Störung 'des  Gleichgewichts  blos  in  einer  Yer- 
rückung  aus  der  zum  Gleichgewichte  erforderlichen  Lage 
bestand,  aber  anfaxlgs  die  Geschwindigkeit  all^r  Köiper, 
das  ist,  alle  J^  =  o  waren^ 

527  b).     Von  der  Richtigkeit  des  gefii^ndnen  Werthes 

von  ^ßl  kann  man  sich  leicht  überzeugen^  denn  es  läfstsich 
zeigen,  dafs  dieser  Werth  für  das  (^4"3L)teGlied  gilt,  wenn 
er  für  das  (/a —  i)teund  für  das^  ^te  richtig  ist, 

Essollnämlich  ^  +  ')Mt=;JC,''M  — <i^"*'%  seyn, 
also ,  wenn  man  die  Werthc ,  welche  wir  für  JiC  und  '^Jf, 
^""*'iH  gefanden  haben,  aeizt: 


fir       ^    /t*»<r            ^    (jx  —  i)  »«    ? 
ft  .  Cos  —  .  Sin Sm — 


^"^'^itfss  ■■■     «'i 


ni  ni  m 


Siq  —  Sin  — 


ociep 


2.C08  — .Sin--— Sin —  .Co>— +Co» — .Sin  — 
f^i,>  m  m  m  '         m  '  m  rn 

Sin  — ' 

Coi  -^  ,  Sin +  Sin  —  Co»  — ^         Sin  « 

m  m  m  m  m 


Sin  --♦  Siq  — * 

welche«  deyt  für    itf  gefundnen  ullgemeinen  Werth  gemaft 

ist,  Df r  gefundne  Werth  für  ^M  gilt  also  für  jedes  dritte 
Glied,  wenn  er  für  die  beiden  yorhergebenden  richtig  ist: 
er  ist  9iber  richtig  für  die  beiden  erstet:^  Glieder  der  Reihei 
folglich  fi^r  dsis  dritte  und  jedes  fol^ende^ 

5£0,  Aus  den  ii^  5.  525,  gefundenen  m — 1  Gleichun- 
gen sollten  nqn  die  Gröfsen  *y»  V  »  •  •  •  ^'^'"'V»  <Jerpn 
Anzahl  ebenfalls  s=:  m —  x  ist«^  bestimmt .  werden.  Dafs 
jene  Gleichungen  hiezu  bitireidheud  sind^  ist  \\^j\  zwar 
einleuchtend,  i^bcr  2;ugleich  ist  es^  Klar,  dafs  die  Anzahl  der 
beweglichen  Körper  sehr  geringe  seyn  müfste,  wenn  sich 
die  iY(  r—  f  unVet^anpt^n  G^Öfseu  daraus  n9ch  den  gewöhii- 
liehen  Hegeln  sollten  finden  las^^en;  denn  bei  einer  nur 
jn|fsig  grofsen  Anzahl  yon  Körpern  würde  das  Eliminirea 
aller  unbekannten  Gröfsen  bis  auf  eine,  in  endlose  Rech- 
nungen, führen  \  \\ai.  wenn  sogftr  die  Anzah}  der  beweg* 
liehen  Körper  unendlich  wäre  (und  die  Betrachtung  dieses 
Falles  ist  doch  eigentlich  unser  Hauptzweck),  so  würde 
diese  Methode  gar  niclit  mehr  anwendbar  seyn,  Das  fol« 
gende  Froblein  lehrt  daher  eine  aiulre  Methode« 


■  ¥ 


*- 


4o4         It  TL  III.  Ahth^  Y<m  der  Bewegw^g  d^r  Lufn. 

•  529U  Problem  112.  Aus  den  Gleichungen  des 
525.  Ö«  >  deren  Anzahl  =  ^  —  i  is^,  jede  der  unbej^anntea 
Qiöiseny  deren  Anzahl  eben  so  grqfs  Ist,  ^u  bcstioimen. 

Auflösung^  Da  diesem  Bestlivniung  eine  ziemlich 
weitläuftige  Rechnung  erfordert,  so  will  ich  die  Auflösung 
dieses  Problems  in  mehrere  Abschnitte  thellen ,  und  be- 
merke  6ur  folgeiides  voraus.  —  Man  muUiplicirt  jede  deif 
Gleichungen  mit  einem  unbestimmten  bestandigen  Coei£- 
i^ienteri)  und  leitet  aus^  de^  Summe  aller  Gleichungen  den 
Werth  jedes  >,  und  zugleich  m  —  2  Bedingungsgleichun- 
gen für  die  Coefficienteu  ab.  Dieses  ist  der  erste  ThcU 
der  AuflÖ«n!ng.     Da  abet  der  so  gelfundene  Werth  jedeay 

oder  ^v  die    unbestimmten  Coeffioienten   mit  enthält,     %o 
müssen  zweitens  diese  Coefficienten  bestimmt  aifsgedrückt, 

und  dann  drittens  der  Werth,  yon  **/  du^ch  bekimnte  .Grö» 
f^eu  angegeben  v^erdeu. 


\ 


I.  Man  multiplicire  jede  der  Gleichungen  mit  einem 
utibestlmmten  Coefficienteu ,  und  nenne  diese  nsrch  der 
Keihe  'jD,  *D,  ^jD  .  .  ,  .  ^^^)Dy  v^d  nehme  den  erstea 
^D  =  i  an.  Die  so  veränderten  Gleichungen  addlre  man^ 
soiatihre  Summe;  ^ 


V 


'D  Sin  —  +  »D  Sin  —  +  ^D  Sin  — 
m    ^      '  m  m 


(m  —  I ")  jr' 


m 

+  »v    ^DSin^+*D  Sin— +  ^D.Sin— ^ 

i,  W  m  m 

ftCn 


+  +  +  Cin-tW  Sin 


B< 


»9       1 


+  'v  ]W  Sin  —  +  »X>  Sin  — .+  m  Sin  ^ 


m  J 

+     +     +  ^ 
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(  (m— i)«r    ^  2.(m — i)ir 

+  {rn'-i)y   TD  Sin  i ' ^  +  ^D  Sin  —^ -^ 

^  [  m  m 

'+ +  +  {nt^DÖ  Sin  ' —      ^  ^ 


m 


-> 


-Aus  dieser  Gleichung  linnet  man  den  Werth  irgend  eines  ^, 

feum  Beispiel    y,    wenn  man  die  Coefficienten  von  ^y,  *y 

^y  ,  ;  •  .  kurz^  alle  Coefficienten,  blos  den  von  ^y  aus^ 
genommen^  =0  setzt.  Difeses  ist. wegen  der 'ünbe6timntr 
ten  Gröfsen  *D,  ^D  .  .  »  .  erlaubt,  'indem  die  =  o  gesetz- 
ten Coefficienten  nun  m  —  &  Sedingungsgleichungen  geben, 
welchen  geniäfs  diese  Gröfsen,  deren  Anzahl  ==  m  "-^  a  ist, 
angenommen  werden  höhnen.'    Auf  diese  Weise  drhält  man 

W.  Sin  ^+^j:).Sin-— -  +  +  +  f'»-»^DSini— ' !- 

m  m  m       ) 

und  zugleich  m -^  2  Bedingungs  gl  Eichungen,  deren  allge* 
meine  Form  ist: 

"D  Sin  --^  +»DSin— — +  4-+('»-»>I>.Sin^: -^' —  —  o, 

m  m  ,  m 

und  ma?  kaun  hier  für  X  alle  ganze  Zahlen  von  1  bU  m —  i 
setzen^  blos  n\it  Ausschlufs  der  Zahl  ^.  Au»  tiiesen  Glei- 
chungen müssen  die  Coeffibienten  D  bestimmt  werden. 

lt.     Die  Gleichung  für  die  Coefficienten ,   welche  ei- 
gentlich m  -—  2  verschiedene  Gleichungen  in  lieh  fafst, 

Xjr  .      aX^r    .  (m— i)X«' 

»D  Sin  — +  «DSln +  +  +  (m-i)£)  Sin  ^^ =  o, 

m  rn         ,  in  ^ 

läl'st  sich  allemal  in  eine  Reihe  verwandeln,  'welche  statt 
der  Sinus  der  vielfachen  Winkel,   Potenzen    vom    C^osiims 

Xir  *    • 

des  einfachen  Winkels  —  enthält:  denn  es  ist  bekannt,  d;jfs 

m 

der  Sinus  des  vielfachen  Winkels  gleich  ist    dem  troducfe 

aus  dem  Sinus  des  einfachen  Winkels  in  eine  Reihe,    deren 

Glieder  gauze  Potenzen  vom  Cosinus  des  einfachen  Winkels 
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cntlialten,   und  ^eren  höchstes  Glied  diejenige  Potenz  die» 

ses  Cosinus  enthält «  welche  um  eins  niedriger  ist,    als  die 

Zahl  der  Yeivieifachung   des  Winkelsi      Drückt  man  also 

2X«r        ^    3X* 
Sin ,  Sin u.  s.  Vr.  auf  diese  Weise  auA»   %6  wird 

die  allgemeine  Bedingungsgleichuhg  für  alle  D  in  ^ina  nach 

X«  • 

den  PotenÄen  von  Cos  —  geordneteGleicbüng  vom  (m— 2)ten 

Grade  verwandelt,  welche  =  0  seyti  mu£i,  wenn  man  für 
X  irgend  einp  ganze  Zahl  von*  1  bis  m  — 1|   blos  mit  Aus* 

schlufs  der  Zahl  ia«  set2t:    betrachtet  mau  ^Isö  biet  Cos  — 

^  ni 

als  die  unbekannte  Gröfse  ^  so  sind 

Cos  — •   Cos  ■— 4    Cos  —  ,  »  ,  Cos  — ■^— 

m     ^  nt  m   •  m 

die  Wurzeln  der  Gleichung >    und  es  fehlt  in  dieset  Reih^ 

von  Wurzeln  blos  Cos  —  *     Jene  nach  den  Potenzen  vou 

m 

Cos  —  geordnete  Keibe  ist  also  gleich  dem  Ptoduot«  aüa 

m    °  . 

den  Faktoren 

Cos  —  —  Cos  — 9   Cos  —  —  Cos  — , 

m  mm  m 


X«  \mr—\\n 

(Jos  —  —  Cos  - 

m  m 


wenn  iban  diesem  mit  einer  unbestimmten  beständigen 
Greise  L  multiplicirt,  aber  es  versteht  sich  nun  Von  selbatp 
dafs  in  dieset  Reihe  von  Factoren  der  einzig« 


%,fe  (Alt 

Cos  —  —  Cos  — 
m  m 


fehlt    Diesem  zufolge  ist  also: 
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Xir  2\tr  SX*.  Cni_i)X* 

»DSiü— +  *DSin +«DSin^— H-f+C^Ol^Sin^^ — 

m  m  '  tn  m 

■  IUI!         ■  %mi     kl      *i  m      I     *ammmm^mmmmmm^m 


x* 

Sin   ^^ 
m 


T 


«i 


X«r  «r 

Cos Cos  — 

m  m 


Xir  C«r 

.  iCos  —  -^Cos  — 

m  m 


*»»••• 


»     *     • 


Cos Cos  —  I 

X«r  ^m— i),r1 

Cos  —  — -  Cos  ■        ? 


m 


m 


J- 


^         t)en   nach    dem    Gleiclilieitszeiclien    stehenden    Thell 
könnte  man  auch  auf  folgende  Weise  darstellen : 


3«r 

p*— apyCos— +9» 


m 


p*  —  2fi^  Cos  *^ +9*     p*— ■  2  p  9  Cos  - — h  9 


24r 


m 


f 


•     4     •      •     • 


i  '^ 


(m — i)jr 
p* — 2pyCoS'       ^      ■  +9* 


tn 


X<r 


lyenn  man  p*4'^'*  =  Cos  —    und  2pf  =:  i  annimmt;    aber 

bei  diesem  Ausdrucke'  Ist  es  Mar,   dals  er  ss: -— 

^  P  —  9 

-  /Ulf 

scyn  würde ,   Wenn  der  Factor  p^^^^ptj  Cos  —  +7*  nicht 

in  der  Aeihe  der  Factoren  fehlte;  — ^  ehe  wir  aher  weiter 
gehen  9  müssen  die  Gröfsen  p,  9  bestimmt  werden«  Nach 
den.  ihnen  beigelegten  Werthen  ist 


X«r 


p*  +  2p9  +  o*  =  i  +  Cos  —  =2 
-  m 


Cos  — j   , 

2m  J 


Xir 


und  p* — 2pö  +  o*  =  —  r+Cos —  =—2 

'        '  ,  m 

•11.  y  ^^ 

daher  p  +  «  =:  ±  /  2 .  Cos  — , 
•^        ^  ^  2m 

'  XiT 

p  —  9  ==  ±  /2  •  Sin  —  •  /* —  I , 
•^         '  2fn    •  ' 


Sin 


Xfrl 


V    ,. 


2  m 


P«± 


77 


.  X  *  X  ir 

Cos  —  -f*  /  —  1  .  Sin  — 

2m        •  2m 
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I 


2m 


^ir       .    Xir 

—  .  Sin 

sm 


n*  c=  2  .  ^ 1  k  Cos 


«. ^*  =2.v  — i*v>u»  ;;^  .Sin;^,  =  / —  i.Sin  — j 


2m 


m 


ferner 

1 

i;»    J^    

r  gm 


X«r  X«rV^ 

Cos— +  /^t.Slii;^ 
2m  ß'". 


I 

2771 


Xir 


Cos—  +/— i  .Sin—      s 


Cös  Xir  +  \f —  I  .  Sin  X 

*    Cos  Xsr  —  v^ —  i  •  Sin  X^ 
und  9*'*=  —7 ^ 


i?lf_«Q^lli     — 


2"* 
yf^^t  .  Sin  X* 

gm  — I 


Wit  kebren  \tXzt  zu  der  Gleichung 


Xjr                         2  X»r           v                                 C"* — ^^  X.^ 
'D  .Sin  —  +  »P  Sin  ---  +  +  +  ('— '^D  Sin 

'  ^T **• ..«_*—*_—— 


Xjt 

Sin  — 
fn 


s=:L77*— 2P7C0S— +  9 


i  • 


p* — tpfCos 


(m — x)  « 


m 


i-'+,*] 


zurück,  und  setzen  statt  des  nach  dem  Gleichheitszeichört 
stehenden  Theils 

r 


L  . 


^^-t) 


^2  m  _«.  o*  7>> 

.      ■  ■    ■ ' '. —T', 


ader  fcufolge  der  gefundenen  Werthe 

Xjr  (m  — i)X*r 

»D.  Sin  —  ++++Cm-i)I),Sin ^ 

m  .        .^    .    . 


X* 

Sin  — 
m 


Ji  i  \/^ —  i  .  Sin  X  « 


X*r  ' 

gm-^x  y  —  i  ^  Sin  — 
'  m 


Cos  -^ 

m 


Cos 


m 
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*der  .  •        .  ' 

X*      -       •      aX«  .flXgr  fm-^ilX« 

'ÜSin — +  *D  Sin-TT-  +  *D  Siii^—- f+C"»-  OD  Sin  ^  ' 

tfi  m  ,     ^^  m    . 

L  .  Sin  X«" 


f.         "X  »r  uk\ 

.2"»-».    Cos  —  —  Cos  — i 


Da  diese  Gleichung  identiscn  seyn  mufs,  so  findet  maii 
daraus,  wenn  man  mit     Cos Cos  —       multlplicim 

m  tn  \  r  » 

und  die   oliedet  ordnet,  'dife   VVerthe  von  A      Mau  kann 

X» 
hier  das  Product  aus  Cos  —  in   die  vot  dem  Gleichheilszeii 

fchcii-stehende  Reihe  Wos  durch  Sinus  auf  folgende  Weise 

ausdrücken :  ' 

i'^-ODSin^^ — 


"Xtt 

Ä.Cos— T 
m 


X*  .    .  ßX*r 

'DSin— +  ^DSin  — 
m  m 


ni 


?n 


m 


m 


+  +++(C"t.-i)jD  +  («-3)Z)5Siii—       ^^^"^ 


m 


+  Cm~m  .  Sin      •  ~    ^-   *  +  (m-,i)D.  sin  X*; 

m  ' 

iind  wenn  man  hieven  das  Product 

S.CosC-,  'D  Sin  —  +*DSm +-H-C"i-«}DSln-        ^  ^ 

m\^  m  m 

Buhtrahirt,  SO  wird 


m 


X«  |t*flr 

Cos Cos — 

m  m 


'i)SIn-+*DSin^(»-.)DSin^:^;::^'^  ' 


in 


m 


m 


m 


Sin  3+  1 3D— 2*JDCos— +'d]  Sin^ 


m 

r 


*D-:.2  3DCo8— +  *JD  Sin^—  +  +  +  + 

m  J  >n 

—2,  («--DD.Cos— H-C^)!)  Sin-^'^^'^^^+Cm-ODSi 

."*  j  m  • 

Zi.  Sin'Xflf 


inÄ* 


diö         IL  Th.  UI.  Jhth.  Von  der  Bewegung  der  Luft^ 


r  « 


Hier  kann  ttian  alle  Coef&cienten  =  ö  setzen ^^   folglidl 
*J)  —  a  »D  Cos  —  =  Oi 

.^D—2^D  Cos  —^  +  'D=:o> 

m 


•  « 


*i)  —  2  ^D  Cos  —  +*i)  =  <ii 

.  m  . 

•ndlich  2 .  ('»-i)I>Co8 Cm-*i)J3  =-  0^ 

•  m 

L 
Hieraus  findet  lii^n  also,  da  ^D  =  0^ 

[in^i)D= 7  4 

'      L    ;    Cos   — 

m 


gm— 3        » 


/U^r 


^  (»»-3)JD  =  2  fc  ("»-^a^JD  Cos  —  ^^  iff^^t^D, 

m    »  ,  ' 

ü.  s.  w. 
oder  allgemein 

(w»-«)D  =  2.("»  -  » tf)J)  Cos  ^- C"»-  n  t  2^2). 

rn 

Man  kann   also    wieder  scliliefsen ,    daüs,    wenn  a,  &   die 
Wurzeln  der  quadratischen  Gleichung 

z*  —  2  c  Cos h  t  =3  o 

m 

bedeuten»  ,  ■ 

(»»--«)D  =  >^  .  a«  +  B  .  J**  sey. 

Die  beständigen  Gröfsen  ^,  £  werden  dadurch   be« 
stimmt ,  dafs  ™Z>  =i  ^  +  ^  =  o  und 


yil  Jhschrt^   Lagrange^DantelL  ji*  Pattpß,  d.  SchaUeS4  ^6ii    . 
ist  ^  und  folgtich 

L 


im'^n)JQ  -— 


am-3    *    {a^b)    • 


Es  wird  aW  hier  rt  s=  Co« h/*— i.Sin  —  / 

?n  TU 

br=Cos  — — ^ — t.Sin  —  I 
m  »       '« 

«nd  daher  auf  ahpUche  Weise,  wie  fi.  523«, 

•» 

a"'  —  o"  m 


j—  «r- 1  folglich 

—  P  /M« 

Sih  — 
m 


_  I    m  J 


L  Sin 


Sin  — 
m 


f    »  • 


oder^  wenn  man  tn  ^^  n^=s  s  settst^ 

r         ^'" — r;^"^  r        Sip  — 

Sin  —  Siir^— 

m  m 

weil  Siit  /iifr=c  ist^    da  ^  eine  ganze. Zahl,    und«  den 

halben  Umfang  des  Kreises  hedeatet,   und  es  gilt  hier  das 

Zeichen  + 1    ^enn  /u  ungerade  ist  ^   aber  das  negative  Zei- 

.  chcm  ^  wenn  ^  gerade  ist.     HienVit  sind  also  die  Coisfficien« 

ten  D  bestimmt  ^  und  wir  können  hun  zu  dem  für  ^y  gefun- 
denen Werthe  zurückkehren«  '    ? 

»  « 

,  HL  Diese  Gleichung  für  '*y  war,  wenn,  wir  jetzt  in 
dem  nach  dem  Gleichheitszeichen  stehenden  Theile  f ür  Z^ 
seine  Werthe  setzen :  « 


6i2  *      IL  Th.  lll  Ahtk.  Von  Aü»  Bewej^Mr  Luf%  ' 

'D  .  Sin  — +  *I?  .  Sin  -^-^  +  ^D.Sln  -^— -  +  + 
m  .    m  m 

Ym — l)u'7f\                        L   *       (  /«** 

++C"»-OZ).Sm r-^—l   =s  ± MS  ;  Sin  — 

'  2«»-^Sin  — 

m 

+  *S.Sin-^4-3S.Sin^-^^++++C»^i)S.Sm-' ! U 

tn  m  m     .  J 

und  es  gilt  iiicr  für  Jen  zweiten  Theil  der  fcleichung  da» 
positive  Zeichen,  wenn  /m  ungerade,  das  negative  Zeichen, 
wenn  /k  gerade  iiU      jDer  vor  dem  Gleichheitszeichen  st^** 

hend«  Coefficient  der  Grofse  '*y  ist  den  Bedingungsglei* 
chungen  ganz  ähnlicht  welche  wir  zur  Bestimmung  der 
Gröfsen  D  anwandten  ^  und  da  dort 

»D.SIn  —+*D.Sin-T'+++^'^-^^D.Sin' ^ 

m  in     .  m 

<  L«SinX«r 


iin*-^i 


Cos  —  •—  Cos  1    j 


war^  so. wird  die  in  '^y  inültiplicirte Reihe/ wenn  man  hier 
X  s=:'/ii  sdtzt, 


VI 


^£.Sin^«r  jL.o 


2*-i  ICos  ' Cos  — 

m 


-»fcos  —  — 

■  I 

und  erhält  also  keilten  hestimmten  Werth; 


* 


Mun  kanti  aber  atieK  hier  den  währen  Werth  dieser 
?==.§  vfrerdenden  Grofse  nach  der  hekannten  Methode  be- 
stimmen,  wenn  man  X  als  eini  Veränderliche  Grofse  be^ 
trachtet,  und  die  Differentiale  des  Zählers  d  .  Sin  Xr,   und 


des  Nenners  d  « 

r 

und  es  wird 


X«r  fMif) 

CoÄ  —  —  Cos  - — I  jedes  für  sich  sucht. 


I»  .  '       m 


1    » *         •  • 


1\ 


I 

m  jßfS^^  fMgr0^g€*4  JßarsülLß.  Foetpfi,  A  SeioBtU.      6x3  ^ 

Sin/uir  /  d.SinXir 


Co»  *—  —  Cos  — 


T7 


i. 


Cos  —  —  Corf  — - 
m  m 

m  Cos  XfT 


±  n» 


■   I 


•  -*.  Sia  -^^  — T  Sin  -r— 


Trell  Cos  \^  oder  (Jos>*=3  ±  i  ist,   und  zwar  positiVi^'' 
vrean  ^  eine  gexade  Zahl,   negativ ,   wenn /i»  unger9de  ist, 
ps  wird  daher  .         *  .         ' 


^D  .  Sin  — +*/)Sin-^  +  'P  Sin  r .  +  + 

m  'm  •  m 


+  CwOD.Sin-: =  ± 


laVtl 


JL 


m 


a"*"-»..  Sin  — 
m 


.1  ' 

und  ^war  gilt  das'  ot)ere  Zeichen,  wenn  ^  xingerAd^,  da» 
untere,  wenn  ^  gerade  ist,  *  Die  Gleichung  fürj  geht  also, 
jetzt  in  folgende  üher: 


±  "j.,- 


Lni 


==± 


yutr 

£11»'- 1  ^  Sin  -— 

<  TT» 


iU9r 

^m^-a  ,  Sin,— 
•  m 


'S  Sin  ~ 
m 


+  »5 .  Sin, 


**  .            .  SiW'f  .  .  .  ,        Noow   (m— tV^^ 
— +'S.Sin^^— +++C'»-05.Sln 1» 

•  *  » 


oder,  da  die  AmWguität  der  Zeichen  wegfallt ^ 


•    2 


'S*  Sin  —  +^S.Sin-!— +  4. 
m  m 


+  C>»-i)S  .  Siq  — 


m 


Da  man  hier  ijir  ^i  aH«  ganze  Zahlen  toxi  \  his  v^^^  x 
setzen  hann,  so  sind  durch  die^e  Gleichung  alle  gesuchte 
GröfseA  völlig  hestimmt.  -  ^ 

550.  Setzt  man  in  dieser  Gleichung  für  ^y^  Ätatt  '^S^ 
*S  .  .  .  .  die  in  }•  5*5*  ^^"ß^S®'^®"*"  ^^^'^®  >  *^  ^^ 


6  »4         IL  Thn  JII^  Ahtk^  Von  der  Bewegung  ißr  ^«A« 


''y  =; —  ^  '|*,Siri^ — ^  Coa 

'        m 


2f>/^^.Sia 


-1- 


4"- —  *-P  •  Sin  -~-  Cq8 


%t^c  ^  Sin— 1 


'^  .  »»  i       '  J^m  J 


,  Co*  2t\/c.Sm— ' —  r 


711 


myf  c               fr 
5in 


Sin 


at/^,  Sln^ 


«"?. 


t;r^ 


P  .  Sin  ,  Sin    2  i  yf,c  *  Sin  — 

I  .  *^  m  \  2mj  > 

7^' — 


3m  - 


'()Sin~.Sin 


m 


m 

%t}f  c  .  Sin  — ^ 
2m 


W 


?■'' 


•§in 


5* 


4  + 


'  +  + 


*  w  l      ^  2  m     J 


m/^«?' 


(m — i)jr 
öin  " 


und  «P,  *P  ,  .  ,  ,     'p,  *p  ,  ,  .  ,  sind  Grö&cn,  weicht^ 
»u«  dem  ^nßnglicbeA  ZustaQde  gestimmt:  Werden, 

531.  Aus  dieser  Formel  für  y  läfat.sich  auch  u,  das 
ist:  die  Geschwindigkeit  jedes  Punktes  ^m  Ende  de?  Zeit  t 
bestiminen ,  denn  d^ 


iat,  so  wird 


dt 


\ 


'       - 
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^= 


4V     C  *.•  fAlf     ^ 

Sin  — '  •  'P .  Sin  —  Sin 

m  2m  *    "^  m 


2  £  \/^<? ,  Sin 


sm 


4:^c            ^    2fr    ^    fi/u*\    r                    2«r^ 
«—  *— -.^P.Sin — rSia «Sin  2<\/cfSin  —  j — 

(m-i)«r         (m-l)i«>r  f       ^         (m-^iW 


m  am  .     m       '       l 


.Sin  T -^  .Sin  2(y/^cSin" 


2m 


—  2        ^  .     /•♦*  - 

A ^  .  **p. Sin  — .  Cos 

111       V  m 


m 
m 


2 1  yfc  .  Sin 


.1 

2mJ 


2  2  /u>r  r      '  2  «- 

+  — ^^  ^pSin«-^.  Cos  (2  t/c  .  Sin 


2m 


+  4-4- 


2                        (m — Oit«r  ^ 

4.  +_(m^i}n  Sin^^ 'SL  Cos 


m 


m 


2^/0,  Sm 


2  m 


'Vermittelst  dieser  Gletcliungcii  ist  sowohl  der  Ort  be- 
stimmt, wohin  jeder  Körper  am  Ende  der  Zeit  t  gelangt 
ist/^Is  auch  die  Geschwindigkeit,  mit  welcher  er  hier  8ici\ 
ftu  bewegen  fortfahrt^  ' 

'  532,     Beide  Atisdrüclse  lassen  sich  auch  so  darstellen; 


2^     ^  F/u>r  [  v% 

^yzrz  —  .    P.Sin  .Cos    2£>Ac  .  Sin  — 

im  m  [  2m 


O  !•  Sin  —  ,  Sin 


m 


f  .  ••! 

^t\f  c  •  Siu  —  I 


m 


7"^ 


Sin 


jrjr 


2  m  \ 


vnd 


*i4  =5 — r  •    P.Siu — .Sin* Sui     2<vAc»Sin — } 

m  2m  ■  m  •       2mJ 

2t\/c  .  Sin  — U 
^      ^  .      2mJ 


2  ^  .      '/«** 

+  —  Ol  sin Cd& 

m     C 


m    '  m 

wa  man  für  %  naoh.  und  nach  alle  ganze*  Zahlen  yon  \  bis 

« 

m  — -  1  setzen  mufs,  wahrend  ^  deHStllj^n  \Verth  behält. 

* 
555.     In  der  Auflösung   dieses  Frobleni^   scheint  das 

Verfahren,  dessen  wir  uns  bediejiten ,   um.  den  Quotienten 

(in  III.) ,    dessen  Zähler  und  Neirner  beide  =  o  wurden, 


♦  * 


1 


6id      .11 3%.  XEI.  Abtk.  Von  äer  'Bewegung  der  Lufi^ 

ZU' bestimmen f  beim  ersten  Anblicke  luer  nlcb^  ganz'  pas,«^ 
send;  denn  da  X  in  dieser  ganzen  Untersuchung  blos  gat^  z  ^ 
Zalileh  bedeutet,  so  köiiirte  man  denken,  es  »ey.  nicht  er- 
)aubt,    X  als  eine  Gröfse  zu  betrachten,    deren  Aenderun.- 

•  •  • 

gen  unendlich  klein  sind^  Ma^  wir^  indefs  zugestehenj^ 
d^f$  die  Wertjhe ,  welche 

Slry,  A  IT 

-r- — ■        ■'      i r. 

Cos  —  — -  Cos  — 

m       '  m         ^ 

erhält,  wenn  man  für  X  ganze  Zahlen  setzt,    ^aduro^  nicht 

geändert  werden,  wenn  man  auch  die  dazWischen  fallenden 

''\Verthe  sucht;  wenn  man  aber 

Sin  Xir 

Cos  —  -—  Cors  — 

m        '  m        . 

setzt,  und  9  als*  Ordinate  einer  Gurve  betrachtet,  welcb'ft 
der  Absc:s>e  X  zugehört,  so  erhält  diese  Curve  eine  G&- 
stalt,  wie  AB  CD  (Fig.  loß.)»  wenn  man  als  Beispiel 
m  =  3,  ^===2  nimmt,  und  obgleicli  in  unsrer  Rechnung 
tiur  diejenigen Ordinateji  vorkommen,  welche  denAbscissea 
>j  s=z  j4B  =  1  oder  X  =  -^  £,==  ö  zugejioren,  so  ist  es  doch 
gewifs;  dafs  C£\avch  hier  keinen  andern  Wertfa  erbaltea 
kann,  als  welchen  man  findet ,  wenn  man  alle  dazwischea 
fallenden  Körper  mit  berechnet ,  und  X  alle  möglichen ' 
\Verthe  beilegt,  welche  zwischen  o  und  3  fallen. 

534.  Die  bisherigen  Unterauchungei;i  würden  nun 
zwar  hinreichen,  um  die  Bewegungen  der  auf  der  Linie 
BC  (Fig.  107.)  be6ndlichen  Körper,  wenn  ih^e  Anzahl 
nicht  allzugiofs  ist,  zu  bestimmen,  Torausg^setzt ,  dafs 
^iese  Körper  sich  nur  unendlich  wenig  von  den  Stellten  ent- 
fernen ,  in  welchen  sie  sich  beim  Gleichgewichte  befanden. 
Aber,  wenn  man  sich  statt  der  Körperchen,  welche  sieb 
einander  abstolsen,  eine  linearische  Liuftma&se  denken  will, 
60  ist  es  nothwendig,  die  Anzahl  dieser  Körpc^r  unendlich 
zu  setzen ,  und  ihre  Abstände  von  einander ^   und  die  Mass« 


VII,  Ahchru  kagKan^e%Darstelk  A  Fitripfi.  d,  SehälffiX.      ^17 

eines  )eden«  i^ls  unendltcb  kleiQ  ^suaelieii,  upd. dieser  FarU 
yerflieut  daher  eine  besondere  Betrachtung. 

.  535.  P  r  9  b  iV  m  ;  »3.  Die  Ans^a^hl  4er  bewegten  Kör- 
per, wf.lcbe  aicU  nach  den  iii  den  vorigen  Froblemen  beif« 
trachteten  Regeln  bewegen,  ist  unendlich i  aber  ihre  Ab- 
stände von  einander  und  die  Mas^e  tedes  einzelnen  sind  un- 
eixilich  Klein,  so  dafs  die  ganze  Länge  des  Aauins,  auf 
welchem  diese  Körper  gleichförmig  vertheilt  sind,  endlich 
ist ,  und  auch  die  Masse,  aller  zusammengenommen  eine 
endliche  Gröfse  ist,  man  f oll  die  allgemeinen  Formeln  auf 
diesen  Fall  anwendciv 

Auflösung.  Wir  nannten  g.  520.  -5fifi.  die  Entfer- 
nung y^weier  Körper  von  einander  =^  r,  und  m  die  Antahl 
.  der  Zwischenräume  zwischen  den  beiden  äulsersten  als 
ur«bewe|>lfch  ang^noronienen  Körpern,  daher  ist  die  ganze 
Entfeiiiung  dei;  beiden  äulsersten  Körper,  welche  bisher 
nur  o  und  m  bezeichnet  wurden,  von  einander  d=  ruiy  und 
diese  .soll  Ipine  endliche  Grüfse  seyn,  welche  ich  =«  setze. 
Die  Masse  jefies  Körpfiis  hiefs  vorhin  =  M,  und  da  die 
ÜVlabSiC  eines  jeden  gleich  grofs  is^ ,  so  ist  die  gesammte 
]Masse  aller  z=zin  .  Mj  welche  ich  =5  «S  nenne.     Substituirt' 

man  diese  Werthe  in  (JJ.  503.;  c==  rj— ^  so  wird  c=  — -— , 

und  —  =  yf  ist  eine  endliche  Gröfse,  sie  sey  =  /i, 

also  yfc  ^zzmll. 

Richten  wir  nun  die  Betrachtung  auf  einen  dieser  Kör- 
per, welcher,  wie  vorhin,  der  ^te,  genannt  vwi;d,  so  ist 
dessen  Entfernunc  von  dem  mit  o  bezeichneten 


a 


sie  sey  :i=  a? ,   so  ist  -^  =  -^ ,   und  wenn  man  die  Entfer- 


/ 


I 


tfiA       JJt  Th.  III  4^th.    Von  der  Bewegung  der  Luft. 

iitizig  des  (/«  +  i;tefli  mit  Jl^+*li;^r   bezeichnet,    «o    ist  nun 

.      •  '        /i    •  *      ' 

r=c<^^«  und  auch  mqjr  =  <i,  oder  m  s=: -p- , 

Diese   Werthe   müfste   man   i^un   in^  die    Gleichungen 
5.  530«  .53i-  setzen.      Aber  man  darf,    jvemi  m  iiaendlicl;\ 

n  fc 

ist,    die  Gröfsen  Si^  ■~-  ==  t"**» 

2  r«  2  IT^  ^ 

.        .  /  .  ' 

Sin  ^-J T^  =   — 

'2m  2.  m 

ietasen,  wovon  ich  den  Beweis,  uxn  hier  die  Untersuchung 
nicht  zu  unterbiecheir ,  im  folgenden  5.  geben  wilK  Ver- 
möge dieser  Verärderung  erhalten  die  Gleichungen  des  vd> 
rigen  Problems ,  oder  in  ß.  .550,  531,  folgende  Gestalt: 

2  X  fAiC^  ffty/C.  , 

•y  =r  —  •  'P .  Sin  — .  Cos    '      '■• 
'm  mm- 

2  2  nwr  7.^,tyfc 

+  — .*P,Sin .Cos —.^  +  + 

'  fn     ,  in  '  m  S 

.     2  (m — i)A*«r  C'"  —  \\itiyfe 

J^—Sm ^i)p. siä  ^-^^^ . Cos ^^ 2L. 

»»  m  irt     " 


7: 


.  Sin 


■^ 


^pSin 


+ 


2m 

« 

2/U9r 

— 77  .  ■  —  Sin  ' +  +  + 

m 
('«-«^P.  Sin^-< -^^.Sin 


tf 


.  m  m 


m 


/c- 


(m —  t)it 
-    ,  2flt     - 


/7/,  4tsch^.  L<igrarigf!*s  ParsteV.  d\  JPortpßy  rf,  Schalle^.     fi\^ 

^nd  ^u  wird  i|uf  pbnliclie  Weise*  fiusgedrückt.    ■  Di^   aber 

X        dx      fi         X      yfc  aH, 

hier  —  =  — •    —  ==•  t",    —  =  JJ  ist,  und  \/c  =  ■■ ,     4  ^ 
ip  am  u        rt}   '  ^  ax 

90  lassen  sich  diese  Gleichungen  nun  auch  folgen dermafsen 
liusdrüclien,  wenn  jetzt  allgemein  y  die  Aufweichung  de»- 
jenigen  Körpers  bedeutet,^  dessen  Lage  während  desGleich» 
gewichts  durch  die  Entfernung  ns:  x  be&timint  ist,  und  u 
die  Geschwindig]ieit  desselben  -^  )><'^de^  {lir  das  Ende  der 

a 

2rf^-  .     wx  *    .  , 

y  =  ,  'P  .  Sin.  —  Cos  Htuf 

2nx  2ifX 

+  .^P.Sin ,  <:os  2Htw 

'(>  <» 

zdx  Z^x 

^  —  .  'P.Sin ,  Cos  sHtif 

a  ,     a 

ff-  -|-  -)-.  4^  infinifuo) 

+  —7-,  »pSin  — .SinHtir 

■ » 

ftrf;r                   ß*ra;  ^, 
+  — -—  ,  *0  Sin ,Sin2  HTtir   * 


»n4 


3 
+  +  +  in  infinituai  \ 


u  -=  ,1^  ,  'P  Sm  — .Sin IT Ht 

—  2 .  *P,Sin ,Sin  2kHt 

a  0 

6Hirdx  '  .    3*35 

.  3p,  Sin .Sin  3* He 

a  :  a 

-—-.-*—  I**  in  infinitum    ^ 


%     I 


^tQ         IJL  Th.  IIL  Akth,  yon  der  B^weguifig  der  Luft^  , 

Q  d  X  ff  X 

+  -^-^  'p.  Sin— ^  .  Cos  ffH«, 

O  /T^  Q  jf  jip 

+  —  .=^O.Sia-^,Cos2jrfirft 
•+  .^O.Sin .  Cos  3* H* 

a         ^  a 

+  +  +  in  in'finituin,      *' 

Um  aber  }^tzt  citese  Reihe  ganz  änrch  ll)estlinmte  Grö- 
ßen ausza*lrücken  und  zu  summiren,  mufs  man  für  P; 
Q  ihre  Weithe  setzen,  welche  durch  den  anfänglichen  Zu-  . 
•  stand  gegehen  sii»d.  Diese  Gröfsen  sind  (§.  524-)  selbst 
die  Summen  unendlicher  Reihen  y  und  jede  von  ihnen  hängt 
Yon  dem  aiifi'ngUchen  Zustande '  aller  Körper  ah«  '  Man 
könnte  die  Werthe  dieser  GrÖfsen  so  darstellen : 

und'pcs'^r  .Sin  , 

^  m    . 

und  müfste ,  um  den  vollständigen  Werth  ^derselben  zu  er» 
halten  y  X  alle  verschiedene  Werthe  von  o  bis  ^  beilegeri, 
während  y  einerlei  Werth  behielte.  Der  Buchstab  X  bc- 
sieht  sich  hier  auf  irgend  einen  bestiiyimten  unter  den  be- 
wegten Körpern ;  bezeichnet  man  die  Entfernung  desselben 
von  dem  ersten  unbeweglich  festgehaltenen  mit  =  X,   so 

ist  X  =  Xr.  und  da  a  =3  mr,  so  kann  man  -^  =  — -  setzen. 

Gebraucht  man  nun  auch  hier  >die  allgemeine  Bezeichnnnc 
dafs  Y  die  anfängliche  Verrüclcung  desjenigen  Körpers  ist, 
'  dessen  Lage  für  den  Zustand  des  Gleichgewichts  durch  X 
angegeben  wird,    und  y  die  anfängliche   Gesckwindigkeft 
desselben,    so  ist  ^J?  die  Summe  aller  Werthe,   welche  das 

Froduct  K  *  Sin  — '—   erhält,    wenn   man  darin    nach  und 

nach  für  Xalle  Werthe  setzt,  welche  gröfscr  als  o  und  klei- 
ner als  a  sind,  und  zu  jedem  den  zugehörigen  Werth  von  Y 


I 
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nimmt.      Diese  aus  uneiulllch   vielen  Gliedern   bestehende 

Summe  will  ich  durch  d|is  Zeichen  £  andeuten ,   und 

ffX   '        ' 
*P=S.Jr.  Sin  —^,  ' 

.  ^P  =  i:.r:Bm  — ^ 

und  auf  ahnliche  Weise 

.'      -  ZirX 

»P  =  S  .  r .  Sin  .-•— 

u.  's.  w.  ausdrücken.     Ich  wühle  dieses  Zeicnen^    uhi    der 

Vterwechslung,    da  man  das  Integralzeichen  /  in  d(-r  FoVe 

auf^Y  beziehen  möchte,' voczubeugen;  '  Die  vorigen  Glei» 

chungen  sind  nunmehr  diese: 

2  .  «rX  ftx         I 

y  «  —  .Eri^d;r.(Siii — -  .Sin — ;  Gos^H^ 

+  Sin    '■        .  Sin .  Cos  A  jr-He 

.     3#pX       .    3ir.« 
4"  Sin ;.Sin  .CösSsrHt 

4"  +  +  in  iniixK)] 
+  — 3.  2irra«(Sin  —  .  Sin—.  Sin« Ht 

*  • 

+  I  Sin •  Sin .  Sin  21t  Ht 


'.j 


a 


+  T  Sin  —  ,  Sin  — ^-  *  Sin  3«Ht 
+  +  +  ia  infinO] 
und  UÄ .S.rrdjf  ♦(Sin  —  .  Sin  — *  Sin  itHt 

2xX  2  9FX 

+  2  Sin  — .  Sin .  Sin  29r  Ht 

a  a 

5*  Jt  3«-* 

+  3, Sin Sin  .SinZitHt 

a  a  ^ 

,         +  +  +  ininfin.)] 


\ 


I 
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^ ."S.TF^dx*  (Sin  --* — .  Sin .  Cos  2jrHi  , 

a  ^  a  a  -^ 

t 

2  ir  X  2  »  a: 

+  sin         "*  Siti'-. *  Cos  27t Ht 

a  a 

/  +  Sin  —  .  Sin  -         .  Cos  3  «  f/  «  " 

a  a 

+  +  4-  in  infin.)], 

und  es  beziebt  sich,  hi  diesen  Ausd rücken   das   Zeichen  2 
Ubs  auf  die  Sumniirung  der  in  den  Foi  mehi 

xX  nX, 

T  .  Sin  —  4      f^  .  Sin  — ^  u.  s.  vv. 
a  ^    a 

•nthaltenen  Reihenf«     Diese  Summirung  ivird  also  so  rorge* 

nommen,  dafs  n^an  X  als  verandeHich,  aber  x  als  bestandig 

betrachtet,  und  den  V/erth  der  Reihen  9    die  man  aUgomeia 

}t^X  V  ff  X 

durch  S  •  5^  .  Sin        .  '    und  S  ^  .  Sin  ■.  '     ■      ausdribckeA 

a  a  , 

kann ,  von  X  =  o  bis  JC  =  n  sucht« 

Die  weitere  Auflösung  dieser  Reihen  will  icii  im  foU 
genden  Probleme  an  einem. beschränkteren  Falle  zeigen.* 

536.     Ehe  ich  weiter  gehe,  mufs  ich  die  Richtigkeit  des 
im  vorigen  Probleme  angenommenen  Satzes,  dafs  mai^  die  Aus- 

•  «  £?*•  3  #r  -K        it        3       jt 

drücke  Sin  ,  Sin ,  Sin  — —  etc.  mit ,  -^  ^  "^  •  ~* 

2  m  2m.         2m  •  2  m     m       2       m 

«tc.  verwechseln  .dürfe-,    wenn  m  unendlich  ist,   beweisen» 

Diese  Gröfseü  kommen  alle  von  der  Gleichung  amEndt 
des  523.  0.  her,  wo  nach  dem  Gleichheitszeichen- 


•P  Cos 


V  n- 


2tyfc  •  Sin 

2mj 


^t\[c  Sin  

2  yfe  •  Sin  — ' 
2m 


vorkam,    und  hier  entspringt  der  Factor  Sin  -r —   aus  dem 

kurz  vorher  für  R  gefundenen  Wenhe.  Um  also  die  im  let»- 
ten Probleme  angenommene  Yeirwechselung  zu  rechtfertigen,. 


/ 
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braucht  nur  bewiesen  zu  werden  ^   dafs ,  wenn  >ii  ==  r^  ist^ 


R=i  ±./c./—i. 


Vfr 


ftm 


wer 


de. 


in  5.  523.  war  R*  ■=  c  ,  (X*-^«)i  also,  wenn  ich  jetzt 
t^^m^ll^  setze,/ — ^TTT  =  J^ —  ^>    und   dieses    ist  ein 


m-  n^ 


9 

unendlich  Kleines  der  zweiten  Ordnung,     weil  R   und  H 
«ndliche  Gcöfsen  sind ,  aber  m  unendlich  grofs  ist.      £a  sey 
R  .  y* 

nun  —  .:±=  /.  V —  ^  >  so  wird  J!^  =Ä r ;    es  sollte  aber, 

ü        -^  m* 

wie  wir  dort  fanden, 

teyn,  folglich' na^h  den  eben  angenoiumenenB^zeichnungea 


n» 


oder,  wenn  man  die  Wurzelgröfsen  in  Reihen  auflöst,  und' 
Glieder,  •welche  m'  im  Nenner  enthalten,  wegläfst: 


m 


m 


J 
.    / 


I  — 


//-•l 


m 


m 


=  O.' 


Betrachtet  man  hier  -^  als  einen  Kreisbogen ,    so  isf, 

/    '         / 

weil  f  endlich ,  m  aber  unendlich  srofs  ist ,     Sin  —  =  — 
•'  .     •  ,  ^  mm 

f  .  . 

und  Cos  -^  5=  X  ,  und ,   weil  allgemein  für  jeden  Bogen  f > 

*2.>/^  —  1  .  Sinm^  =  (Cos  q^  +  yf —  1 ..  Sin  ^;"* 

—  (Cos  (p  —  1/^ —  1  .  Sin  ^)''» 

.       •  .        '  •      / 

ist,  so  ist  auch  fvir  don  unendlich  kleinen  Bogen  — 


[  m     }  [  m     J 


=  2\/'^i  .  Sin  »r^, 

,  m         ' 

—  • 

und  da  dieses  =s  o  seyn  soll ,  Sin  /"  =  o  und  /  =  vir ,   wo  9 
jede  ganxe  Zahl  bedeuten  kann,  mithin 


•      I 


r 

62^       it.  tk'  HL  ABth.    J^on  der  Bewegung  der  Luft. 

•  wclclied  mit  demjenigen  i\usdrucke  etnerlei  ist,  desseii 
Ricbtig(ieit  bewiesen  werden  sollte.  Wendet  man  diesen 
Werth  von  R  im  523.  g.  und  nachher  an ,  so  Ergeben  sicli 
die  Formeln  so,  wie  sie  im  letzten  Probleme  gefund^d  sind. 

537*  Bei  der  Bestimmung  der  Wertbe  von  y  und  v^ 
im  vorigen  Probleme,  muf&te  x  und  t  als  beständig  betrach- 
tet wterden,  weil  man  eines  bestimmten  Tbellchens  Fort- 
rückung  üihI  Geschwindigkeit  am  Endo  einer  bestimm- 
ten Zeit  zu  wissen  verlangt^  aber  X^  Y^  ^^nuifsten  als  vcr- 
'änderlich  angesehen  werden,  weil  die  Bewegung  jenes 
Tbellchens  von  dem  anfanglichen  Zustande  aller  iibri- 
gen  iült*abhSngt,  und  daher  Jf,  Y^  V  nach  und  nach  auf 
alle  Theilchen  tnüssen  bezogen  werden ^  während' Ji:  sich 
immer  auf,  eins  und  dasselbe  bezieht. 

^38«     Um  die  Ausdrücke  zu  vereinfachen,  V^ill  ich  an* 
.    nehmen,    dafs  in  dem  Wertbe  von  y  die  Gröfse/^ar:  o   sey 
für  jedcnl  Werth  von  X,    dad  hellst,    dafs  die  anfangliche 
Störung  des  Gleichgewichts   blös  iii  einer  Verrückung  der 
-  Körpet    AUS  d6r  znm  Gleichgewichte    erforde'rlicherl  liÄge 
bestand,    daf»  aber  keinem  derselben  eii^e  anfängliche  Ge- 
schwindigkeit mltgetheilt    worden»      Diesen  beschränktem 
Fall,    welcher,    wenn   von  einer  Luftmasse    die  Rede    ist, 
•mit  der  Voraussetzung  übereinkommt,    dafs   blos  eine  ah* 
fangliche  Aenderung  'der  Dichtigkeit,   aber   keine  anfang- 
Jicbe  Geschwindigkeit  Statt  fand ,   werde»  ich  Im  folgenden 
Probleme  näher  betrachten. 

539*  Durch  diese  Voraussetzung  wird  der  "VVerth  von 
y  auf  eine  einzige  unendliche  B.eihe  gebracht^  und  da  dies6 
die  Form  erhält : 

Sin  —  .  Sin 1-  Sin  ■  .  Sin 


in  m  m  m 


-(-  Sin  • .  Sin        ■    +  +  +  Sin Sin f 

.       '       m  m  m  m 

so  will  ich  über  die  Summirüng  dieser  Reibe   hier   einige 
Bemerkungen  yoran&chickeni 


\ 


.     In  ß.  529.  n.  kamen  wir  bei  Bestimmung  ^r  Coeffi« 
cientto  J^  auf  die  Gleichung 

»JD.SiH—  +  ^Z)  Sin +  '-D  Sin  i—  +  + 

•  m  m     -^  .   m 


«»»-*  Co» 


ro  mj 

lind  die  folgende  Untersuchung  zeigte,  dafs  diese  Gleichung 
identisch  werde  ^w  wenn  man  jene  Coefficienten  so  annah» 
»et  dafs  der  ite  oder 


|.        §in  — — ' 
^  JL  m 


«"••**  /Mir 

Sin-^ 
m 


^erde.     Setrt  man  also  diese  Werthe  in  jene  deichung^ 
so  erhellet,  dafs  . 

Sm  —  .Sin — +Sin  -— 7  Sm  — —  +  Sin  ——Sin + 

mm  mm  m  m* 


Sin  *"  ■  >Sm  SS  ±  4  ■ 

m  m  *  Xsr  ^^ 

Cos Cos  ^ 

V       m  nt 

eine  identische  Ghichung  ist,  und  dafs  man  das  nach  dem 
Gleichheitsseichen  stehende  Glied  mit  vollem  Rechte  ala 
Somme  der  vor  dem  Gleichheitszeichen  stdienden  Heihei 
betrachten  dürfe.  Diese  Summirüng  gilt,  was  auch  ^  X,  m 
.für  ganze  Zahlen  bedeuten  mögen ,  und  Jswat  inufs  man  im 
letzten  Gliede  das  Zeichen  +  gebrauchen ,  wenn'  ^  un.  * 
gerade  ist,  und  das  Zeichen — ,  wenn  /^i  gerade  ist:  dies» 
Summe;, bleibt  mithin  anwendbar,  auch  wenn  jene  Zahlen 
Anendlich  werden« 

540»  Frobleift  ii4'  ^>^  für  den  Kaumss^,  Uta 
welchen  irgepd  ein  Theilchen  am  Ende  der  Zeit  ?=:  t  voa 
i^r  aum  Gleicbg^wiehte  erforderlichen  Lage^  exktlemt  ist, 

Rr  ^ 


6ä5'     lt.  Th.  Ut  Ahth.'  Von  der  Bewegung  Jter  Luft. 


y   * 


gefundenen  Formeln  völlig  aufzulösen ,.  in  dein  Falle,  Ja 
die  aufäugliche  Störung  des  Clelcbgewiobts  blos  in  einer 
Yerrückung  der  jlieilchen  bestand,   uiut  diff  anfangUohe» 

Geschwindigkeiten  £=:  o  waren. 

'    '  '   '    ►     ■• 

.   .  »,*    1 * 

A  u  f  1  ö  s  u  h  g.     JDa,  hier  alle  Voraussetzungen  und  Be* 
Zeichnungen   des    vorigen  Problems  gelten ,     und    zugleich 
K=:  o,  istt  so  können  wir  den  doit  gefundenen  Werth  vosti 
y  hier  unverändert,   blas  mit  Weglassuug  fies  letetenGlie* 
des  y  gebrauchen*     Da  aber 


I    -\ 


nx 


Sin  —  Cos  9r  fi  £  =  2 .  Sin 

a   ^  . 


+  jtHt 


+  iSin 


(nx  1 

in  — — «-H/f, 

.1«  j 


Sin •  Cos  ftxHe  =  j^.Siu  f 1-  ZftHt 


+  i  Sin 


a 

2  9  X 


—  ^nUt 


u.  s.  "w.  ist,  to  lälst  sich  der  Werth  von  y  nun  auch  so  dar- 
stellen; 


—  .?:,  [rd;^(Sin  —  .Sin 


I 

t 

a 


a 


üwX 
+  Sin  —  ,  Sin 
a 


—  +  itHt\ 


+  üwHt 


) 


•  +  .— .2.  [rdxCSm 


3<rX         .  (3itx  1 

+  Sin  .  Sin  — r-  4-  5<r  Htl 

"T  +  T  in  inßnitum^j 
nX 


.Sin gHtl 


+  Sin  •— —  .  Sin aarHt 

,  A  [   a  J 

+  Sm  — -— .Sm  .--.3irH£| 

+  +  +  in  infinitum^]. 

Die  beiden  Rcjihen,   welche  hier  in  räx  multiplicirt 
Yor^mman,    haben  die  im  vorigen  JJ.   betrachtet«  Fana, 


»/ 


Vit  Jhchu  Lßgrüf^e's  VarstJL  JL  Fortpß.  JL  Sch^gks.     tffly 
wenn  man  $btt  4es  dortigtn  *— «liier  — ,  und  statt  dctdor« 


m 


ligen  —  hier  r—  ±  Ht  tetsf« 
•  1»  a 


piese  Wetthe,  welche  wit  den  Zählen /ft,X  beilegen, 
•ind  aber  auch  gewifs  ganze  ZaUen  ^welches,  um  die 
dort  gefunden^  Summe  anzuwenden,  nethw endig  ist),  denn 

mX 

•— —  bedeutet  hier  noch  eben   das,    wie  im  rorigen  Pro» 

a  ,  ° 

bleme ,  und  ward  dort  statt  der  ganzen  Zahl  X  suBstituirt ; 

m» 

auch  — ,    welches   dort^  für  die  vorhin  gebrauchte  ganze 
a 

Zahl  /t»  ges^t  ward,  hat  hier  denselben  Werth,   und  m,H% 

kann  man,  oh^ne  die  Untersuchu^  zu  beschranken^    alle« 

Xm 
mal  einer  ganzen  Zahl  gleich  annehmen«    Da  also  -— ^  und 

j|cm 

—  ±mHt  ganze  Zahlen  sind,  so  ist^  was  «ueh  m  für  eine 


2Sahl  sey ,  die  Sumlne  der  Reihe 


irX            ff»«  .           1  .          ßirX       (üwx     •  '  ) 

Sin .Sin   — +  #Ht  +  Sin Sin  +  8«Ht 


.    5*X^^    fS«« 


+  Sin     ■      Sin* 

a 


Hü 


+  3»HM+  +  + 


(m— OsfX  ,  (x  \ 

+  Sini -^ .  Sln(m  — 0,r.  [~  +  Htj 

,    *JC  r  (x  1l 

Sm— •  •  Sin<m#.  f— '+Ht  > 

tte  ±  I  • -— — , 


Cos  I— +#He|— Cos  — 


fti  X 


«nd  folglich,    da  fdr  die  zweite  Reihe  Shnliche  Schlüsse 
gelten, 

Rr  ft. 


ti^        n.  Th.  ill^  Alth  Vomäar,  Bewegung  der  Lufi^ 


? 


zmya  ±  S. 


rrfxvSin— .  Sia\-^ +mirfftl 


Cor 


—  +  ^m  —  Co»  -^ 

V«  J  a 


Kd*.  Sin'— Sin 


?Rirx 


—  mirHt 


fti 


Cos    — — »FJt 
l«  J 


••  • 


Cos 


•», 


Es  Ist  aber  scbpn  orwäbat  Worden  ^  dafs  *-r-   ±  m  fi  l 

"a  ■ 

hiev  allemal  eine  ganze  Zahl  werde ,   und  folglich  ist 


n 


Sin 


mtfx 


tmneHt 


ssoj 


da  also 'für  alle  Glieder^  der  nnendllcKeu  Relhe^  de^  Zäl^Iet 
SSO  >rird«  so  kann  in  dieser  ganzen  Reihe ,  auf  dere& 
Summlb  das  Zeichen  Z  hinweist ,  nur  dasjenige  Glied  einen 
reellen  Werth  erhalten  ^  wo  augleich  auch  der  Nenner  =£i  o 
wird,  alle  ührigeti  Glieder. hingegen  verschwinden.  Statt 
.der  unendlichen  Reihen  bleiben  uns  ttitfo  von  d^j:  eiistea 
Reihe  nur  diejenigen  Glieder ,  wo 

Cos     -—  +  mHtl  =2  Cos  ,     . 

oder  -*-  +  Ht  s=t/Ä.i  ±  -*^ 
uiid  von  d^r. zweiten  nur  diejenigen,  wo 


•• 


Cos    -? r  Ht    s= 

/   l«  J 


Cos 


oder  -^' —  fit=2.f±   — 


^ird  I  und  j  kann  hier  jede  ganae  Zahl  bedeuten« 

Diese  Glieder  enthalten  o  im  Zähler  und  im  Nenner» 

und   mau   findet  daher   ihren  wahren  Werth,    wenn  man. 

"iSihler  und  Nenner,  jeden  fiif  sich»  difiierentürt,  und  dabei 


[ 
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r-^-  ±  Hr  allein  alt   veräBderUch  betrachtet,    nach  vollen* 


deter  Differentiation  aber  2 .  i  ±  —    «tatt     dieser    Gröfse 

setzt  Auf  diese  Welse  findet  man ,  weil  jetzt  auCh  das 
Zeichen  2  wegfällt,  indem  von' dor  g^n^en  Reihe  nur  ein 
einziges  Glied  vorkoipipt  9 

nX  (mwx  1 

J'dÄ.Sin— -r  .  Sin  I \rmwHt\ 

I  a  \    a  I 


t« 


Cos  1— +«H£|  —  Cos  — 


JWjf.Sin— -  Cos    2m*»  ±  , 

m  ■         a  l  a     J 


X] 


»41 


Si„[«,,1:^J. 


folglich  ist  die  erste  B^älfte  des  Werthes  von  y 


^1 


mix                 nX           f.'           .  mn 
"  '     ■  .  K*  Sin  —.Cos  ifimi«  ±  i 

X ,  !'■'    "  ■      ,1    .i   %     ij 


Sin   Uiri  ± 


r1 


und  hier  gilt  (wie  «Vi  Yergleich^ng  d^s  vorigen  S^  erhellt) 
das  obere  ^eiche^  \    wonn  -^—  eine    ungcracle   Ahl    ist, 

aber  das  positive  Zeichen,    wenn  eine  gerade  Zahl  i$t; 

ft  • 

und  T  bedeutet  hier  die  aDfän^liche  Yerrückung  desjenigen 

•  Tkeilchens,  für  dessen  Lage  im  Gleichgewichte 

X^±  (X'halit^2a3y 

mX    ' 
ist.  —     Da  nun  hier  sm  sowohl,  als sanzeZahlen sind, 


2mxir±  ■     sc  ±  X,     und  zwar  gilt  das 

wX 
Zeichen -!->  wenn  eine  gerade  Za^hl^ist,    aber  dasnc«. 


fr 


6So         IL  Th.  m  jr&A.  Von  ier  Bewegw^  JUr  Luft. 

gative  Zeichen,  wenn—  uncarade  ist^  daher  VvrtchMrin- 

det  die  Ambiguitat  der  Zeichen,  und  jene  erste  Qälfte  dea 
Wcrthes  von  y  wird  allemal  ^ 

m  wX 

—  .  rdxSin  — 


Sin 


^1 


m .  Ydx  ^ 

oder  =s:,± ^=  ±  jr, 

fia  * 


^  • 


weil  Sin 


vl  = 


2ms  ±  ——1  5=  ±  Sin  —  und äc 


ist.     Und  hier  gilt  das  Zeichen  +9  weniT 

positiTf  ah/sr  das  Zeichen  -^,    wenn  dieser  Werth  nega« 
tiv  ist.  /    . 

•Gehen  wir  ^etzt  bu  denL  zweiten  Gliede  des  Werthes 
von  y  fort,  und  bezeichnen  mit  Y'  die  anfiLngliche  Ver- 
rüqkutig' desjenigen  Theilcbens,  dessen  Lage  Xirahrend  des 
Gleichgewichts  durch  die  Entfernung 

*JS:=  ±(*  — «Ht  — ftax) 
bestimmt  ward,  so  findet  man  auf  eben  dem  Wege,  dab 
dieses  zweite  Glied  ^=:  .i  t^V  wird,  und  wieder  das  Zei- 
eben  -(-  gilt,  wenn  X  positiv  ist,  und  umgekehrt,  daher 
der  gesuchte  Werth  von  y  ist  y  =  ±  i(Jr+  Y')  j  wo  J^  Y 
die  anfängliche  Ausweichung  derjenigen  beiden  Theilchen 
i%%y  welche  um  die  Entfernung  ssaiHi4"&ai  und  a  Ht-^^-Zas 
von  demjenigen  Funkte  entfernt  sind,  auf  welchen  y  sich 
besiebt ;  y  aber  ist  die  Ausweichung  des  .durch  x  bestimm* 
ten  Theilchens  am  Ende  der  Zeit  s=:t,  und  i  eine  unbe« 
stimmte  ganze  Zahl. 

541.  Dieser  Ausdruck  für  y  läljit'sich  au£^h  auf  fol- 
gende Weise  verändern.  Es  seyüber  der  Linie  B  G  (Fig, 
109.),  welche  die  Länge  der  S  betrachteten  linearischea 
liuftmasse  vorstellt,    die  Scale  disr  anfanglichen  Auswei- 


j 
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«hungen  £  FC  gezeichnet,  xiamlidi  so»  d^fs  jede  Ordinate 
XF  ausdrückt,  wie  weit  dasjenige  Theilchen,  welches 
sich  beim  Gleichgewichte  in  X  befand,  bei  der  anTang- 
liehen  Störung  des  Gleichgewichts  von  seiner  Stelle  ver* 
rückt  .war,  so  sind  F,  Y'  Ordinalen  4^6'^^  Scale-  JVIaa' 
'  kann  aber  jede  Ordinate  ^Y  als  Function  der  zugehörigen 
Abscisse  ansehen,  i4nd"F=  F:  X  setzen,  mithin,  da  im 
vorigen  JJ.  F  «H  ^S^^  Abscxsse  =3  t  (*•  +  «  Hi  —  Ä  aar);  und 
y  mit  der.Abscisse  =5  ±,(jc  —  alft/r-2as)  zusammenge- 
hörtet  so  hat  man  auch 

tJnd  da  hei  dieser  ganzen  .Untersuchung  nicht«  angenommeq 
ist  wodurch  der  anfänglidie  Zustand  .einem  gewissen  Ge- 
.  jiefze.  unterworfen  würde,  so  kann  die  Scale  BYC  jede 
Oestalt  haben,  und  es  ist  gar  nicht  nothwendig,  dafs  die- 
selbe sich  durch  eine  Gleichung  ausdrücken  lasse,  sondern 
»ie  kann  ganz  irregiuär  seyn,    '■ 

'  542.  Vermittelst  dieser  Scale  läfst  sich. nun  der  Wcr^ 
von  y  für  jeden  Werth  von  x  und-t  durch  Construction  dar- 
stellen. Dieses  läfst  sich  hier  bewerkstelligen,  ohne  dafs 
man  die  Scale  über  die  Endpunkte  B,  C  hinaus  fortzusetzen 
iraucht,  wenn  man  nur  für  s  den.  gehörigen  Werth,  und 
4ann  das  passende  Zeichen  nimmt,     ... 


'I   ' 


Will  man  nämlich  die  Bewegung  des  in  x  (Fig.  iQp.)' 
befindlichen  Lufttheilchens  bestimmen,  für,  welches  im 
Zustande  des  Gleichgewichts  Bx  =  x  war,  so  mufs  man, 
daq.H.c  sich  im  Fortgange  der  Zeit  ändprt,  die  Ab'scisse 
±  Cx  ±  aHt  —  ft äj)  allemal  so  annehmen,  dafs  Ihre  End- 
punkte in  den  Raum  BC  fallen,  zugleich  aber  sich  eriu- 
ncni,  dafs  da,  wo  das  Zeichen  +  gilt,  oder  die  Abscisse 
-=  -Ka:  ±  «  Ht  —  aai)  ist,  auch  der  Weitli  der  Ordinate 
im  Werthe  von  jy  positiv  genommen  wird,  aber  dals  dif 
Ordinale  negativ  zu  nehmen  ist,,  wenn  die  Abscisse 
=r:  —  Cx  ±  uilt  —  Zas).  ist.  ^ 


-I 


Bjt        IL  Ih  III  AhA.  Von  der  Bewegung  der  Luft. 

'  So  lange  e  ao^Iclela  ist)  dpfs  ^Ht  kleiner  ah  xmdA  kle!^ 
tktr  ||ls  (n  «—  x)  ist^  setze  inan.  ^  £=  o ,  und  gebe  beiden  Ab* 
,  acissen  das  Zeichen  -f* ,  sq  ist 

oiptj  wenn  in  der  Figur  x  X  s:^  xX'  zsz  0  Hc,   so  if^ 

Wfichst  nun  1,  so  dafs  mHt^  jir  ist«  aber  noeh 

^  n  Ht  "^  (a  —  Jif ) ». 
so  behalteman  in  (^4*  ^Ht-^  ftaf)  nocb./sxOt   und  da« 
poi^ittve  Zeiqbep;  hingegen^  da  ;r-^c»/it  negatiywird,  un^ 
jenseits  B  keine  Ordinalen  mehr  vorkommen,  so  behalt  man 
awar  i  ss=  o,  nimmt  aber  das  negative  Zeichen,'  und  erhfik 

Nimmt  man  also  für  einen  solchen  W^rtlr  von  t  in  der  Vi* 
jrur  jc X^  saa  a/ft  und  a;X=aHe  —  ä,   so  wM 

Es  sey  t  noch  gröfser)  so  dafs  auch  «He  >  (a  —  m\ 
aber  noch  aUt  ^(a-^-x'y^  po  wird  jr  +  af/£>a,  seUt 
man  aber  y  =s  i,  ao  wird  —  («+  ajfc  — «a),  eine  Ab» 
sclsse,  welcher  Qrdinaten  angehören. 

Die  Absclsse«— (if-^/iHt)  ist,  der  Yorausseteung  su» 
feige ,  noch  •<  a ,  und  also  gehören  auch  ihr  Ordinaten  su« 
daher  ist  hier  x  =  o,    und  map  gebraucht  das  negative  Zei»_ 
eben.     Hier  wird 

y  «  ~  JF; [^(^+-flH£-^ÄiO]— I  F:[— C*  —  «HO].' 
Auf  ähnliche  Weise  könnte  man  weiter  fortgehen,    und 
immer  y  durch  Summen  oder  DiiFercnasen  «weier  Ordlnatep 
eusdrücken, 

545.     Diese  Regeln  werden  durch  folgende  Darstel- 
lung noch  deutlicher.     Wenn  x  der  Punkt  ist,  'wo  sich 
beim  Gleichgewichte  das  Theilcben  befand^  dessen  Bewe*  ' 
gung  beitimmt  werden  soll ,   so  trage  man ,   für  das  Ende 
der  Zeit  t,  die  Entfernung  xszxi.U.t  nach  beiden  Seiten 


\ 


\         \ 


'  yil,  jihsduu  Lap-ange*s  DarsuU,:d.  FQrtfJL  d^  Sduittes.      63$ 

Ton  X  auf  der  Axe  I^in  =??  xX\    Fallen  4ie  so  bestimmten 
Punkte  X,  X'  noch  diesseits  B  und  C,    so  ist  die  halber 
Summe  der  Ordinaten  X' Y'  un^XJT  ssy.    Ist  aW  diese  ' 
Ejitfernung  grSfser  als  xBy  ^so  trage  man  den  libei^  3  i^in«  \ 
äusrcjch enden  Tfaeil  Ton  B  in  BX  rückwärts  ^    so  dafa 
«JB  +  J?X=  aHt  scy,  und  nehme  im  Werthe  vony  |etit 
die  Ordinate  XF negativ.     Wäre  aber  aHt  fto  grofs»    dafs 
der  von  B  rückt^ärt^'  getragne  Theil  sich  bia  über  CMrinaua 
erstreckte,   so  kehre  man  mit  diesem  Ueberschusse  von  C 
an  zurück,   und  wann  nun  der  Endpunkt  in  X  fallet,   also 
aHt  ==:;r£4'  J3C+  CX  ist,  so  nehme  man  im  Werthe 
von  y  die  Ordinate  XJT  positiv.     Hätte  diese  Abscisse  sich 
abernials  übei^  B  hinaus  erstreckt ,  -^so  hatte  man  von  JB  wie- 
der ^zurückkehren ,   und  die  Qrdinate  negativ  nehmen  müs- 
sen. -^  •  Eben  das  gilt  für  die  nach  der  andern  Seite  von  -x 
getragne  Abscisse,    und  auch  hier,    wie  dort,    bleibt  im  * 
lyerthe^  Von  y  die  Ordinate  mit  +  ^bezeichnete    so  lan^e  - 
ßHi  <ixC  ist;    sie  wird  mit  •—  bezeichnet    beim  ^r^teit 
'ZtTrüökgehen,  oder  wenn  , 

aHt  >  arC  aber  <- «C  +  JJCi 
aie  wird  wieder  mi(  +  bezeichnet,  wenn 

aHt  >Ja;C+CJ3  aber  <|jtC+e-BC 
«nd  so  weiter, 

V 

Diese  Regeln  kommen  eben  darauf  hinaus,   als  wenn 
'     man  die  Scale  über  B  und  C  hin  fortsetzt,   nach  den  Re-~ 
geln,   welche  für  die  Scale  der  Dichtigkeiten  bei  einer  an 
beiden  £z)dea  offipnen  cylindrischen  Röhre  oben   ({J.  407,) 
gelehret  sind,- 

>544*  Obgleich  man  hieraus  schon  übersieht,  dafs  aus 
der  anfänglichen  $törung  des  Gleichgewichts  in  der  Folge 
Kine  gewisse  oscillirende  Bewegung  der  Xiufttheilchen  ent> 
steht,  und  aus  der  Aehnlichkeit  der  At)sdrucke  mit  den  oben  ' 
gefundenen  (welche  sich  nämlich  nur  wegen  der  hier  gau^ 
verschiedenen  Bezeichnungsah'vpn  einander  i^nterscheidep}* 
sich  leicht  schliefsen  läfsü,  dafs  man  auf  ähnliche  Resultate;, 

wie  dort,  komoMa  mufs^  «o  will  iehdpch  noch  das  Haupt^tQ- 

i 


.-<34        Xr.1%.  UU  Atfüu  Von  tUr  Bfiwt^mig  i€r  JmJu 

lnUm  vo^  der  FbrtpfiaqzuDg.  einer  .kleinen  Schwingung  in 
der  Lult  biervoUstiindig  nach  dieser  Methode  auflösen. 

.    545*     Problem  iiö«  •  £s  stelle  J30  eine  linearische 

Ijuftmasse  vor,  und  es  werde  am  anfange  der  Zeit  t   ein 

einziges  Lufttheilchen  in  Schwingung  gesetzt,  man  soll  he- 

.  stimmen»  wie  dipse  Schwlnguiig  sich,  im  Fortgange  der  Zeit 

fortpjfUnet« 

Auflösung.  Ich. nehme  an,  dafs  bei  der  anfang* 
liehen  Störung  des  'Gleichgewichts  alle  Theikhen  sich  an 
der  Stelle  befanden,  wo  sie  im  Zustande  des  Gleicbge* 
Wichts  waren,  aber  dafs  dem  THeilchen  »  (Fig.  iio.)  die 
Geschwindigkeit  F xc|^ .ertheilt  ward.  In  den  Formeln 
$•  635*  werden  also  alle  Werthe  von  F'so,  und  die  Ge* 

« 

•cbwindigkeit  V  erhält  nur  bei  einem  eir.zlgen  Theilchen, 
dessen  Lage^durch  die  Abscisse  =  X  bestimmt  wird,  einen 
Werth  =  «,  für  alle  übrigen  ist  auch  V  i=z  o, 

Soll  also  vermittelst  der  dort  für  u  gefundenen  Glei- 
chung irge^id  eines  andern  JLufttlieilchens  S  Bev^egung  ^m 
Ende  der  Zeit  =  t  bestimmt  werden,  so  setze  ich  Bx^=zX^ 
!BS  z=sx,  £  C  ?r=  a,  und  erhalte  i 

2*dx  nX  xit 

u  r=t    ■     -■     (Sin  —  .Sin  —  .  Cos  ir Hi 
a*  a  a  . 

20X  2WX 

+  Sin-- :  Sin  — ^ .  Cos  2  ir  J/e         .    ' 

a      «  a 

+  Sin .Sin  — .CosSjrJf« 

+  +  +  in  infin.). 
Das  Summirungszeichen  kommt  hier  nicht  yor,  wml  nur  ia 
eineq^  einzigen  Funkte  jr  einen  von  o  verschiedenen  Werth 
erhalt.     Diese  Gleichung  läXst  sich  auch  ao  ausdrücken: 


*  JCK  fnX  \ 

n  =:  —  (Sin  —    Sin     —  +  irHr   I 
m  ^         a  [a  J , 

Zxx           (imX  .) 

+  Sin  -2—  .  Sin    -|-  2ffHt\ 

+  Sin    .Sin    +3rHM 

+  +  +  in  infin.)      . 


+  Slß  ••—  •  Sin 
a 
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•         •  xn  t^X  \ 

+  —  (Sid  — .  Sin  . mHti  \ 

/  m  •  ^  a  '      J  ' 

+  Siir  2-p  .Sin   -^ 3irHtr 

+  +  +  in  infinO- 

Aber  aus  dem  Vorigen  ist  bekaiyit,  dafs  di^se  bejdea 
unendlichen;  Keibeii  verschwludeu ,    wenn  nicht  entweder 

—  +  Hr,  oder  aber  —  -^  Ilt^  es:  8  i  ^  -^  ist.     Vorhin, 

da  fiir  jedes  X  im  anfänglichen  Zustande  eme  Störung  *  d<^* 
Gleichgewichts  Statt  fand,  muTsten  aiis  4cr  ganzen  Reihe 
der  Werthe  von  X  diejenigen  beiden  genommen  werden, 
welche  diesen  Gleichungen  entspradben;  aber  da  jetzt  ■'k' 
nur  für  einen  einzigen  Werth  von  X  einen  reellen  We^th 
bat,  so  ist  offenbar,  dafs  uss  o  ist,  wenn  nicht  die  ver- 
flossene Zeit  einen  solchen  Werth  hat,  dafs  entweder 

üs       X        X  •     , 

oder  t  Ä  —  +  -^  qp  —  ist. 
ii        an       aü 

Folglich  entsteht  nur  in  denjenigen  Augenblicken  in  jl  eine 
Schwingung,   da  aHt  einen  der  folgenden  Werthe  hat, 

alltssx — X, 
1  mHtr=:  X  +  X,  \ 

«Hes=2a — X  —  ar, 

a*Hts=:r2a  +  X  —  «, 

uHrÄftÄi- X+Jr, 

und  so  weiter.'  Hieraus  läfst  sich  für  jeden  Funkt  S  be- 
stimmen, in  welchem  Augenblicke  ^ die' Schwingung  sich 
bis  dahin  fortgepflanzt  hat« 

• 
•  546.     Um  diese  Ausdrücke,  denjenigen  ähnlich  «u  ma- 
chen^   welche  wir  oben  fanden,    will   ich  statt  U  seinen 


I 


N 


4^6       It  Th,  IIL  JbtK   Von  ier  Biegung  der  Luft: 

Jtgp 
WtirfStL  setzen.    Jn  $.  535-  ward  /^-rr-  =s  H  gesetzt,    «lt6 

» 

Utflffäs/     '■    ■'  ,    und  hier  bedeutet  g  den  Ranm,  wel- 

eben  ein  freif^Ilepder  K5rper  an  der  Oberfläche  der  Erde  ia* 
der  ersten  Secunde  durchlauft^   a  ist  die  Lange   oder  das 
Volumen  der  linearischen  Luftmasae^'   S  die  Masse  dersel- 

Ben^  also  derQuot^ent— -  ihre^  Dichtigkeit,,  welche  ißh=fr 

Bennen  will,  endlich  ist  p  die  elastische  Kraft  der  Luft, 
pder  der  Druck,  welchen  sie  ausübt;  diese  elastische  Kraft 
ac  p,  mit  welcher  die  Luft  der  Compresslon  w^idersteht, 
ist  gleich  dem^  Gewichte  einer  Quecksilbersäule,  deren 
Höhe  OK  ft  ist ,   nennt  man  also  die  Dichtigkeit  dea  Queck- 

ailberas=i,    so  ist'p  =  i,   und  daher  auf  =;=  v  -rr^,    wo 

nim  b  :  i  das  Verhältnira  der  Dichtigkeiten  der  Luft  .nnd 
des  Queksilberß  ist« 

547»  -  Die  Schwingung,    welche  in  x  C^ig.  iiO.)  cr-x 
regt  worden,  kommt  also  in^S  an',  wenn  die  Zeit, 

b 

verflossen,     oder  t  ac  ,  ist,  und  alsdann  wird  in  S 

der  erregte  Schill  gehört;  aber  aulser  d,iesem  ersten  Schaue 
hört  man,  wenn  die  Luftmasse  in  B  und  C  begränat  ist, 
^nocfa  eine  mehrmalige.  Wiederhohing  des  Schalles,^  und  die 
Zeltpunkte )  wo  man  "diese  Echo  hört,  sind  au(  £p}g«ud# 
Wei^e  bettiypmt«     Der  Hftuptschall  kommt  4n,  wenn 

^/~  =xS  ist, 

die  Echp,  wenn  i  yf  -r—  =  Bx  +  BSy 

.  o 


\ 


Vll.  .Absahru  Lagrüngc's  Darstdl  d.  Fortpfl*  d.  SthäBMU      tfjf 


wenn  t  ^  -T- 


wenn  t  yf 


Stgk 


y.  s.  Vf»  htj  welches  ^  eben  die  Bestiminun^en  fqr  die  Zelt 
des  Wi^d^rballes  siud^  die  wir  oben  bei  einer  an  .beiden 
Enden  offenen  oder  .an  beiden  Enden  vertchlossenen  Aohr^ 
fanden. 

Wäre  für  den  funkt  Sf  die  Entfernung  voin  t^ndpiivkre 
B^  X  <^X<t  so.  gäben  die  Formeln  des  Frobtems  Ai%  Zeit, 
wann  Ber  Schall  dort  gehört  wird, 

h 
oder=±  («  +  X>\/"— 7  q*  s.  w- 

§48*  Wären  die  Endpunkte  J5,  C.  beide  unendlich  ent- 
fernt,  so  würd^e  sowohl  in  5,   als  in  «S'  nut  ein  einfacher 

Schall  gehört,  tind  %vf^x  in  S#  wenn  t  ssr-p» — Iv  ^»  ^^^  ** 

5",  wenn  t  = ?  ist-     Djer  Schall  pflan^^  sich  also  nacb 

V— 

beidet)  Seiten  mit  gleicher  Geschwindigkeit  und  gleichfor* 
snig  forty     und   durchläuft  in   einet  Seennde  den  lUittm 

■B  V  ""IT"  ♦     Wiederholungen  des  Schalles  werden  in  die» 

•em  Falle  nicht  gebort,   denn  die  Zeit,  nach  weicher  sie« 

der  Formel  zufolge 9    gehört  werden  sollten,  ist  unendlich, 

weil  z,  X  und  ti  unendlich  sind^    Aber  ;r  —  X.  eine  endliche 

Gröfse  htk  .  Wäre  die  Luftmasse  an  einent  Endie  begrän^t, 

c.  B,  ixi  B\  erstreckte  sich  ab^r  nach  C  hip  ins  Unendliche, 

.  se  würde  man  ein  einfaches  Echo  hören.     Denn  die  Formel 

'gibt   an,    ^afs  in  S  eine   Schwinguns    «nUteht,     sowohl 

xS 


wenu  t 


/ 


igh 


ut 


,  au  wenn 


^    JLlh.  lil.  Mth.  VII.  Ah.    Fon  i*t  Sfweguns  der^Luß, 

xS  +  aSx        xB  +  BS 


/ 


tgk 


-« — r 


<  ist.  Mehrere  Wiederliolangen  finden  auch  In  diesem  Falla 
nicht  Statt,  Aber  bei  einei;  an  beiden  Enden  begrätazten 
litiftmasse  hört  man  unzählige  Wiederholungen  d^s  Schal  * 

'  les,  welche  in  Rücksicht  der  Zeit;  da  man  sie  bort,  sich 
so  verhalten,  als  ob  der  Schall  in  den  Endpunkten  JB^  C 
surückgeworfen  würde« 

549,  Diese  Resultatfrvind  den  oben  gefundenen  gans 
ahnlich,  und  da  die  Schlüsse,  welche  uns  hier  daraufgeleitet 
haben,  gar  nicht  voraussetzen,  dafs  die  anlangUche  Stö- 
rung des  Gleichgewichts  durch  eine  reguläre  Scale «  welche 
sich  durch  eine  Gleichung  ausdrücken  liefse,  dargestellt 
werden  solle)  so  erhellet  nun,  dafs  die  oben  angenOmimene 
Voraussetzung,  dafs  die  Scalen  für  den  anfänglichen  Zu» 
stand  dem  Gesetze  der  Stetigkeit  nicht  noth wendig-  unter* 
wor£en  sind ,  •  richtig  ist ,  und  dafs  alle  in  den  vorigen  Ab- 
schnitten gefundene  Resultate  völlig  gültig  sind. 


I . 


L  e  i  p  z  ]i  g, 
l^edruckt    bey    Carl    Avfust    Solbrif. 


Verzeichnifs 


-  f 
der    T.  o  r  s  U  ^  1  i  c  h  s  t%  n  >n  r  H  c  K  f  «  h'I  4  IV 


Sttte  19«  Zeile  a5«  und  folgende  muis  st^tt,il^flp  nndjV'ii  stehen  }(f]»''«f 

und  N,  «•  . 

.—    38.    —    12.  liea  4i)fe=/ «tatt^v   r     .    .  '  '^         ^»       '- 
.—    77.    —    aa.  Hea  «^  «tatt  ^. 

—  81.    —    i5.  üe«  —    etatt  — - .       • 

■   *  *       •     ..        ■     .  .    .    .   -~      -^ 

—  88.    —    1 5.  mufs  im  Nenner  8/<'  statt  h'  stehen.  , 
«;.  i38.    —     II.  liea  —.oder  wir  diesen.   « 

—  i44.  —      3.  lies  wenn  die  Formel  Udx  +  P^dy  +  W'dft   ••  i«t. 

—  1774  —      2.  von  unten,   liei  -7-  §U*  +  y")**- 
fc—  188,  —  i5.  von  oben,  Ke«  —  F:(*  +  *^ — 1)* 

—  300.  •—  10.  mu£i  nach  0  ein  ;  stehen. 

*.  2i5.    —      a.  ron  oben  mufs  es  im  Zahler  gm^-  heuceau 
— .  316.  letzte  Zeile  lies  selbst  statt  sehr. 

—  356.  Zeile  31.  lies  %*  statt  Z'»     • 

—  24o.    —    :p.  sind  die  Parenthesen  unvollständig. 

—  293.    —  7.  lies  (Ä  — /-|-a),' 

•«  393.    —    10.  lies  i  %/^—  sä  Ang.    •    •    •    • 

3  / 

* 

—  294.    ^    17.  lies  für  statt  weil* 
*-  3oo.    —      2.  lie«  endlichen. 

—  3o2.    —      6  lies  =3  statt  ...         < 

A9 

«•  336».  letzte  Zeile,  lies  #  =3  ---. 

C 

—  354.    —      4.  lies  va?[-A+/(ÄA  +  lr/(*»  +  ib«))]/ii, 

—  367-    —      8.  von  unten,  lies  ^^  stztt  5^^. 
*-.  378.    -*1    24.  lies  {b+lSlik^)  stett  (*  +  l)  diu  «. 

.—  586.    —    12.  lies  -4— . 

—  «16.    —    11.  bes  —  ■ 

.    .     *     .    ■•  '  ■ 

—  422*    ~  .   7,  lies  die  nothwendige. 

.—  429.    — »    22.  lies  die  Dichtigkeit  kleinei*!  als  die  dei  um^ti^ 

bendea. 

—  433.  letzte  Zeile ,  Kes  2  g  T/  +  llilZ^lZ.!!! \ 
-^  439.  Zeile  8.  lies  (i'+i«)  itaU.(i  +im> 


